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Κεφάλαιο 9

Συστήματα σωματιδίων



Τι μαθαίνετε

⚫ Πώς να αναλύετε συστήματα 

δύο ή περισσότερων 

σωματιδίων

⚫ Πώς να βρίσκετε το κέντρο 

μάζας ενός συστήματος 

σωματιδίων

⚫ Την αρχή της διατήρησης της 

ορμής και πώς αυτή 

εφαρμόζεται σε συστήματα 

σωματιδίων

⚫ Πώς να αναλύετε τις 

συγκρούσεις

⚫ Ανελαστικές συγκρούσεις

⚫ Ελαστικές συγκρούσεις
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Ορμή συστήματος σωματιδίων
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Νόμος διατήρησης ορμής
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Συνέχεια παραδείγματος



9

Συνέχεια παραδείγματος
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Ορμή συστήματος σωματιδίων (εσωτερικές 

και εξωτερικές δυνάμεις)

Ο ρυθμός μεταβολής της ολικής ορμής του συστήματος των δύο σωματιδίων 

ισούται με την ολική εξωτερική δύναμη που δρα πάνω στο σύστημα

Έστω σύστημα δύο σωματιδίων

Εσωτερικές δυνάμεις : αμοιβαίες δυνάμεις που ασκεί το ένα σωματίδιο στο άλλο 

Εξωτερικές δυνάμεις : δυνάμεις που ασκούνται από άλλα σώματα που δεν  ανήκουν 

στο σύστημα σωματιδίων
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Ορμή συστήματος σωματιδίων 
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Κέντρο μάζας

Η θέση του κέντρου μάζας ενός συστήματος είναι η μέση θέση 

της μάζας του συστήματος

Η επιβατική ακτίνα του κέντρου μάζας είναι η μέση τιμή των 

επιβατικών ακτίνων όλων των σωματιδίων (για n σωματίδια 

ίσης μάζας)

Η επιβατική ακτίνα του κέντρου μάζας είναι η μέση 

τιμή των επιβατικών ακτίνων όλων των σωματιδίων 

(για n σωματίδια άνισης μάζας)

Image:Orbit3.gif

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/59/Orbit3.gif
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Κέντρο μάζας

Εάν η μακροσκοπική ύλη έχει ομαλή και συνεχή κατανομή 

μάζας σε ολόκληρο τον όγκο της η θέση του κέντρου μάζας 

ισούται κατά προσέγγιση με:



Κέντρο μάζας 

⚫ Το κέντρο μάζας ενός σύνθετου σώματος ή συστήματος σωματιδίων είναι 

το σημείο όπου, βάσει το δεύτερου νόμου του Νεύτωνα, η μάζα λειτουργεί 

σαν να ήταν συγκεντρωμένη

⚫ Η θέση του κέντρου μάζας είναι ένας σταθμισμένος μέσος όρος των θέσεων 

των επιμέρους σωματιδίων:

⚫ Για ένα σύστημα διακριτών σωματιδίων,

⚫ Για μια συνεχή κατανομή μάζας,

⚫ Και στις δύο περιπτώσεις, M είναι η συνολική μάζα του συστήματος
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Κέντρο μάζας



Εύρεση του κέντρου μάζας

Σύστημα τριών σωματιδίων σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο 



Εύρεση του κέντρου μάζας 
Σύστημα συνεχούς ύλης

⚫ Εκφράζουμε τη στοιχειώδη μάζα 

dm σε όρους της γεωμετρικής 

μεταβλητής x:

⚫ Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα:

επομένως

dm

M
=

(w/L)x  dx
1
2
wL

=
2x  dx

L2



Κέντρο μάζας

Η μεγάλη πυραμίδα της Giza έχει ύψος 

147m. Βρείτε το κέντρο μάζας της 

υποθέτοντας ότι είναι συμπαγώς χτισμένη 

με πέτρα ομοιόμορφης πυκνότητας.

Ο στοιχειώδης όγκος dV = (2x) × (2x) dz

και επειδή x = (h-z) / tanφ 
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Περισσότερα για το κέντρο μάζας

⚫ Το κέντρο μάζας ενός σώματος 

δεν βρίσκεται απαραίτητα μέσα 

στο σώμα

⚫ Ένας αθλητής του άλματος εις 

ύψος περνά τη δοκό, αλλά το 

κέντρο μάζας του δεν την 

περνά

⚫ Το κέντρο μάζας του 

αεροπλάνου βρίσκεται 

θεωρώντας το φτερό και την 

άτρακτο ως σημειακά 

σωματίδια τοποθετημένα στα 

αντίστοιχα κέντρα μάζας



Το κατανοήσετε;

Το κέντρο μάζας βρίσκεται έξω από το ημικυκλικό σύρμα, 

αλλά ποιο σημείο είναι;
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Κέντρο μάζας

Ολική δυναμική ενέργεια για σύστημα σωματιδίων:

U = (m1z1 + m2z2 + … + mnzn) g = MgzCM

Απλή μέθοδος προσδιορισμού του κέντρου μάζας ενός 

σώματος :

⚫ Διαδοχικές αναρτήσεις από διαφορετικά σημεία 

και ισορρόπηση που αντιστοιχεί στη μικρότερη 

δυνατή δυναμική ενέργεια (μηδενική ροπή),

⚫ Τομή των κατακόρυφων αξόνων
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Η κίνηση του κέντρου μάζας

Ορμή συστήματος σωματιδίων

Εξίσωση κίνησης, 

επιτάχυνση του κέντρου μάζας

Άρα, δικαιολογείται η προσέγγιση πολλών προβλημάτων, με την αντιμετώπιση υλικών 

σωμάτων ως σημείων που η θέση τους συμπίπτει με το κέντρο μάζας του αντίστοιχου 

σώματος
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⚫ Αν δε υπάρχει κάποια εξωτερική δύναμη σε ένα σύστημα, η κίνηση του κέντρου 

μάζας παραμένει αμετάβλητη. Αν βρίσκεται σε ηρεμία, παραμένει ακίνητο –

ανεξάρτητα από τις εσωτερικές δυνάμεις που μπορεί να επενεργούν

⚫ Ο Τζάμπο, ένας ελέφαντας 4,8 τόνων, προχωρά 19 m προς το ένα άκρο του 

βαγονιού, αλλά το κέντρο μάζας του15 τόνων  βαγονιού και του ελέφαντα δεν

κινείται. Αυτό μας επιτρέπει να βρούμε την τελική θέση του βαγονιού.

χcm=0=[mελέφχελέφ+(mβαγ+mελεφ)χβαγ]/(mελέφ+mβαγ)

mελέφχελέφ = - (mβαγ+mελεφ) χβαγ

4,8t Χ 19m = - (15t + 4,8t) χβαγ

χβαγ = - 4,6m

Κίνηση του κέντρου μάζας (see slide 43)
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Ενέργεια συστήματος σωματιδίων

Αποδυκνείεται ότι η ολική κινητική ενέργεια είναι ίση με :

όπου 

η εσωτερική κινητική ενέργεια των σωματιδίων του συστήματος  

Αν το σύστημα σωματιδίων είναι ένα στερεό σώμα του οποίου τα σωματίδια δεν 

κινούνται ως προς το κέντρο μάζας (όχι παραμορφώσεις, όχι ταλαντώσεις) τότε Κint=0
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Η κίνηση των ρουκετών
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Η κίνηση των ρουκετών

Εξίσωση κίνησης ρουκέτας 

(για κίνηση στον κενό χώρο, απουσία εξωτερικών 

δυνάμεων όπως βαρύτητας, τριβών, κτλ., π.χ. 

ενδοαστρικός χώρος)
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Η κίνηση των ρουκετών
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Σύνοψη
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Ερωτήσεις
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Ερωτήσεις

⚫ Εξήγηση άλματος εις ύψος – Μετατόπιση κέντρου μάζας

⚫ Τυφώνας με 60 Km/hr ασκεί δύναμη σε σπίτι. Πόση 
δύναμη θα ασκείται στο ίδιο σπίτι από τυφώνα με ταχύτητα 
120 Km/hr:
⚫ Ίδια

⚫ 2-πλάσια

⚫ 3-πλάσια

⚫ 4-πλάσια

⚫ Μια μεταλλική ή μια πλαστική σφαίρα ανατρέπει πιο  
εύκολα ένα κούτσουρο; 
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Αφού το κέντρο μάζας μετά τη ζυγοστάθμιση είναι το κέντρο του τροχού με συντεγμένες 

(0,0), τότε ισχύει :
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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z = 0 στη στέγη 

z (+) προς τα κάτω 

Μετά από χρόνο t η σταγόνα είναι στη θέση z = 
1

2
 g t2  (1) 

Το νερό πέφτει με σταθ. ρυθμό έτσι ώστε σε κάθε ύψος z’ το νερό να 

περνά με το ρυθμό που πέφτει από τη στέγη. 

λ(z) η μάζα του νερού/μονάδα μήκους στο μήκος z 

λ(z) * u  (
kg

m
∗  

m

s
=

kg

s
)  ο ρυθμός που πέφτει το νερό 

λ(z) * u = k = σταθερός  =>  λ(z) = 
k

u
 = 

k

dz
dt 

      (2) 

λ(z) = 
k

z
1

2  2g3
 = c z-1/2   (c: σταθερά) 

(1) 
dz

dt
 = gt                     

dz

dt
  = g  2gz =  2g3  z

1
2  

(1) t =  2gz 
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 m i zi
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                                                                                    ή  2/3 l από το έδαφος 
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις

eMM
M

M

M

M
uuu

M

M
u ==

















===








=− 0

00
0

0
0 1lnln)0,(ln 

)1(0 −=−=− eMMeMMM

Η διαφορά μεταξύ αυτών των 2 μαζών είναι το καταναλωθέν καύσιμο

Επομένως το κλάσμα της μάζας που είναι καύσιμο είναι

63,0
1

1
1)1()1(

0

=−=
−

=
−

=
−

=
ee

e

eM

eM

M

eM



52

Συγκρούσεις
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Συγκρούσεις

Στις συγκρούσεις μεταξύ δύο σωμάτων (αυτοκίνητο-τοίχος, νετρονίου-πυρήνα, 

κτλ.) έχουμε : 

•   Απότομες αλλαγές της κίνησης

•   Μικρή χρονική διάρκεια

•   Ανάπτυξη πολύ ισχυρών δυνάμεων

Σημαντικό διαγνωστικό εργαλείο για την κατανόηση των ιδιοτήτων και της 

δομής στοιχειωδών σωματιδίων
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Ωστικές δυνάμεις

Σχήμα. Χρονική μεταβολή της δύναμης που ασκείται 

σε αυτοκίνητο κατά τη διάρκεια  ενός crash-test

αυτοκινήτου με συνολική διάρκεια σύγκρουσης 0,120 

sec.

Η δύναμη μεταξύ δύο συγκρουόμενων σωμάτων που διαρκεί περιορισμένο 

χρόνο και προκαλεί σύντομη αλλά ισχυρή ώθηση ονομάζεται ωστική δύναμη.

Image:Crash test landwind 25810.jpg

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/4/40/Crash_test_landwind_25810.jpg
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Γραφικά από crash tests
Image:POLO1a.JPG

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9e/POLO1a.JPG
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Ωστικές δυνάμεις

Σχήμα. Crash-test ενός 

αυτοκινήτου. Χρόνος 

σύγκρουσης 0,120 sec
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Ωστικές δυνάμεις

Σχήμα. Χρονική μεταβολή της δύναμης που ασκείται σε αυτοκίνητο κατά τη διάρκεια  

ενός crash-test αυτοκινήτου με συνολική διάρκεια σύγκρουσης 0,120 sec.

Η δύναμη μεταξύ δύο συγκρουόμενων σωμάτων που διαρκεί περιορισμένο 

χρόνο και προκαλεί σύντομη αλλά ισχυρή ώθηση ονομάζεται ωστική δύναμη.
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Fdt
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Ώση που μεταφέρεται από μια δύναμη F στο σώμα 

(μονάδες: N·s ή kg·m/s)

P0 και P η ορμή πριν και μετά τη σύγκρουση αντίστοιχα
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Μέση δύναμη
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Ωστικές δυνάμεις
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Ελαστική κρούση

(κρούση με μηδενική διαφορά κινητικής ενέργειας πριν και μετά)

Δκιν = 0 

αλλά Δορμής = mυ - (-mυ) = 2mυ ≠ 0

Σημ. 1 Αν και δεν μεταβάλλεται η κινητική ενέργεια, 

μεταβάλλεται η ορμή

Σημ. 2 Και ο τοίχος υφίσταται ίση και αντίθετη μεταβολή ορμής 

αλλά λόγω πολύ μεγαλύτερης μάζας αυτή δεν είναι 

αισθητή (επειδή εκφράζεται ως ταχύτητα τοίχου)
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Συγκρούσεις σε μια διάσταση

(ελαστική μονοδιάστατη κρούση)

Λύσεις :

➢ για m1 = m2 → υ΄1 = 0,  υ΄2 = υ1

➢ για m2 >> m1 → υ΄1 = -υ1,  υ΄2 = 0

➢ για m1 >> m2 → υ΄1 = υ1,  υ΄2 = 2υ1 

(η m2 πλησιάζει με ταχύτητα –υ1 και 

αναπηδά με ταχύτητα +υ1) 
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Συγκρούσεις σε μια διάσταση

(μη ελαστική κρούση)

➢ ισχύει ο νόμος διατήρησης της ορμής (μόνο)

➢ για τελείως ανελαστική κρούση

➢ → μέγιστη απώλεια κινητικής ενέργειας 

➢ → μηδενική σχετική ταχύτητα μετά την κρούση (σώματα 

ενωμένα) ίση με την ταχύτητα του κέντρου μάζας
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Αρχή διατήρησης της ορμής

Αρχή διατήρησης της ενέργειας

υ1 = 8×102 m/s = 2880 km/hr
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Συγκρούσεις σε δύο διαστάσεις

3 εξισώσεις, 4 άγνωστοι (υ΄1, υ΄2, θ΄1, θ΄2), 

άρα αν εκτός της αρχικής ταχύτητας υ1 είναι 

γνωστός και ένας από τους 4 παραπάνω 

αγνώστους, τότε υπολογίζονται οι υπόλοιποι 

τρεις.
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Συγκρούσεις σε δύο διαστάσεις
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Συγκρούσεις σε δύο διαστάσεις

Υψώνουμε στο τετράγωνο και 

προσθέτουμε κατά μέλη

θ΄1 = 230, θ΄2 = 520
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Συγκρούσεις σε δύο διαστάσεις

Για να υπολογίσουμε τις ταχύτητες υ1 και υ2

χρειάζεται να υπολογιστεί πρώτα η ταχύτητα υ΄ 

αμέσως μετά τη σύγκρουση. Η επιβράδυνση των 

αυτοκινήτων είναι:

 

 ενώ σύμφωνα με την εξίσωση 

α(x-x0) = ½ (υ2-υ0
2) → 

α(μήκος σημαδιών) = ½ υ΄2 → υ΄=17 m/s

και από τις αρχικές εξισώσεις της διατήρησης της 

ορμής υπολογίζονται οι υ1=32 m/s και υ2=16 m/s
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Κρούσεις και αντιδράσεις πυρήνων και 

στοιχειωδών σωματιδίων – σκέδαση

➢ χρήση δέσμης σωματιδίων (ηλεκτρόνια, 

πρωτόνια, κτλ.) για τη μελέτη σωματιδίων 

ατομικής κλίμακας

➢ ελαστικές κρούσεις: μόνο αλλαγή κίνησης 

(σκέδαση), όχι μεταβολή σωματιδίων

➢ μή ελαστικές κρούσεις: ενεργειακές μεταβολές 

και ισχύει 

Κ + Q = K΄

όπου Κ και Κ΄ οι κινητικές ενέργειες πριν και 

μετά την κρούση και Q η καθαρή μεταβολή της 

μάζας ηρεμίας

Q = (m1+m2+…+mn) c
2 - (m΄1+m΄2+…+m΄n) c

2

μάζες σωματιδίων πριν  και μετά από την 

αντίδραση
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Σύνοψη
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Συγκρούσεις αυτοκινήτων και δομή αυτοκινήτων
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Συγκρούσεις αυτοκινήτων και δομή αυτοκινήτων

Σχήμα. Απόσταση σύνθλιψης συναρτήσει της ταχύτητας κρούσης για μετωπικές 

συγκρούσεις σε ακλόνητο εμπόδιο (γραμμική συνάρτηση).

Ερώτηση. Στα βαρύτερα-μεγαλύτερα ή στα ελαφρά-μικρότερα αυτοκίνητα 

παρατηρούνται μεγαλύτερες αποστάσεις σύνθλιψης?
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Συγκρούσεις αυτοκινήτων και δομή αυτοκινήτων
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Συγκρούσεις αυτοκινήτων και δομή αυτοκινήτων

Σχήμα. Στιγμιαία επιτάχυνση αυτοκινήτου 1600 

kg σε πρόσκρουση με ακίνητο εμπόδιο (Δt = 0,11 

sec), για ταχύτητες 97, 64, 32 km/hr. 

Σοβαρότητα σύγκρουσης:

α = Δυ/Δt ≈ 1/0,11 × Δυ

Δηλαδή ευθέως ανάλογη με τη μεταβολή της 

ταχύτητας
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Συγκρούσεις μεταξύ αυτοκινήτων

Αν υ1 = 49 km/hr , υ2 = - 49 km/hr

      m1 = 2000 kg , m2 = 1000 kg

      K1 = 1,9×105 J , K2 = 0,93×105 J

      Kολ = 2,8×105 J ,  «Εσωτ.» Κιν. Εν. =

100%                   89%

Η μέση επιτάχυνση των αυτοκινήτων (δηλ. η μεταβολή ταχύτητας) είναι αντιστρόφως ανάλογη με τη μάζα 

τους, άρα μικρό αυτ/το → σοβαρή σύγκρουση και το αντίθετο.

Μεγάλο αυτ/το: από 49 km/hr σε 16 km/hr ≈ με σύγκρουση με 33 km/hr σε ακλόνητο εμπόδιο

Μικρό αυτ/το: από -49 km/hr σε +16 km/hr ≈ με σύγκρουση με 65 km/hr σε ακλόνητο εμπόδιο

K= ½ M υCM
2 + ½ m1v1

2 + ½ m2v2
2 

v1 = υ1 – υCM

v2 = υ2 – υCM

από διατήρηση της ορμής υπολογίζεται η υCM 

που αν αντικατασταθεί στην παραπάνω σχέση 

μας δίνει 
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Συγκρούσεις μεταξύ αυτοκινήτων

Σχήμα. Πείραμα μετωπικής σύγκρουσης.

Σχήμα. Θάνατοι συναρτήσει μάζας αυτοκινήτου.
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Δευτερεύουσα σύγκρουση

Σχήμα. Χωροχρονική τροχιά του επιβάτη και 

χωροχρονικές τροχιές του καθίσματος, τιμονιού 

και παρμπρίζ.

Πίνακας. Σύγκριση ταχυτήτων 

πρόσκρουσης και υψών πτώσης.
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Δευτερεύουσα 

σύγκρουση

Σχήμα. Κίνηση οδηγού 

και συνοδηγού που δεν 

φορούν ζώνη.
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Δευτερεύουσα σύγκρουση

Σχήμα. Δυνάμεις που εξασκούνται από ζώνη 3 σημείων.



80

Δευτερεύουσα σύγκρουση

Σχήμα. Σύγκριση τεινουσών δυνάμεων ζώνης.
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Δευτερεύουσα σύγκρουση

Σχήμα.  Όρια αντοχής του ανθρώπινου σώματος.

Σχήμα. Ελάχιστη απόσταση σταματήματος 

επιβάτη συναρτήσει της ταχύτητας πρόσκρουσης 

για επιβάτη που υπόκειται στη μέγιστη ανεκτή 

επιβράδυνση.
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις

Image:Meteor.jpg Image:Meteorcrater-rim.jpg Image:Landsat Meteor Crater.jpg

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/cf/Meteor.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/1/10/Meteorcrater-rim.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/55/Landsat_Meteor_Crater.jpg
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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α)   m1V1 + m2V2 = (m1 + m2) V’ => 

       =>  V’ = 
m1V1+m2V2

m1+m2
  => 

m1 = 40.000 τόνοι 

m2 = 20.000 τόνοι 

V1 = 22 knots (sin15o i  - cos15o j ) 

V2 = 19 knots (sin48o i  – cos48o j ) 

 => V’ = 
40.000 22sin 15o i  −22cos 15o j   +20.000(19sin 48o i  −19cos 48o j  )

20.000+40.000
   

 => V’ = (8.5 i  - 18.4 j ) knots =>Απόλυτο μέγεθος = 8,52+18,42 = 

20knot 

Δ/νση :    tan-1 
8.5

18.4

  = 25o ανατ. του νότου 
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b)   22 knots = 11.25 m/s 

       19 knots = 9.7 m/s 

Αρχ. ΚΕ = ½ m1 V1
2 + ½ m2 V2

2 = 3.47 * 109 J 

Τελ. ΚΕ = ½ (m1+m2) V’2 = ½ (60.000 * 103) (10.23 m/s)2 = 3.14 * 109 J 

ΔΕ = (3,14 - 3,47) * 109 = -3,3 * 108 J 

 

c)    kg TNT = 
3.3∗ 108

4.6∗106
 = 71.7 kg TNT 


	Slide 1: Κεφάλαιο 9 
	Slide 2: Τι μαθαίνετε
	Slide 3: Ορμή συστήματος σωματιδίων
	Slide 4: Νόμος διατήρησης ορμής
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16: Κέντρο μάζας 
	Slide 17
	Slide 18: Εύρεση του κέντρου μάζας
	Slide 19: Εύρεση του κέντρου μάζας 
	Slide 20
	Slide 21: Περισσότερα για το κέντρο μάζας
	Slide 22: Το κατανοήσετε;
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27: Κίνηση του κέντρου μάζας (see slide 43)
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31: Η κίνηση των ρουκετών
	Slide 32: Σύνοψη
	Slide 33: Ερωτήσεις
	Slide 34: Ερωτήσεις
	Slide 35: Ασκήσεις
	Slide 36: Ασκήσεις
	Slide 37: Ασκήσεις
	Slide 38: Ασκήσεις
	Slide 39: Ασκήσεις
	Slide 40: Ασκήσεις
	Slide 41: Ασκήσεις
	Slide 42: Ασκήσεις
	Slide 43: Ασκήσεις
	Slide 44: Ασκήσεις
	Slide 45: Ασκήσεις
	Slide 46: Ασκήσεις
	Slide 47
	Slide 48: Ασκήσεις
	Slide 49: Ασκήσεις
	Slide 50: Ασκήσεις
	Slide 51: Ασκήσεις
	Slide 52:  
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55: Γραφικά από crash tests
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide 69
	Slide 70
	Slide 71
	Slide 72
	Slide 73
	Slide 74
	Slide 75
	Slide 76
	Slide 77
	Slide 78
	Slide 79
	Slide 80
	Slide 81
	Slide 82: Ασκήσεις
	Slide 83: Ασκήσεις
	Slide 84: Ασκήσεις
	Slide 85: Ασκήσεις
	Slide 86: Ασκήσεις
	Slide 87: Ασκήσεις
	Slide 88
	Slide 89

