
Κεφάλαια 10-11

Κινηματική και Δυναμική
του Στερεού Σώματος



Τι μαθαίνετε
l Να περιγράφετε την περιστροφική κίνηση στερεών σωμάτων

l Θα εντοπίσετε την αναλογία που υπάρχει ανάμεσα στις νέες ποσότητες 
που περιγράφουν την περιστροφική κίνηση και τις γνωστές ποσότητες 
από τη γραμμική κίνηση

l Να υπολογίζετε τις περιστροφικές αδράνειες σωμάτων που συγκροτούνται 
από διακριτές και συνεχείς κατανομές της ύλης
l Η περιστροφική αδράνεια είναι το περιστροφικό ανάλογο της μάζας

l Να λύνετε προβλήματα που περιλαμβάνουν τόσο γραμμική όσο και 
περιστροφική κίνηση 

l Να περιγράφετε τις περιστροφικές ποσότητες χρησιμοποιώντας διανύσματα, με κατεύθυνση 
και μέτρο
l Γωνιακή ταχύτητα
l Γωνιακή επιτάχυνση
l Ροπή

l Να προσδιορίζετε το διανυσματικό εξωτερικό γινόμενο και να το χρησιμοποιείτε σε 
εκφράσεις για τη ροπή και τη στροφορμή

l Να επιλύετε προβλήματα που περιλαμβάνουν τη διατήρηση της στροφορμής
l Να περιγράφετε την κύλιση



Κίνηση στερεού σώματος

Στερεό σώμα: σωματίδια του σώματος δεν έχουν μεταξύ 
τους αμοιβαίες κινήσεις (rigid-άκαμπτο 
σώμα)

Όχι παραμορφώσεις σωμάτων (αμελητέες) υπό την επίδραση 
δυνάμεων

Η ακαμψία καλή προσέγγιση 



Κίνηση στερεού σώματος

Σχήμα: Σφυρί σε ελεύθερη πτώση υπό την επίδραση 
της βαρύτητας. Παρατηρείστε την τροχιά του 
κέντρου μάζας. 

Κίνηση: Μεταβολή θέσης 
(μεταφορική κίνηση, δηλ. κίνηση του κέντρου 
μάζας) 

+
Μεταβολή προσανατολισμού (περιστροφική     
κίνηση, δηλ. περιστροφή περί κάποιον άξονα) 

θεώρημα Euler: οποιαδήποτε μεταβολή του    
προσανατολισμού ενός στερεού σώματος 
μπορεί να θεωρηθεί ως περιστροφή περί 
κάποιον άξονα



Κίνηση στερεού σώματος



Περιστροφή περί σταθερό άξονα

Σχήμα. Περιστροφή στερεού 
σώματος περί σταθερό 
άξονα (Ζ). 

Σχήμα. Καθοδηγητικό σημείο Ρ στο στερεό σώμα. 
Η ακτίνα του κύκλου που διαγράφεται από 
την κίνηση του σημείου είναι η ίδια με το 
μήκος της επιβατικής ακτίνας R2=x2+y2. 
Το μήκος του δρόμου είναι: s=φR



Περιστροφή περί σταθερό άξονα
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Μέση γωνιακή ταχύτητα

Στιγμιαία γωνιακή ταχύτητα

Συχνότητα

Περίοδος



Γωνιακή ταχύτητα



Περιστροφή περί σταθερό άξονα



Περιστροφή περί σταθερό άξονα
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Μέση γωνιακή επιτάχυνση

Στιγμιαία γωνιακή επιτάχυνση
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Γωνιακή επιτάχυνση

Γραμμική επιτάχυνση



Κίνηση με σταθερή γωνιακή επιτάχυνση

Αναλογίες μεταξύ κυκλικών και γραμμικών ποσοτήτων



Η κατεύθυνση της γωνιακής επιτάχυνσης

Η γωνιακή επιτάχυνση δείχνει προς την κατεύθυνση της μεταβολή της γωνιακής ταχύτητας

l Η μεταβολή μπορεί να είναι στην ίδια κατεύθυνση με τη γωνιακή ταχύτητα, αυξάνοντας 
το μέτρο της (α)

l Η μεταβολή μπορεί να είναι στην  αντίθετη κατεύθυνση με τη γωνιακή ταχύτητα, 
μειώνοντας το μέτρο της (β)

l Ή μπορεί να είναι σε τυχαία κατεύθυνση, μεταβάλλοντας τόσο την κατεύθυνση όσο και 
το μέτρο της (γ)



Κινητική ενέργεια περιστροφής
Ροπή αδράνειας
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Ολική κινητική ενέργεια Κ ενός 
περιστρεφόμενου στερεού σώματος

Ροπή Αδράνειας περιστρεφόμενου 
σώματος περί δεδομένου άξονα. 

Μονάδες: kg·m2 ή lb·ft2

Η έκφραση  Κ = ½ Ιω2 μοιάζει με την  Κ = ½ mυ2

Αντιστοίχηση υ με ω και m με Ι

(μέτρο της αντίστασης που παρουσιάζει ένα σώμα στις μεταβολές της 
περιστροφικής του κίνησης)





Ροπή αδράνειας στερεού συνεχούς 
κατανομής μάζας
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Ροπή αδράνειας: μικρή όταν ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο μάζας, 

μεγάλη όταν διέρχεται από το άκρο της ράβδου.



Θεωρήματα των παράλληλων και 
κάθετων αξόνων (Θεώρημα Steiner)

2MdII CM += YXZ III +=



Περιστροφικές αδράνειες μερικών σωμάτων



Στροφορμή σωματιδίου - Εξωτερικό γινόμενο
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Διατήρηση της στροφορμής σωματιδίου 
που κινείται με σταθερή ταχύτητα



Στροφορμή σωματιδίου - Εξωτερικό γινόμενο



Στροφορμή στερεού σώματος
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Εξαρτάται από την εκλογή του συστήματος συντεταγμένων 
(συνήθως στο κ.μ. ή στον άξονα περιστροφής)

Πίνακας. Στροφορμή μερικών σωμάτων (μονάδες ? kg·m2/s, J·s)





Στροφορμή στερεού σώματος

Το μέτρο της στροφορμής του σωματιδίου είναι:
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Ανάλογη με την έκφραση Κ = p2/2m





Σύνοψη



Σύνοψη



Ερωτήσεις

Γύρω από ποιόν άξονα η στροφορμή ενός σώματος είναι 
μεγαλύτερη?

Υποθέστε ότι αντλείτε μάζα Μ θαλασσινού νερού και γεμίζετε 
μια λίμνη που βρίσκεται στη ξηρά. Πως αυτό μεταβάλλει τη 
στροφορμή της γης?



Ασκήσεις



Ασκήσεις

Συνολική επιφάνεια του κουτιού μπύρας: 

2 π R L + 2 π R2 

Μάζα κυλινδρικής επιφάνειας: 

2πRL
2π(RL+R2)

 M = L
L+R

 M = 12
15.3

 0.05 kg = 0.0392 kg 

Μάζα κάθε πάτου: 

0,05−0,0392
2

 = 0,0054 kg 

I = Mκυλινδρ R2 + 2 (1
2
) Mπάτο R2 =  

= 0.0392 (0.033)2 + 0.0054 (0.033)2 = 4.9 * 10-5 kg*m2 



Ασκήσεις



Ασκήσεις

ΔI = IHol - IVen                                        

I = moil * (RE cosθ)2 

 

     =>  ΔI = moil RE2 cos253o - moil RE2 cos210o 

                = 4.4 * 108 kg (6.39 * 106 m) (cos253o - cos210o) 

                = -1.1 * 1022 kg m2 



Ασκήσεις



Ασκήσεις



Ασκήσεις

Χέρια πάνω 

Iarms = 2 (ICM + Mx2) = 2 ( 1
12
∗ 2.8 ∗ 0.62 + 2.8 ∗ 0.52)  => 

=>  Iarms = 1.568 kg m2       (1) 

 

Χέρια κάτω 

I = ΣmR2 = 2 (2.8 * 0.22) = 0.224 kg m2     (2) 

(1), (2) =>  ΔI = 1.568 – 0.224 = 1.34 kg m2 



Ασκήσεις



Ασκήσεις

[Γιατί χρησιμοποιούμε ζάντες αλουμινίου?] 

Κινητική ενέργεια αυτοκινήτου: 

Κ = ½ M u2 = ½ * 1360 *( !""""#$"" 	)2 = 3.36 * 105 J 

Γωνιακή ταχύτητα τροχού: ω = %& = !""""
#$""∗".#!) = 58 rad/s 

Κινητική ενέργεια περιστροφής: ER = 4 (½ I ω2) = 2 Ι ω2  =>  

=>  ER = 2 ( ½ M R2) ω2 = 2 ( ½ * 27,2 * 0,3812) (58,3)2 

=>  ΕR = 1,34 * 104 J 

% = ).#*	,	)"!
).#*	,	)"!	-	#.#$	,	)""	 	x	100 = 3.84 % 





Ροπή Στρέψεως

Ροπή: τ = r ´ F = rFsinθ (για θ = 00 τ = 0, και για θ = 900 τ = rF

Μονάδες: N·m = Joule (μονάδα έργου)

Η ροπή παίζει στην περιστροφική κίνηση το ρόλο που παίζει η 
δύναμη στην μεταφορική κίνηση.

Μοχλοβραχίονας Εγκάρσια συνιστώσα της δύναμης



Κατεύθυνση του διανύσματος της ροπής

l Το διάνυσμα της ροπής είναι κάθετο τόσο 
στο διάνυσμα της δύναμης όσο και στο 
διάνυσμα της μετατόπισης από τον άξονα 
περιστροφής στο σημείο εφαρμογής της 
δύναμης

l Το μέτρο της ροπής είναι

l Από τις δύο δυνατές κατευθύνσεις που 
είναι κάθετες στα     και      η σωστή 
κατεύθυνση δίνεται από τον κανόνα του 
δεξιού χεριού

l Η ροπή εκφράζεται με τη χρήση του
εξωτερικού γινομένου:





Η εξίσωση της περιστροφικής κίνησης
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Η στροφορμή σωματιδίου είναι:

Για σύστημα σωματιδίων, ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής ισούται:
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Και εάν η ολική εξωτερική ροπή = 0, τότε η στροφορμή του συστήματος 
διατηρείται

(L=σταθερά) Νόμος διατήρησης της στροφορμής



Η εξίσωση της περιστροφικής κίνησης

Η σχέση dL/dt = τ, σε συνδυασμό με την αντίστοιχη εξίσωση dP/dt = F
ορίζουν πλήρως την περιστροφική και μεταφορική κίνηση του στερεού 
σώματος.

Αν ο άξονας περιστροφής συμπίπτει με τον άξονα Ζ ισχύει:

ZZZZ =Þ=Þ=Þ= ttwtwt Ia
dt
dI

dt
Id

dt
dLZ )(

Σε αντιστοιχία με την εξίσωση Newton για την μεταφορική κίνηση : mα=F



Αντιστοίχηση εξισώσεων μεταφοράς και 
περιστροφής





Έργο, Ενέργεια και Ισχύς στην 
περιστροφική κίνηση
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Το έργο που παράγεται από τη ροπή μεταβάλλει την περιστροφική κινητική 
ενέργεια  ενός σώματος. Αν η αρχική και η τελική γωνιακή ταχύτητα είναι ω1 και 
ω2 τότε η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος είναι : (απόδειξη?)

Διατήρηση της μηχανικής ενέργειας στην 
περιστροφική κίνηση

wtftft ZZZ =Þ=Þ= P
dt
d

dt
dWddW Ισχύς      (P=Fυ)

Θεώρημα έργου-ενέργειας στην περιστροφική κίνηση
Εάν η δύναμη που δρα στο σώμα είναι 
διατηρητική (βαρύτητα, ελατήριο) τότε 
το έργο ισούται με το αρνητικό της 
μεταβολής της δυναμικής ενέργειας
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Όταν η πήχη είναι κάθετη, zCM= ½ l και η ενέργεια είναι:

Όταν η πήχη πέσει στο πάτωμα, zCM= 0 και η ενέργεια είναι:

sradl
glMgMl

MlMgzMl CM

/4,5
1
8,933

26
1

0
6
1)

3
1(

2
1

2
2

2
2

2

2
2

22
2

2

=
´

=Þ=Þ=Þ

Þ+=+=E

www

ww











Διατήρηση της στροφορμής

l Ο περιστρεφόμενος δίσκος αρχικά 
περιέχει όλη τη στροφορμή του 
συστήματος, η οποία έχει φορά 
προς τα πάνω

l Όταν η φοιτήτρια αναποδογυρίζει 
τον τροχό, μεταβάλλει την 
κατεύθυνση της στροφορμής του

l Η φοιτήτρια και ο περιστρεφόμενος 
δίσκος περιστρέφονται αντίθετα 
προς τον αναποδογυρισμένο τροχό, 
προκειμένου να διατηρηθεί 
αμετάβλητη η συνολική στροφορμή

Αν η ολική εξωτερική ροπή =0, τότε η στροφορμή συστήματος διατηρείται 

(L=(Ιω)=σταθερά) Νόμος διατήρησης της στροφορμής



Διατήρηση της στροφορμής





Διατήρηση της στροφορμής (γάτα…)



Κύλιση

Ανώτερο σημείο τροχού: ταχύτητα 
ωR+υ=υ+υ=2υ (αναλυτικά, ωR ως 
προς το κέντρο που έχει ταχύτητα υ
ως προς το δρόμο)

Κατώτερο σημείο τροχού: ταχύτητα 
υ-ωR=υ-υ=0



Η ροπή του βάρους ως προς το σημείο επαφής είναι: τΖ = MgRsinθ

Η ροπή αδράνειας του χαλυβδοσωλήνα ως προς το κμ είναι: 

ΙCM=MR2 , και ως προς το σημείο επαφής 

Ι=ΙCM+MR2=MR2+MR2=2MR2

Η εξίσωση κίνησης είναι 

τΖ = Ια → ΜgRsinθ = 2ΜR2α → α = (1/2R)gsinθ (γωνιακή επιτάχυνση=dω/dt)

Η γραμμική επιτάχυνση πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο είναι:

a = αR= ½ gsinθ = 2,45 m/s2

Εξίσωση μεταφορικής κίνησης:

Μα=Μgsinθ – f → f = M (gsinθ-α) = Μ (gsinθ - ½ gsinθ) = ½ Μgsinθ = 883 N



(γραμμική επιτάχυνση)





Να υπολογιστεί η επιτάχυνση του σωλήνα του προηγούμενου

παραδείγματος χρησιμοποιώντας τη ροπή ως προς το κέντρο μάζας

Λύση

Η ροπή ως προς το κέντρο μάζας oφείλεται στη δύναμη τριβής και είναι:

τΖ,CM = Rf

Η ροπή αδράνειας ως προς το κέντρο μάζας είναι:

ICM α = τΖ,CM → MR2 α = Rf → MR2(α/R) = Rf → Μα = f   (1)

ενώ η εξίσωση της μεταφορικής κίνησης είναι:

Μα = Μgsinθ – f   (2)

Από (1), (2) προκύπτει ότι:

f = ½ Mgsinθ      (μισό της συνιστώσας του βάρους)

α = ½ gsinθ

α: γωνιακή επιτάχυνση

α: γραμμική επιτάχυνση



Κύλιση

a = αR
α: γωνιακή επιτάχυνση

α: γραμμική επιτάχυνση



Μετάπτωση
γυροσκοπίου

dL/dt = τ → dL = τdt = rMgdt

dθ = dL/L = rMgdt/L → 

dθ/dt = ωP = rMg/L συχνότητα                  
μετάπτωσης

https://www.youtube.com/watch?v=UehulDValVk
Από 12ο λεπτό

https://www.youtube.com/watch?v=UehulDValVk


Μετάπτωση
l Η μετάπτωση είναι ένα τριδιάστατο φαινόμενο που περιλαμβάνει περιστροφική 

κίνηση
l Η μετάπτωση προκύπτει όταν μια ροπή δρα σε ένα περιστρεφόμενο σώμα, 

μεταβάλλοντας την κατεύθυνση αλλά όχι το μέτρο του διανύσματος της 
στροφορμής του

l Ως αποτέλεσμα, ο άξονας περιστροφής υπόκειται σε κυκλική κίνηση:

Μετάπτωση ενός Η μετάπτωση μεταβάλλει αργά την 
γυροσκοπίου κατεύθυνση του άξονα περιστροφής της Γης



Διατήρηση της στροφορμής

Σχήμα
Γυροσκόπιο προσαρμοσμένο σε δακτυλίους διπλής ανάρτησης (αριστερά),  
κατευθυντικό γυροσκόπιο επιβατικού αεροπλάνου (κέντρο) 
και κλίση του άξονα περιστροφής της γης (δεξιά) (πλήρη περιφορά σε 26.000 χρόνια)

Η γωνιακή ταχύτητα και ο προσανατολισμός του άξονα στο χώρο παραμένουν 
σταθερά, παρέχοντας μια απόλυτη κατεύθυνση αναφοράς.  

Αν η ολική εξωτερική ροπή =0, τότε η στροφορμή συστήματος διατηρείται 

(L=(Ιω)=σταθερά) Νόμος διατήρησης της στροφορμής



Σύνοψη



Ερωτήσεις

ØΠολλοί αγρότες έχουν τραυματιστεί όταν ξαφνικά το τρακτέρ με το οποίο 
έσυραν ένα βαρύ μηχάνημα αναποδογύρισε προς τα πίσω. Εξηγείστε πως 
συμβαίνει αυτό.

ØΜια φέτα ψωμί πέφτει πάντοτε με τη βουτυρωμένη πλευρά προς τα κάτω. Ναι 
ή όχι?

ØΣτέκεστε πάνω σε ένα μεγάλο (και ανθεκτικό) πικάπ. Πως μπορείτε να 
στραφείτε κατά 1800 χωρίς ούτε να κατεβείτε, ούτε να σπρώξετε κάποιο 
εξωτερικό σώμα?

ØΑν περιστρέψετε ένα σφιχτοβρασμένο και ένα ωμό αυγό, με την ίδια γωνιακή 
ταχύτητα, ποιό θα σταματήσει πρώτο χρονικά ?

ØΓιατί χρειάζεται η μικρή, κατακόρυφη ουραία έλικα στα ελικόπτερα ?



Ασκήσεις



Ασκήσεις

Max Torque = B*l*sin(90o-20o) = 500g * l * sin70o 

l = μήκος βραχίονα 

 

Για 40ο  

τmax = Fmax * l * sin(90o-40o) = 

= Fmax l sin50o = 500 g l sin70o  =>  Fmax = 610 N 

 

Για 60ο  

τmax = Fmax * l* sin(90o-60o) = 

        = Fmax l sin30o = 500 g l sin70o =>  Fmax = 940 N 



Ασκήσεις



Ασκήσεις

Η ροπή που εξασκούμε στο χερούλι  =  με τη ροπή του σχοινιού στο βαρούλκο 

τrope = (2500 Ν) * (4,0 cm) 

τhandle = F * 25 cm                 => F = 2500 !"# = 400 N 



Ασκήσεις



Ασκήσεις

τ = r * F  => F = τ
r
 = 62

0.2
 = 310 N 



Ασκήσεις



Ασκήσεις

Force = m α = 1500 kg * 8 m/s2 = 12000 N 

Ροπή = F * κατακόρυφη απόσταση 

           = 12000 * 0,6 = 7200 Ν m 



Ασκήσεις

Ροπή = r F  (όπου r = 3.8 cm)  => 

=>  F = τ
r
 = 31

3.8∗10−2
 = 816 N 



Ασκήσεις

Ισχύς (Power) P = τ ω                        ω = (4600 * 
!"
#$) = 482 rad/s 

 

Ισχύς στη μέγιστη ροπή = 203Νm * 482rad/s = 9,78*10
4
 W = 131 hp 

 

Ροπή στη μέγιστη ισχύ: τ = 
%
& = 

'(!)*∗,(#	./)*
0,0$123/456∗!"#$

 = 176 Nm 



Ασκήσεις

P = τ * ω = (35) (2 * 0,18) (!"∗$%!" ) = 79,2 Watt 

                                   τ 

79,2 W = 79,2  J s#  = &',$∗!"),*+&  = 1134 cal min#  = 1,1 kcal min#  



Ασκήσεις

Επειδή δεν υπάρχει τριβή, η ράβδος πέφτει  
έτσι ώστε το κ.β. να μην μετακινηθεί οριζόντια 
 
Μεταφορική  Κ.Ε. = ½ M uCM2 = ½ M (!" ∗ ω)2 
επειδή το CM έχει μόνο κατακόρυφη ταχύτητα 
 
Περιστροφική Κ.Ε. = ½ ICM ω2 = ½ ( ##" M L2) ω2 
 
Δυναμική ενέργεια= Μεταφορική + Περιστροφική Κ.Ε. 

1
2 	Μ	

L"
4 	ω

" +	 124 	M	L
"	ω" = M	g	 L2 	=> 		ω = 	.3gL  



Ασκήσεις

Έργο από τη ροπή στο κιβώτιο ταχυτήτων σε 2,58 rad 

α) W = 441 * 2.58 = 1138 J    όλο το έργο μεταφέρεται στους τροχούς 

     W = 1138 = τ’ * 1  => τ = 1138 N m 

b) F = τ
R

 = 1138
0.3

 = 3793 N 

    α = F
m

 = 3793
1770

 = 2.1 m/s2 



Ασκήσεις

α) L = (RE cos40o) m u = 

        = (6.38 * 106 cos40o) (1.1 * 108 *2000) (80000
3600

) 

        = 2.4 * 1019 kg m
2
s(  

b) L = IE Δω  => 

=>  Δω = L
IE

 = 2.4∗10
19

8.1∗1037
  =>  Δω = 3 * 10-19 rad/s 



200 km/hr = !"""""#$""  = 55.6 m/s 
 
Δύναμη τριβής  Ff = μ N = 0.8 * 2 * 105 = 1.6 * 105 N 

Γωνιακή επιτάχυνση τροχού  α = %& = 
(",$)*!
"
#+,#

  => α = ".$∗/.$∗/"
$

"
#∗/$"∗".$#

 = 3.3 * 103 rad/s2 

 
Όταν ο τροχός περιστρέφεται χωρίς να γλιστράει: 

u = ω r  =>  ωf = 01 = 22.$".$  = 93 rad/s 
 
Ο χρόνος για να φτάσει τα 93 rad/s από 0 rad/s είναι: 

t = 3!
4  = 5#

#.#∗/"% = 0.028 s 
 
Σ’ αυτό το χρόνο το αεροπλάνο ταξιδεύει: 
x = u * t = (55.6) (0.028) = 1.56 m 


