
Κινηματική των Ρευστών
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Μαθησιακοί Στόχοι

⚫ Συζήτηση επί των διαφορών μεταξύ των μεθόδων Euler 

και Lagrange

⚫ Ταυτοποίηση των χαρακτηριστικών ροής του πεδίου 

ταχύτητας

⚫ Καθορισμός των γραμμών ροής και του πεδίου 

επιτάχυνσης για δεδομένο πεδίο ταχύτητας

⚫ Συζήτηση επί των διαφορών μεταξύ ενός συστήματος και 

ενός όγκου ελέγχου

⚫ Εφαρμογή της εξίσωσης Bernoulli

⚫ Εφαρμογή του θεωρήματος μεταφοράς Reynolds
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Κινηματική των Ρευστών

van Gogh – starry night
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Διαφορές μεταξύ μακροσκοπικών και 

διαφορικών εξισώσεων ροής

ΜΑΚΡΟΣΚΟΠΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

1. Εκφράζουν τους νόμους διατήρησης 

της μάζας, ορμής και ενέργειας για μία 

περιοχή του χώρου.

1. Εκφράζουν τους νόμους της 

διατήρησης μάζας, ορμής και 

ενέργειας σε ένα σημείο του χώρου.

2. Περιγράφουν γενικά το πεδίο ροής 

και ενδιαφέρουν τους ασχολούμενους 

με πρακτικά προβλήματα ροής 

ρευστών.

2. Περιγράφουν αναλυτικά το πεδίο 

ροής και ενδιαφέρουν τους 

ασχολούμενους με τη θεωρητική 

μελέτη της ροής ρευστών.

3. Εφαρμόζονται σε όγκους 

πεπερασμένου μεγέθους και δίνουν 

μέσες τιμές των μεγεθών.

3. Εφαρμόζονται σε όγκους 

απειροστού μεγέθους και δίνουν 

ακριβείς τιμές των μεταβλητών.
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Διαφορές μεταξύ μακροσκοπικών και 

διαφορικών εξισώσεων ροής

ΜΑΚΡΟΣΚΟΠΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

1. Εκφράζουν τους νόμους διατήρησης 

της μάζας, ορμής και ενέργειας για μία 

περιοχή του χώρου.

1. Εκφράζουν τους νόμους της 

διατήρησης μάζας, ορμής και 

ενέργειας σε ένα σημείο του χώρου.

2. Περιγράφουν γενικά το πεδίο ροής 

και ενδιαφέρουν τους ασχολούμενους 

με πρακτικά προβλήματα ροής 

ρευστών.

2. Περιγράφουν αναλυτικά το πεδίο 

ροής και ενδιαφέρουν τους 

ασχολούμενους με τη θεωρητική 

μελέτη της ροής ρευστών.

3. Εφαρμόζονται σε όγκους 

πεπερασμένου μεγέθους και δίνουν 

μέσες τιμές των μεγεθών.

3. Εφαρμόζονται σε όγκους 

απειροστού μεγέθους και δίνουν 

ακριβείς τιμές των μεταβλητών.
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Ορισμοί

Πεδίο :  Συγκεκριμένη περιοχή του χώρου, σε κάθε σημείο της οποίας κάθε 

φυσικό μέγεθος έχει μια ορισμένη τιμή (σταθερή ή μεταβλητή).  
 

Έστω φυσικό μέγεθος Α  το πεδίο των Α είναι μια συνάρτηση της 

μορφής  

 

Βαθμωτό Πεδίο π.χ. το πεδίο της πυκνότητας  

 

Διανυσματικό πεδίο π.χ. το πεδίο της ταχύτητας 

 

 

Πεδίο ροής : Ο χώρος μέσα στον οποίο κινείται ένα ρευστό. Είναι καθορισμένο όταν 
δίνονται οι τιμές των μεταβλητών του (πυκνότητα, ταχύτητα) σε κάθε 

σημείο του και σε κάθε στιγμή. 

Þ

( ), , ,A x y z t

( ), , , ( )x y z t έr r µ tro=

( ) ( ), , , , , / ,U U x y z t έ άµ tro d nsh for=
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Τροχιά – Pathline

⚫ Η Τροχιά - Pathline είναι η 
πραγματική διαδρομή που 
ακολουθεί ένα σωματιδίου 
ρευστού σε μια συγκεκριμένη 
χρονική περίοδο.

⚫ Ίδια με τη διάνυσμα θέσης του 
μορίου του ρευστού.

⚫ Θέση μορίου ρευστού σε χρόνο t: 

( ) ( ) ( )( ), ,particle particle particlex t y t z t

start

t

start

t

x x Vdt= + 
rr r
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Γραμμή Ροής - Streamline

⚫ Η Γραμμή ροής – Streamline είναι μια 

καμπύλη σε κάθε σημείο εφαπτόμενη με το 

στιγμιαίο τοπικό διάνυσμα ταχύτητας.

• Η τομή δυο τροχιών είναι εφικτή αλλά ποτέ 

δύο γραμμών ροής.

• Η τροχιά αφορά ένα μεμονωμένο σωματίδιο 

ρευστού, ενώ η γραμμή ροής δείχνει τις 

διευθύνσεις πολλών σωματιδίων.

⚫ Velocity vectors and Streamline pattern
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Γραμμή Διέλευσης ή Ινώδης φλέβα- Streakline

⚫ Γραμμή που δημιουργείται από ένα ρευστό 

που αφήνει ίχνη όπως είναι μια βαφή που 

εκχύεται συνεχώς σε ένα πεδίο ροής σε 

κάποιο σημείο του.

⚫ Ινώδης φλέβα ή γραμμή διέλευσης είναι ο 

τόπος των σωματιδίων ρευστού που έχουν 

περάσει διαδοχικά από ένα σημείο της ροής.

⚫ Εμφανής σε πειράματα :  βαφή σε ροή νερού 

ή καπνός σε ροή αέρα.

⚫ Ροϊκός σωλήνας: Κάθε κλειστή επιφάνεια 

που σχηματίζεται από ένα άπειρο αριθμό 

ροϊκών γραμμών.
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Streamlines - Streaklines

Γραμμή ροής - Γραμμή διέλευσης

NASCAR surface pressure 

contours and streamlines

Airplane surface pressure 

contours, and streamlines 

• Η γραμμή ροής δίνει τη στιγμιαία εικόνα ενός σωματιδίου σε μια ροή ρευστού

• Η γραμμή διέλευσης δίνει την κίνηση σωματιδίου σε μια συγκεκριμένη χρονική 

περίοδο

• Στη σταθερή ροή ρευστού οι γραμμές ροής (streamline), γραμμές διέλευσης 

(streaklines) και τροχιές (pathlines) συμπίπτουν μεταξύ τους.
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Συγκρίσεις

⚫ Για σταθερή ροή, τροχιά, γραμμή ροής και ινώδης φλέβα είναι ίδιες

⚫ Για μη σταθερή ροή μπορεί να είναι πολύ διαφορετικές.

⚫ Οι γραμμές ροής (streamlines) είναι μια στιγμιαία φωτογραφία του πεδίου 
ροής

⚫ Οι τροχιές (pathlines) και η ινώδης φλέβα (streaklines) είναι η μορφή και το 
χνάρι της ροής συνδεδεμένα με τη χρονική τους ιστορία

⚫ Γραμμή διέλευσης ή Ινώδης φλέβα: στιγμιαία απεικόνιση μιας ροής 
ολοκληρωμένης χρονικά (instantaneous snapshot of a time-integrated flow 
pattern)

⚫ Τροχιά: εκτεθειμένη στο χρόνο διαδρομή ροής ενός μεμονωμένου σωματιδίου
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2 μέθοδοι

2 μέθοδοι για την περιγραφή του πεδίου ροής : 

 
Μέθοδος Lagrance : Ο παρατηρητής παρακολουθεί την κίνηση ενός συγκεκριμένου 

στοιχείου του ρευστού καθώς αυτό κινείται στο πεδίο ροής. 

 

Μέθοδος Euler : Ο παρατηρητής καταγράφει τις ιδιότητες του ρευστού σε μια 

συγκεκριμένη στοιχειώδη περιοχή του χώρου, καθώς το ρευστό 
διέρχεται από αυτήν. 
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Προσεγγίσεις Ανάλυσης

⚫ Lagrangian (προσέγγιση συστήματος)
⚫ Περιγράφει μια ορισμένη _____ (θέση, ταχύτητα, 

επιτάχυνση, πίεση, θερμοκρσία, κλπ.) ως συνάρτηση 
του χρόνου

⚫ Παρακολουθεί τη θέση ενός μετακινούμενου πουλιού

⚫ Eulerian
⚫ Περιγράφει το ______ ροής (θέση, ταχύτητα, 

επιτάχυνση, πίεση, θερμοκρσία, κλπ.) ως συνάρτηση 
της θέσης και του χρόνου

⚫ Μετρά τα πουλιά που περνούν από μια συγκεκριμένη 
θέση

Αν μελετούσατε νερό που ρέει μέσα σε έναν αγωγό ποια 

προσέγγιση θα υιοθετούσατε? ____________Eulerian

μάζα

πεδίο
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Μέθοδος Lagrange

⚫ Πήρε το όνομά της από τον Ιταλό μαθηματικό Joseph Louis Lagrange (1736-
1813).

⚫ Η περιγραφή του πεδίου ροής με τη μέθοδο Lagrange παρακολουθεί τη θέση 
και τη ταχύτητα μεμονωμένων σωματιδιών.

⚫ Βασίζεται στις εξισώσεις κίνησης του Newton. 

⚫ Δύσχρηστη για πρακτική ανάλυση ροής.

⚫ Τα ρευστά αποτελούνται από δισεκατομμύρια μόρια.

⚫  Η αλληλεπίδραση μεταξύ των μορίων είναι δύσκολο να περιγραφεί ή να 
μοντελοποιηθεί. 

⚫ Ωστόσο, είναι χρήσιμη για εξειδικευμένες εφαρμογές

⚫ Σπρέι, σωματίδια, δυναμική φυσαλίδων, αραιά αέρια.

⚫ Συζευγμένες μέθοδοι Euler-Lagrange.
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Μέθοδος Euler

⚫ Περιγραφή του πεδίου ροής με τη μέθοδο Euler: 

 μια περιοχή ροής (flow domain) ή ένας όγκος ελέγχου(control 

volume) ορίζεται από το ποιο ρευστό εισέρχεται και εξέρχεται.

⚫ Ορίζονται οι μεταβλητές πεδίου συναρτήσει του χώρου και του χρόνου.

⚫ Pressure field, P=P(x,y,z,t)

⚫ Velocity field,

⚫ Acceleration field,

⚫ Αυτές (και άλλες) μεταβλητές πεδίου ορίζουν το πεδίο ροής (flow field)

⚫ Πήρε το όνομά της από τον Ελβετό μαθηματικό Leonhard Euler (1707-1783).

( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,V u x y z t i v x y z t j w x y z t k= + +
rr r r

( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,x y za a x y z t i a x y z t j a x y z t k= + +
rr rr

( ), , ,a a x y z t=
r r

( ), , ,V V x y z t=
r r
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Σύγκριση των 2 μεθόδων
(βλ. Πίνακας 4.1)
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π.χ. Πεδίο Ταχύτητας: Eulerian and Lagrangian

Eulerian: η κίνηση του ρευστού ορίζεται με τη πλήρη περιγραφή των απαραίτητων 

ιδιοτήτων ρευστού ως συνάρτηση του χώρου και του χρόνου.  Πληροφορίες για τη 

ροή παρατηρώντας τι συμβαίνει σε σταθερά σημεία.

Lagrangian: ακολουθεί μεμονωμένα σωματίδια ρευστού που κινούνται και 

καθορίζει το πως αλλάζουν οι ιδιότητες του ρευστού του συγκεκριμένου 

σωματιδίου ως συνάρτηση του χρόνου.

Measurement of Temperature

Eulerian Lagrangian

Lagrangian methods can also be 

used if we “tag” fluid particles in a 

flow

If we have enough information, we 

can obtain Eulerian from 

Lagrangian or vice versa.

Eulerian methods are commonly 

used in fluid experiments or 

analysis—a probe placed in a flow
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Σύγκριση των 2 μεθόδων
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Παράδειγμα

Συνδυασμένη Eulerian-Lagrangian Method

Ανάλυση εμπειρογνωμόνων του ατυχήματος Columbia:

Προσομοίωση της τροχιάς των συντριμμιών χρησιμοποιώντας 

⚫ τη μέθοδο Lagrange για τα συντρίμμια (for this particle)

⚫ τη μέθοδο Euler για  το πεδίο ροής (at any location) 
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Είδη ροής

Ασυμπίεστη ροή :  
Όταν η πυκνότητα του ρευστού σε κάθε σημείο του παραμένει σταθερή με το χρόνο 

(μεταβολή < 1%) 
 

Συμπιεστή ροή :  

Όταν οι μεταβολές της πυκνότητας με το χρόνο είναι σημαντικές ( > 1%).  
Συμπιεστότητα στα αέρια σημαντική σε υψηλές πιέσεις & υψηλές ταχύτητες. 

Αν Mach =     u  ταχύτητα ρευστού  και     u < 0,3 Mach  ασυμπίεστη ροή  

                            c  ταχύτητα ήχου                  u > 0,3 Mach  συμπιεστή ροή 

 

Μόνιμη ροή :  

όταν = 0 για κάθε σημείο του πεδίου ροής 

(τα περισσότερα προβλήματα μηχανικού, σταθερή σε συγκεκριμένο σημείο , μπορεί να 
μεταβάλλεται από σημείο σε σημείο ) 

 

Μη μόνιμη ροή :  
Το διάνυσμα της ταχύτητας σε ένα τυχαίο σημείο μεταβάλλεται με το χρόνο 

(π.χ. κίνηση ρευστού σε σωλήνα με μεταβαλλόμενη παροχή). 

u

c
® Þ

® Þ

u

t

J

J



Μόνιμη – μη μόνιμη ροή
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Για την οπτική αναπαράσταση του πεδίου μιας μόνιμης (χρονικά ανεξάρτητης) ροής χρησιμοποιούμε την εμπειρία μας σε 

ηλεκτρικά ή μαγνητικά πεδία και εισάγουμε τις γραμμές ροής για το πεδίο ταχύτητας, οι οποίες έχουν τις παρακάτω ιδιότητες: 

• Η εφαπτομένη σε κάθε σημείο μιας γραμμής ροής είναι στην κατεύθυνση της ταχύτητας ροής στο σημείο αυτό 

• Η πυκνότητα των γραμμών ροής είναι ανάλογη του μέτρου της ταχύτητας στο σημείο αυτό 

• Οι γραμμές ροής δεν τέμνονται, εκτός από σημεία όπου η ταχύτητα μηδενίζεται (σημεία ηρεμίας). 

     Σε αντίθετη περίπτωση, η ταχύτητα δεν μπορεί να οριστεί μοναδικά σε αυτό το σημείο. 
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Είδη ροής



Ομοιόμορφη (επάνω) – ανομοιόμορφη (κάτω) ροή
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Σταθερή κατά μέτρο και διεύθυνση κατά μήκος μιας γραμμής ροής και σε κάθε χρονική στιγμή.

Μεταβλητή ταχύτητα κατά μήκος μιας γραμμής ροής 

είτε ως προς το μέτρο (δεξιά) είτε ως προς τη διεύθυνση (αριστερά), είτε ως προς και τα δύο.
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Είδος της ροής: εξάρτηση από αριθμό Reynolds 

ά ά

ά ή

  

  


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Στρωτή και τυρβώδης ροή – Σύγκριση
(βλ. Πίνακα 4.2)
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Διαστατικότητα ροής

• Μονοδιάστατη 

• Δισδιάστατη 

• Τρισδιάστατη (u=u(x,y,z,t)) π.χ. καπνός καμινάδας 
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Είδη ροής

Η ροή διαχωρίζεται σε 3 περιοχές, 

1. ατριβούς ροής (inviscid flow)

2. οπισθορεύματα (wake) 

3. οριακό στρώμα (boundary layer)
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Πλήρως ανεπτυγμένη ροή

Περιοχή εισόδου: Αυξάνει συνεχώς το οριακό στρώμα σε πάχος, μέχρις ότου η ροή να καταστεί 

πλήρως αναπτυγμένη. 

 

Πλήρως αναπτυγμένη: οπότε τα ιξώδη φαινόμενα επικρατούν σε όλη τη διατομής του σωλήνα και η 

κατανομή ταχυτήτων δεν μεταβάλλεται κατά μήκος της ροής .   

κριτήριο :  
u

x




= 0 ή    

p

x




=σταθ. 

Μήκος περιοχή εισόδου (Χ) = 
x

d
 = 0,05 Re (Στρωτή ροή)  

                                           Χ > 10d                (Τυρβώδης ροή) π.χ. δειγματοληψία  αερίων καμινάδας 



Πως οι μηχανικοί περιγράφουν τη ροή (βλ. Πίνακα 4.4)

ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 31



ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 32

Αν η ταχύτητα δεν είναι κάθετη στην επιφάνεια: 

Ρυθμός ροής μάζας και όγκου

Ογκομετρική Παροχή, Μέση Ταχύτητα

Αν η ταχύτητα δεν παραμένει σταθερή σε όλα τα σημεία της επιφάνειας Α 

𝑚 =
𝛥𝑚

𝛥𝑡
=

𝜌𝑉

𝛥𝑡
=

𝜌𝐴𝑢𝛥𝑡

𝛥𝑡
⇒ 𝑚 = 𝜌𝛢𝑢  

        ομόρροπα:

εσωτ.γινόμενο θετικό         ρευστό εκρέει από την επιφ. Α 

𝑢  ∙ 𝑛   

μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο 

στην επιφάνεια Α

εσωτερικό γινόμενο

𝑛   

        αντίρροπα:𝑢  , 𝑛   

 

𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

3𝜋

2
⇒ −1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 < 0 ⇒ 

εσωτ.γινόμενο αρνητικό         ρευστό εισρέει στην επιφ. Α 

𝑑𝑚 = 𝜌 𝑢  ∙ 𝑛   𝑑𝐴 ⇒ 𝑚 =  𝜌 𝑢  ∙ 𝑛   𝑑𝐴
𝐴

 𝑢  , 𝑛   

 

0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2 ⇒ 0 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≤ 1 ⇒ 

ροή μάζας

Ογκομετρική παροχή =
ροή μάζας  𝑚  

πυκνότητα  𝜌 
=

𝜌𝑉 

𝜌
⇒ 𝑉 =   𝑢  ∙ 𝑛   𝑑𝐴

𝐴

 

 Μέση Ταχύτητα Ρευστού =
𝑉 

𝐴
⇒ 𝑢 =

𝑉 

𝐴
=

1

𝐴
  𝑢  ∙ 𝑛   𝑑𝐴

𝐴

 



Πόση είναι η μέση ταχύτητα ?
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Σύνοψη των εξισώσεων παροχής

ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 34



ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 35

Υπολογίζοντας την παροχή αέρα σε 

σωλήνα
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Υπολογίζοντας την παροχή αέρα σε σωλήνα



Υπολογίζοντας την παροχή όγκου με 

εσωτερικό γινόμενο
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Υπολογίζοντας την παροχή όγκου με 

εσωτερικό γινόμενο
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Διαφορικές επιφάνειες για τον υπολογισμό 

παροχών (βλ. Πίνακας 5.3)
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Υπολογίζοντας την παροχή με ολοκλήρωση
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Υπολογίζοντας την παροχή με ολοκλήρωση
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Μόνιμη ροή ασυμπίεστου ρευστού - Παράδειγμα
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