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ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ
Οι σημειώσεις αυτές συνοδεύουν, υπό την έννοια των προαπαιτούμενων γνώσεων, τον Τόμο Γ΄ “Επιχειρησιακή Έρευνα” της Θεματικής Ενότητας “Ποσοτικές Μέθοδοι”. Το πρώτο μέρος των σημειώσεων επικεντρώνεται στη διαμόρφωση μοντέλων γραμμικού προγραμματισμού. Στο δεύτερο μέρος επιδεικνύεται ο τρόπος γραφικής επίλυσης ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού με δύο μεταβλητές. H γραφική επίλυση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού στο χώρο των δύο διαστάσεων φωτίζει τα βασικά σημεία της θεωρίας πάνω στην οποία στηρίζεται η κυρίαρχη, ακόμα και σήμερα, αναλυτική μέθοδος για την επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού, η μέθοδος simplex. Το τρίτο μέρος των σημειώσεων αφιερώνεται στο δυϊκό πρόβλημα, το οποίο παρέχει σημαντικές πληροφορίες σχετικά με τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος προβλήματος και διευρύνει τον κύκλο των αποτελεσμάτων στην περιοχή της οριακής οικονομικής ανάλυσης. Χωρίς υπερβολή, ο δυϊσμός βρίσκεται στον πυρήνα της θεωρίας και των αλγορίθμων του γραμμικού προγραμματισμού. Μάλιστα μια από τις πιο πρακτικές και εκλεπτυσμένες εφαρμογές της θεωρίας δυϊσμού είναι η θεωρία παιγνίων.

Χαράλαμπος Ε. Μπότσαρης

Καθηγητής Επιχειρησιακής Έρευνας

Πανεπιστήμιο Πατρών                                                            Ιανουάριος 2003         

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

Γραμμικός προγραμματισμός (linear programming) είναι το σύνολο των υπολογιστικών τεχνικών για τον προσδιορισμό του μεγίστου ή του ελαχίστου μιας γραμμικής συνάρτησης της οποίας οι μεταβλητές απαιτείται να ικανοποιούν ένα σύστημα γραμμικών ανισοεξισώσεων. Τέτοιας μορφής προβλήματα αναφέρονται στον τρόπο αξιοποίησης των διαθέσιμων πόρων ενός συστήματος έτσι ώστε οι απαιτήσεις του συστήματος να ικανοποιούνται και η απόδοσή του να βελτιστοποιείται. 

Με τον όρο σύστημα (system) χαρακτηρίζεται ένα σύνολο αλληλεπιδρώντων στοιχείων, τα οποία συνεργάζονται μεταξύ τους για την επίτευξη κάποιου κοινού σκοπού. Οι αλληλεπιδράσεις μεταξύ των δομικών στοιχείων του συστήματος είναι οι κανόνες που διέπουν τη λειτουργία του. Η λήψη αποφάσεων (decision making) σχετικά με το βέλτιστο τρόπο λειτουργίας ή τη βέλτιστη δομή ενός συστήματος δεν γίνεται με αυτό το ίδιο το σύστημα, αλλά με ένα μοντέλο του (model). Το μοντέλο είναι μια αναπαράσταση του πραγματικού συστήματος, η οποία πρέπει να το απεικονίζει όσο το δυνατόν πιο πιστά. 

Η εφαρμογή του γραμμικού και γενικότερα του μαθηματικού προγραμματισμού για τη βελτιστοποίηση της λειτουργίας ή της δομής ενός συστήματος, προϋποθέτει την περιγραφή του με ένα μαθηματικό μοντέλο (mathematical model). Η μοντελοποίηση του συστήματος με ένα μαθηματικό μοντέλο επιτυγχάνεται με τη βοήθεια μαθηματικών σχέσεων, οι οποίες περιγράφουν τόσο τη δομή του, όσο και τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ των δομικών στοιχείων του συστήματος.  

Η μαθηματική μοντελοποίηση ενός συστήματος οδηγεί συχνά στη βελτιστοποίηση (optimization) μιας συνάρτησης, της οποίας οι μεταβλητές απαιτείται να ικανοποιούν ένα σύστημα ανισοεξισώσεων. Η συνάρτηση της οποίας αναζητείται το μέγιστο ή το ελάχιστο περιγράφει ένα κριτήριο ή μέτρο απόδοσης του συστήματος. Οι ανισοεξισώσεις του μοντέλου αντιπροσωπεύουν τους φυσικούς περιορισμούς στους οποίους υπόκειται το σύστημα. Όταν η προς βελτιστοποίηση συνάρτηση και οι ανισοεξισώσεις του μοντέλου είναι γραμμικές ως προς τις μεταβλητές, οι οποίες εκφράζουν τις αποφάσεις που πρόκειται να ληφθούν, έχουμε ένα μοντέλο γραμμικού προγραμματισμού.

Ο όρος προγραμματισμός εδώ δεν πρέπει να συγχέεται με τον προγραμματισμό των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Ο όρος αυτός υποδηλώνει τον  προγραμματισμό της λειτουργίας ενός συστήματος, υπό την έννοια της λήψης των κατάλληλων αποφάσεων έτσι ώστε η απόδοσή του να βελτιστοποιείται. Πρέπει, ωστόσο, να παρατηρήσουμε ότι τα συστήματα του πραγματικού κόσμου είναι τόσο πολύπλοκα και τόσο μεγάλης διάστασης, ώστε η βελτιστοποίησή τους με τις τεχνικές του γραμμικού προγραμματισμού να μην είναι δυνατή χωρίς τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή και τη βοήθεια ειδικού λογισμικού.

 Το μοντέλο του γραμμικού προγραμματισμού έχει τις ρίζες του στη θεωρία των γραμμικών ανισώσεων, η μελέτη των οποίων είχε ξεκινήσει ήδη από 1826 με τον Fourier. Ωστόσο,  τη βάση του γραμμικού προγραμματισμού αποτέλεσαν τα θεωρητικά μοντέλα οικονομικής ισορροπίας και βέλτιστης κατανομής πόρων, τα οποία αναπτύχθηκαν κατά τη δεκαετία του 1930. Μεταξύ αυτών προέχουσα θέση κατέχουν το γραμμικό μοντέλο μιας αναπτυσσόμενης οικονομίας του von Neumann (1935-1936) και το μοντέλο εισροών-εκροών (input-output model) του Leontief (1951), το οποίο περιγράφει τις σχέσεις αλληλεξάρτησης μεταξύ  των παραγωγικών κλάδων μιας οικονομίας.

Το μοντέλο εισροών-εκροών έτυχε σημαντικής θεωρητικής ανάπτυξης και εφαρμογής σε πολλά προβλήματα οικονομικού προγραμματισμού, με αποτέλεσμα το 1973 να απονεμηθεί στον Leontief το Βραβείο Νόμπελ Οικονομίας. Θα πρέπει όμως να παρατηρήσουμε ότι το μοντέλο του Leontief δεν απαιτούσε τη βελτιστοποίηση κάποιας συνάρτησης, αλλά μόνο την επίλυση ενός συστήματος γραμμικών εξισώσεων. Η σημερινή μορφή του μοντέλου του γραμμικού προγραμματισμού, καθώς και η βασική τεχνική για την επίλυση γραμμικών προβλημάτων βελτιστοποίησης, η μέθοδος simplex, οφείλονται στον  Dantzig (1951). 

ΔΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΜΟΝΤΕΛΩΝ                                                  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ

Ο τρόπος με τον οποίο επιτυγχάνεται η μαθηματική περιγραφή ενός συστήματος του οποίου επιδιώκεται η βελτιστοποίηση, γίνεται καλύτερα κατανοητός με τη βοήθεια μερικών αντιπροσωπευτικών παραδειγμάτων. Για περισσότερα παραδείγματα διαμόρφωσης μοντέλων γραμμικού προγραμματισμού συνιστούμε ειδικότερα τα βιβλία των Bradley, Hax και Magnanti  (1977), Bazaraa, Jarvis και Sherali (1990), και  Hillier και Lieberman (1995), τα οποία χαρακτηρίζονται για τις πλούσιες συλλογές τους από ενδιαφέρουσες πρακτικές εφαρμογές. Πιο κοντά στη διοικητική διάσταση των μοντέλων γραμμικού προγραμματισμού βρίσκονται τα βιβλία των Anderson, Sweeny και Williams (2000), Eppen, Gould, Schmidt, Moore, και Weatherford (1998), και Winston (1994).

Παράδειγμα 1   (προγραμματισμός παραγωγής)

Ας θεωρήσουμε μια βιομηχανική μονάδα, η οποία για την παραγωγή τεσσάρων προϊόντων Π1, Π2, Π3 και Π4 διαθέτει τρεις μηχανές Μ1, Μ2 και Μ3. Στον Πίνακα 1 παρουσιάζονται ο χρόνος που απαιτείται για την επεξεργασία μιας μονάδας από το κάθε προϊόν σε κάθε μηχανή, ο διαθέσιμος ημερήσιος χρόνος κάθε μηχανής και το κέρδος ανά μονάδα προϊόντος (σε νομισματικές μονάδες). Τα μηδενικά στοιχεία του Πίνακα 1 υποδηλώνουν ότι τα προϊόντα Π2 και Π4 δεν υφίστανται επεξεργασία στη μηχανή Μ3.

Πίνακας 1.  Τεχνικοοικονομικές παράμετροι της παραγωγικής διαδικασίας

	Μηχανή
	Χρόνος επεξεργασίας μιας μονάδας κάθε προϊόντος στις διάφορες μηχανές (min)
	Διαθέσιμος ημερήσιος χρόνος κάθε μηχανής

 (min)



	
	Π1
	Π2
	Π3
	Π4
	

	Μ1
	5
	2
	3
	1
	300

	Μ2
	1
	2
	1
	2
	200

	Μ3
	1
	0
	1
	0
	100

	Κέρδος ανά μονάδα προϊόντος
	6
	4
	2
	1
	


Είναι λογικό η επιχείρηση να θέλει να αξιοποιήσει το διαθέσιμο χρόνο των μηχανών κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο, ρυθμίζοντας την ημερήσια παραγωγή κάθε προϊόντος σε τέτοιο ύψος,  ώστε η απόδοση του συστήματος, όπως εκφράζεται από το συνολικό κέρδος που αποφέρει η πώληση των προϊόντων αυτών, να μεγιστοποιείται. Θα υποθέσουμε ότι όλες οι παραγόμενες ποσότητες απορροφούνται από την αγορά. 

Ο χρόνος επεξεργασίας των προϊόντων στις διάφορες μηχανές, ο διαθέσιμος ημερήσιος χρόνος κάθε μηχανής και το κέρδος ανά μονάδα προϊόντος αποτελούν τις σταθερές ή παραμέτρους (parameters) του προβλήματος. Ο καθορισμός των παραμέτρων, ο οποίος γίνεται κατά το στάδιο ανάλυσης του συστήματος, αποτελεί μια κρίσιμη φάση της όλης διαδικασίας διαμόρφωσης ενός μαθηματικού μοντέλου. Είναι αυτονόητο ότι κατά την ανάλυση του συστήματος πρέπει να  γίνει μια αξιολόγηση των παραμέτρων του ώστε να εντοπισθούν όλες οι παράμετροι, οι οποίες πραγματικά επηρεάζουν το κριτήριο απόδοσης του συστήματος. Οι τιμές των παραμέτρων πρέπει, επίσης, να προσδιορίζονται με τη μεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια προκειμένου το μαθηματικό μοντέλο που τελικά θα διαμορφωθεί, να ανταποκρίνεται όσο το δυνατόν πιο πιστά στο πραγματικό σύστημα.

Η επόμενη φάση της μαθηματικής διατύπωσης του προβλήματος περιλαμβάνει τον καθορισμό των μεταβλητών του (variables). Στα προβλήματα του γραμμικού προγραμματισμού οι μεταβλητές ποσοτικοποιούν τις αποφάσεις που πρόκειται να ληφθούν και για το λόγο αυτό ονομάζονται μεταβλητές απόφασης (decision variables). Είναι φανερό ότι ο προγραμματισμός της παραγωγής απαιτεί τη λήψη αποφάσεων σχετικά με τις ποσότητες 
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 που θα παράγονται ημερησίως από τα προϊόντα Π1, Π2, Π3 και Π4, αντίστοιχα. Οι άγνωστες αυτές ποσότητες αποτελούν τις μεταβλητές του προβλήματος, των οποίων οι τιμές πρέπει να προσδιορισθούν έτσι ώστε το κέρδος να μεγιστοποιείται. 

Με τη βοήθεια των παραμέτρων και των μεταβλητών του προβλήματος μπορούμε τώρα να διαμορφώσουμε μια μαθηματική σχέση που να περιγράφει το κριτήριο απόδοσης του συστήματος. Ως κριτήριο ή μέτρο απόδοσης (performance criterion ή measure) του συστήματος εδώ έχει ορισθεί το κέρδος από τη διάθεση των προϊόντων και στόχος είναι η μεγιστοποίηση του κριτηρίου αυτού. Δεδομένου ότι το κέρδος ανά μονάδα προϊόντος είναι γνωστό, το συνολικό κέρδος προκύπτει από το άθροισμα
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Η συνάρτηση αυτή, της οποίας αναζητείται το μέγιστο και η οποία περιγράφει το κριτήριο απόδοσης του συστήματος, αποτελεί την αντικειμενική συνάρτηση (objective function) του μοντέλου.

Είναι φανερό ότι αυξανομένης της παραγωγής, δηλαδή αυξανομένων των 
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, αυξάνει και το κέρδος. Ωστόσο, οι παραγόμενες ποσότητες δεν είναι δυνατόν να αυξηθούν απεριόριστα δεδομένου ότι ο ημερήσιος χρόνος που διατίθεται σε κάθε μηχανή είναι περιορισμένος. Οι ημερήσιοι χρόνοι απασχόλησης των μηχανών Μ1, Μ2 και Μ3           είναι, αντίστοιχα, 
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. Δεδομένου ότι ο ημερήσιος χρόνος απασχόλησης κάθε μηχανής πρέπει να είναι μικρότερος ή ίσος (≤) του αντίστοιχου διαθέσιμου, θα πρέπει να ισχύει


[image: image9.wmf]4

3

2

1

   

3

2

5

x

x

x

x

+

+

+

   ≤  300

[image: image10.wmf]4

3

2

1

2

   

2

 

x

x

x

x

+

+

+

  ≤  200
 
[image: image11.wmf]3

1

   

          

x

x

+

                 ≤ 100

Το γεγονός εξάλλου ότι οι μεταβλητές 
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 παριστάνουν παραγόμενες ποσότητες σημαίνει ότι οι μεταβλητές αυτές δεν είναι δυνατόν να παίρνουν αρνητικές τιμές. Έτσι, θα πρέπει να ισχύει 
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Οι ανισώσεις τις οποίες εισάγει στο πρόβλημα ο διαθέσιμος χρόνος των μηχανών και η μη αρνητικότητα των μεταβλητών απόφασης, εκφράζουν τους φυσικούς περιορισμούς (contraints) στους οποίους υπόκειται το εξεταζόμενο σύστημα. Η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί συναποτελούν το μαθηματικό μοντέλο του συστήματος. Επομένως, το μαθηματικό μοντέλο για το συγκεκριμένο πρόβλημα προγραμματισμού της παραγωγής είναι:

	                  να μεγιστοποιηθεί η 
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Παράδειγμα 2  (επιλογή επενδυτικού προγράμματος)

Μια εταιρεία προτίθεται να επενδύσει 80 εκατομμύρια νομισματικές μονάδες σε κοινές και σε προνομιούχες μετοχές εταιρειών εισηγμένων στο χρηματιστήριο, καθώς και σε ομόλογα του δημοσίου. Η αναμενόμενη απόδοση των τριών αυτών τύπων επένδυσης είναι, κατά σειρά, 15%, 17% και 12%. Δεδομένου ότι οι επενδύσεις σε κοινές και σε προνομιούχες μετοχές κρίνονται υψηλού κινδύνου, η εταιρεία έχει αποφασίσει να επενδύσει σε τέτοιες μετοχές όχι παραπάνω από το 25% του επενδυόμενου συνολικά κεφαλαίου. Επιπλέον, το επενδυόμενο ποσό σε προνομιούχες μετοχές δεν πρέπει να υπερβαίνει το 75% της συνολικής επένδυσης σε μετοχές, ενώ τουλάχιστον το 20% του επενδυόμενου κεφαλαίου πρέπει να είναι σε ομόλογα του δημοσίου. Η εταιρεία ενδιαφέρεται να επιλέξει εκείνο το επενδυτικό σχήμα που μεγιστοποιεί την απόδοση του κεφαλαίου της.

Μεταβλητές

Έστω 
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, αντίστοιχα, το ποσό σε εκατομμύρια νομισματικές μονάδες που θα επενδυθεί σε κοινές μετοχές, σε προνομιούχες μετοχές και σε ομόλογα του δημοσίου. 

Αντικειμενική συνάρτηση

Το ποσό 
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 θα έχει απόδοση ίση με 0,15
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, το ποσό 
[image: image28.wmf]2

x

 θα έχει απόδοση ίση με 0,17
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 θα έχει απόδοση ίση με 0,12
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. Στόχος είναι η μεγιστοποίηση της συνολικής απόδοσης  


[image: image32.wmf]=

z

0,15
[image: image33.wmf]1

x

+0,17
[image: image34.wmf]2

x

+0,12
[image: image35.wmf]3

x


Περιορισμοί

Το επενδυόμενο συνολικά ποσό δεν μπορεί να υπερβαίνει το διαθέσιμο. Άρα,
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Το επενδυόμενο ποσό, 
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, σε μετοχές δεν πρέπει να είναι μεγαλύτερο από το 25% της συνολικής επένδυσης, 
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Τέλος, τουλάχιστον το 20% του επενδυόμενου κεφαλαίου, 
[image: image60.wmf]1

x

+
[image: image61.wmf]2

x

+
[image: image62.wmf]3

x

, πρέπει να έχει διατεθεί σε ομόλογα του δημοσίου. Άρα, θα πρέπει


[image: image63.wmf]3

x

 ≥ 0,20(
[image: image64.wmf]1

x

+
[image: image65.wmf]2

x

+
[image: image66.wmf]3

x

) ( 
[image: image67.wmf]-

-

1

20

,

0

x

0,20
[image: image68.wmf]2

x

+ 0,80
[image: image69.wmf]3

x

≥ 0.
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 είναι μη αρνητικοί αριθμοί, το μαθηματικό μοντέλο για τη βέλτιστη σύνθεση του επενδυτικού χαρτοφυλακίου είναι:
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Παράδειγμα 3  (σύνθεση ζωοτροφών)

Μια βιομηχανία παραγωγής ζωοτροφών πρέπει να παραδώσει σε κάποιον πελάτη της μια ποσότητα ζωοτροφής με περιεκτικότητα τουλάχιστον 21% σε πρωτεΐνες και 5% σε λιπαρά. Το κόστος και η περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες και σε λιπαρά των χρησιμοποιούμενων από τη βιομηχανία πρώτων υλών παρουσιάζονται στον Πίνακα 2. Το ζητούμενο είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους των πρώτων υλών για την παραγωγή ζωοτροφής με την επιθυμητή περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες και λιπαρά.

Πίνακας 2. Κόστος και περιεκτικότητα σε θρεπτικά συστατικά των

πρώτων  υλών για τη σύνθεση ζωοτροφών

	Θρεπτικά συστατικά
	Περιεκτικότητα (%) των πρώτων υλών σε

θρεπτικά συστατικά
	Ελάχιστη επιθυμητή περιεκτικότητα (%) 

	
	Κριθάρι
	Βρόμη
	Σησάμι
	Καλαμποκάλευρο
	

	Πρωτεΐνες
	12
	11
	41
	52
	21

	Λιπαρά
	  2
	  5
	11
	  1
	  5

	Κόστος πρώτων υλών ανά κιλό
	800
	850
	1200
	1500
	


Μεταβλητές

Έστω 
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, αντίστοιχα, η ποσότητα κριθαριού, βρόμης, σησαμιού και καλαμποκάλευρου που θα περιέχεται σε ένα κιλό ζωοτροφής που πληροί τις διατροφικές απαιτήσεις.

Αντικειμενική συνάρτηση

Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους  
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 για την παραγωγή ενός κιλού ζωοτροφής. 

Περιορισμοί
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Η ζωοτροφή πρέπει να έχει περιεκτικότητα τουλάχιστον 21% σε πρωτεΐνες και 5% σε λιπαρά. Δεδομένου  ότι οι ποσότητες 
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 περιέχονται σε ένα κιλό ζωοτροφής, θα πρέπει να ισχύει

	(περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες)
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Επιπλέον, οι ποσότητες 
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 και 
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  πρέπει να είναι μη αρνητικές.
Επομένως, η σύνθεση η οποία ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος των πρώτων υλών, θα προκύψει από την επίλυση του μαθηματικού μοντέλου:
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Παράδειγμα 4 (κατανομή προσωπικού σε θέσεις εργασίας)

Το ΔΣ μιας εταιρείας πρόκειται να καλύψει τρεις διευθυντικές θέσεις με τρία στελέχη της. Στη βάση της εμπειρίας που έχει αποκτηθεί, η εταιρεία έχει καταρτίσει τον Πίνακα 3, τα στοιχεία του οποίου δείχνουν την αναμενόμενη απόδοση των συγκεκριμένων τριών στελεχών της στις τρεις αυτές διευθυντικές θέσεις. Η εταιρεία επιθυμεί να καλύψει τις θέσεις έτσι ώστε η συνολική απόδοση να μεγιστοποιείται.

Πίνακας 3. Δείκτες απόδοσης

	Στέλεχος
	Θέση 

	
	1
	2
	3

	1
	  8
	26
	17

	2
	13
	28
	  4

	3
	39
	19
	18


Μεταβλητές

Η απόφαση που καλείται να πάρει το ΔΣ της εταιρείας είναι κατά πόσο το 
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-οστό στέλεχος (
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=1,2,3) πρέπει να αναλάβει καθήκοντα διευθυντή στη 
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-οστή θέση (
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=1,2,3). Η απάντηση στο ερώτημα αυτό, το οποίο τίθεται για κάθε συνδυασμό στελέχους-θέσης, είναι της μορφής ‘‘ναι-όχι’’, ή σε μαθηματική γλώσσα ‘‘1-0’’. Έτσι, λοιπόν, για κάθε συνδυασμό στελέχους 
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(
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=1,2,3)-θέσης 
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=1,2,3) πρέπει να ορίσουμε μια μεταβλητή 
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, η οποία, αν έχει τιμή ίση με τη μονάδα θα σημαίνει ότι το 
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-οστό στέλεχος θα αναλάβει καθήκοντα διευθυντή στη 
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-οστή θέση, ενώ αν η μεταβλητή αυτή έχει τιμή ίση με το μηδέν θα σημαίνει ότι το συγκεκριμένο στέλεχος θα τοποθετηθεί αλλού.

Αντικειμενική συνάρτηση

Είναι φανερό ότι η συνολική απόδοση προκύπτει αθροίζοντας τους δείκτες απόδοσης των τριών στελεχών για τις τρεις θέσεις που τελικά θα καταλάβουν. Επομένως, η απόδοση 
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του 
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-οστού στελέχους στη 
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-οστή θέση πρέπει να συνυπολογισθεί στο άθροισμα μόνο στην περίπτωση που το 
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-οστό στέλεχος τοποθετηθεί στη 
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-οστή θέση, δηλαδή μόνον όταν 
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=1. Αυτό επιτυγχάνεται, αν ως αντικειμενική συνάρτηση θεωρήσουμε το άθροισμα των γινομένων 
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EMBED Equation.3[image: image142.wmf]ij
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 για όλους τους δυνατούς συνδυασμούς των 
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. Στο άθροισμα αυτό υπεισέρχονται μόνο οι δείκτες απόδοσης 
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 για τους οποίους 
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=1.

Περιορισμοί

Δεδομένου ότι οι μόνες επιτρεπτές τιμές των 
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 είναι το μηδέν και η μονάδα, κάθε δε στέλεχος θα καταλάβει μια και μόνο θέση, για κάθε 
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 μια και μόνο από τις τρεις μεταβλητές 
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 πρέπει να είναι ίση με τη μονάδα, ενώ οι υπόλοιπες δύο πρέπει να είναι ίσες με το μηδέν. Αυτό εξασφαλίζεται, αν για κάθε 
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=1,2,3). Ακολουθώντας ένα παρόμοιο σκεπτικό, μπορούμε να εξασφαλίσουμε ότι σε κάθε θέση θα τοποθετηθεί ένα και μόνο στέλεχος, υποχρεώνοντας για κάθε 
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=1,2,3).

Επομένως, το προς επίλυση πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού είναι:

	   να μεγιστοποιηθεί η 
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Τα προηγούμενα παραδείγματα δείχνουν ότι ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορεί να εμφανισθεί κάτω από μια ποικιλία διαφορετικών μορφών. Έτσι, ως προς την αντικειμενική συνάρτηση μπορεί να αναζητείται το μέγιστο ή το ελάχιστο. Οι περιορισμοί του προβλήματος μπορεί να είναι εξισώσεις ή ανισώσεις του τύπου ( ή ≤. Στα παραδείγματα που εξετάσαμε, οι μεταβλητές ήταν μη αρνητικές. Στην πιο γενική περίπτωση οι μεταβλητές απόφασης μπορεί όμως να είναι άνω ή/και κάτω φραγμένες ή να παίρνουν τιμές σε όλο τον πραγματικό άξονα.  Έτσι, το γενικό μοντέλο του γραμμικού προγραμματισμού είναι της μορφής:
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Έχοντας υπόψη τα προηγούμενα παραδείγματα μπορούμε, τώρα, να δούμε ότι οι συντελεστές cj (
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) των μεταβλητών απόφασης στην έκφραση για την αντικειμενική συνάρτηση αντιπροσωπεύουν μοναδιαίο κόστος ή κέρδος. Οι παράμετροι bi (i =
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) στους περιορισμούς του τύπου ≤ παριστάνουν, γενικά,  διαθέσιμους πόρους και στους περιορισμούς του τύπου ≥, γενικά, ελάχιστες απαιτήσεις. Ο όρος 
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) αντιπροσωπεύει την ποσότητα, η οποία χρησιμοποιείται από τον i-οστό πόρο ως αποτέλεσμα της j-οστής απόφασης ή την ποσότητα με την οποία η j-οστή απόφαση συμβάλλει στην κάλυψη της i-οστής απαίτησης. Για το λόγο αυτό οι παράμετροι αij, με τις οποίες οι μεταβλητές απόφασης υπεισέρχονται στις περιοριστικές ανισώσεις, αποδίδονται πολλές φορές με τον όρο τεχνολογικοί συντελεστές. 
Αν κάποιες μεταβλητές απόφασης περιορίζονται στο σύνολο των ακέραιων αριθμών, έχουμε ένα πρόβλημα ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού (integer linear programming). Μια ειδική μορφή του ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού είναι ο δυαδικός ή 0-1 προγραμματισμός (binary ή 0-1 programming). Τέτοιας μορφής προβλήματα έχουμε όταν οι μόνες επιτρεπτές τιμές των  μεταβλητών απόφασης είναι το μηδέν και η μονάδα, όπως στο παράδειγμα της κατανομής του προσωπικού σε θέσεις εργασίας. 

Κάθε λύση-σημείο που ικανοποιεί την οικογένεια των γραμμικών ανισώσεων που εκφράζουν τους περιορισμούς του προβλήματος, ονομάζεται εφικτή (feasible). Αν δεν ικανοποιεί έστω και έναν από τους περιορισμούς, τότε η λύση ονομάζεται μη εφικτή (infeasible). Το σύνολο των εφικτών λύσεων αποτελεί τον εφικτό χώρο ή το εφικτό σύνολο (feasible set) του προβλήματος, εντός του οποίου θα αναζητηθεί η βέλτιστη λύση (optimal solution), δηλαδή η εφικτή λύση που μεγιστοποιεί ή ελαχιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση. Αν δεν υπάρχουν τιμές των  μεταβλητών που να ικανοποιούν όλους ταυτόχρονα τους περιορισμούς του προβλήματος, αν δηλαδή οι ανισώσεις του μοντέλου είναι μη συμβατές, τότε το πρόβλημα δεν έχει εφικτή λύση και το εφικτό του σύνολο είναι κενό (empty).

Ασκήσεις αυτοαξιολόγησης

1. Μια βιομηχανία διαθέτει δύο εργοστάσια Ε1 και Ε2 για την παραγωγή δύο προϊόντων Π1 και Π2, τα οποία χρησιμοποιούν την ίδια πρώτη ύλη. Το εργοστάσιο Ε1 μπορεί να παράγει ωριαία 5 μονάδες από το προϊόν Π1 και 2 μονάδες από το προϊόν Π2. Η ωριαία δυναμικότητα του εργοστασίου Ε2 είναι 3 μονάδες για το προϊόν Π1 και 6 μονάδες για το προϊόν Π2. Το ωριαίο κόστος λειτουργίας των εργοστασίων Ε1 και Ε2 είναι 20 και 40 νομισματικές μονάδες, αντίστοιχα, όταν η λειτουργία δεν υπερβαίνει τις 8 ώρες ημερησίως. Η υπερωριακή λειτουργία των εργοστασίων Ε1 και Ε2 επιβαρύνεται με 30 και 60 νομισματικές μονάδες, αντίστοιχα, για κάθε πρόσθετη ώρα απασχόλησης. Η ημερήσια απαίτηση ανέρχεται σε 30 μονάδες από το προϊόν Π1 και σε 60 μονάδες από το προϊόν Π2. Αν ως κανονική λειτουργία νοείται το 8ωρο και η υπερωριακή απασχόληση δεν επιτρέπεται να υπερβεί τις 3 ώρες την ημέρα, διαμορφώστε ένα μαθηματικό μοντέλο που να προσδιορίζει τον ημερήσιο αριθμό των ωρών κανονικής ή/και υπερωριακής λειτουργίας κάθε εργοστασίου έτσι ώστε το συνολικό κόστος να ελαχιστοποιείται. 

2. Ένας επενδυτής διαθέτει το ποσό των 1000 νομισματικών μονάδων για επένδυση μεταξύ τριών εναλλακτικών επενδυτικών προγραμμάτων P1, P2 και P3. Η ετήσια αναμενόμενη απόδοση από την επένδυση 100 νομισματικών μονάδων σε καθένα από τα επενδυτικά προγράμματα P1, P2 και P3 είναι 140, 120 και 160 νομισματικές μονάδες, αντίστοιχα. Η αντίστοιχη ελάχιστη εγγυημένη απόδοση είναι 90, 80 και 50 νομισματικές μονάδες. Η συνολική επένδυση στα προγράμματα P2 και P3 πρέπει να είναι τουλάχιστον 600 νομισματικές μονάδες. Διαμορφώστε ένα μαθηματικό μοντέλο που να προσδιορίζει τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου των επενδύσεων, η οποία μεγιστοποιεί τη συνολική αναμενόμενη ετήσια απόδοση και ταυτόχρονα εγγυάται ελάχιστη απόδοση 1050 νομισματικών μονάδων.  

3. Η ζήτηση ενός προϊόντος κατά τους μήνες Ιανουάριο, Φεβρουάριο, Μάρτιο και Απρίλιο ανέρχεται σε 100, 110, 120 και 110 μονάδες, αντίστοιχα. Η δυναμικότητα της παραγωγής κατά τους μήνες αυτούς είναι 120, 150, 150 και 100 μονάδες, αντίστοιχα. Στην αρχή του Ιανουαρίου υπάρχουν 50 μονάδες αποθέματος από το προϊόν, στο τέλος δε του Απριλίου πρέπει να έχουν απομείνει τουλάχιστον 80 μονάδες. Το κόστος παραγωγής ανά μονάδα προϊόντος ανέρχεται κατά τους τέσσερις αυτούς μήνες σε 9, 10, 8 και 7 νομισματικές μονάδες αντίστοιχα, το δε κόστος αποθήκευσης ανά μονάδα προϊόντος και μήνα είναι ίσο με 1 νομισματική μονάδα. Διαμορφώστε ένα μαθηματικό μοντέλο που να προσδιορίζει το ύψος της παραγωγής σε κάθε μήνα έτσι ώστε το συνολικό κόστος να ελαχιστοποιείται. Το κόστος αποθήκευσης για κάθε μήνα υπολογίζεται στη βάση του αποθέματος που υπάρχει στο τέλος του μήνα.
ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΟΝΤΕΛΩΝ                                        ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ

Ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού με δύο μόνο μεταβλητές επιδέχεται γραφική επίλυση, η οποία παρουσιάζεται τώρα με τη βοήθεια ενός παραδείγματος.

Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα του προσδιορισμού του μεγίστου και του ελαχίστου της συνάρτησης  z = 6x1+ x2 με τους περιορισμούς

x1 + x2 ≤ 10, x2 ≤ 4, 2x1 + x2 ( 14, x1 + 3x2 ( 12, x1 ( 0, x2  ( 0.

Το πρώτο στάδιο της γραφικής επίλυσης του προβλήματος περιλαμβάνει τον προσδιορισμό του εφικτού συνόλου (χώρου), δηλαδή τον προσδιορισμό των σημείων (
[image: image196.wmf]1
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,
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x

) του επιπέδου που ικανοποιούν και τους έξι περιορισμούς ταυτόχρονα.

Μια πρώτη διαπίστωση είναι ότι η απαίτηση μη αρνητικότητας των μεταβλητών απόφασης περιορίζει τον εφικτό χώρο του προβλήματος στο θετικό τεταρτημόριο, αφού η x1 ( 0 αποδέχεται όλα τα σημεία τα δεξιά της ευθείας x1 = 0, ενώ η x2 ( 0 είναι ο ημίχωρος πάνω από την ευθεία x2 = 0.

Η δεύτερη διαπίστωση, που μπορούμε να κάνουμε, είναι ότι κάθε γραμμική ανίσωση με δύο μεταβλητές, όπως για παράδειγμα η ανίσωση 2x1 + x2 ( 14, ισχύει στο ένα μόνο από δύο ημιεπίπεδα, στα οποία η ανισότητα αυτή διαιρεί το δισδιάστατο χώρο (
[image: image198.wmf]1
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,
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). Το σύνορο μεταξύ των δύο ημιεπιπέδων είναι η ευθεία 2x1 + x2 = 14, όπου η ανισότητα ικανοποιείται οριακά. Κάτω από την ευθεία αυτή είναι το ημιεπίπεδο, όπου η ανισότητα παραβιάζεται. 

Γενικά, κάθε ευθεία της μορφής 
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 EMBED Equation.3 [image: image202.wmf]2
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 σε δύο ημιεπίπεδα, τα οποία καθορίζονται από τις ανισότητες 
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. Ο πιο απλός τρόπος για να διαπιστώσουμε σε ποιο ημιεπίπεδο ισχύει η κάθε ανισότητα, είναι να θεωρήσουμε τυχόν σημείο του επιπέδου και να ελέγξουμε ποια από τις δύο ανισότητες ικανοποιούν οι συντεταγμένες του..
Έτσι, λοιπόν, βρίσκουμε το ημιεπίπεδο, το οποίο περιγράφει καθεμιά από τις έξι ανισώσεις του εξεταζόμενου προβλήματος. Η τομή των έξι αυτών ημιεπιπέδων ορίζει το εφικτό σύνολο του προβλήματος. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1, οι ανισώσεις οι οποίες αποτελούν τους περιορισμούς του προβλήματος, συναληθεύουν στο σύνορο και το εσωτερικό του σκιασμένου χωρίου. Κάθε σημείο εκτός της σκιασμένης αυτής περιοχής αντιπροσωπεύει λύση που δεν είναι εφικτή και παραβιάζει μία τουλάχιστον από τις ανισότητες. 

Σχήμα 1. Γραφική επίλυση μοντέλων γραμμικού προγραμματισμού [image: image1.wmf]3
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Έχοντας προσδιορίσει το εφικτό σύνολο του προβλήματος απομένει να βρούμε το σημείο του συνόλου αυτού που βελτιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση. Προς την κατεύθυνση αυτή ας παρατηρήσουμε ότι μια συνάρτηση της μορφής 
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, όπως είναι η αντικειμενική συνάρτηση ενός μοντέλου γραμμικού προγραμματισμού στο χώρο των δύο διαστάσεων, εισάγει στο πρόβλημα μια οικογένεια ευθειών, οι οποίες χαρακτηρίζονται από διαφορετικές τιμές του z, έχουν όμως την ίδια κλίση 
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Ας θεωρήσουμε τώρα μια από αυτές τις παράλληλες ευθείες και συγκεκριμένα εκείνη που ορίζεται από την εξίσωση 
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 για συγκεκριμένη τιμή 
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. Τότε η τιμή (στάθμη) της αντικειμενικής συνάρτησης σε όλα τα σημεία που ανήκουν στη  ευθεία  
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, είναι σταθερή και ίση με z =
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. Για το λόγο αυτό οι παράλληλες ευθείες που προκύπτουν για τις διάφορες τιμές του z, ονομάζονται ισοσταθμικές (contours) ή ευθείες ίσου κέρδους/κόστους (isoprofit/isocost). Καθώς μεταβάλλεται το κέρδος (κόστος) z, οι ευθείες αυτές σαρώνουν ολόκληρο το διδιάστατο χώρο. 

Στο Σχήμα 1 έχουμε τοποθετήσει την ισοσταθμική  6x1 + x2 =12,  η οποία αντιστοιχεί σε κέρδος (κόστος) z =12. Μια άλλη ισοσταθμική είναι εκείνη, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων (0,0) και η οποία αντιστοιχεί στην τιμή z = 0. Η σχετική θέση των ισοσταθμικών z =12 και z = 0, υποδεικνύουν ότι αυξανόμενης της τιμής του z, οι ισοσταθμικές μετατοπίζονται προς τα πάνω και δεξιά.

Από τα σημεία, βέβαια, των  ισοσταθμικών ενδιαφέρουν μόνο εκείνα, τα οποία ανήκουν   στο  σκιασμένο χωρίο, δηλαδή τα  σημεία που   ανήκουν   στην τομή   των  ισοσταθμικών με το εφικτό   σύνολο.   Έτσι,  προκειμένου  να   προσδιορίσουμε  το  μέγιστο,  πρέπει να μετατοπίσουμε την ισοσταθμική z =12 προς τα πάνω και δεξιά, παράλληλα προς τον εαυτό της, μέχρι το σημείο εκείνο, μετά το οποίο κάθε άλλη ισοσταθμική που θα αντιστοιχούσε σε μεγαλύτερη τιμή του z, θα βρισκόταν έξω από τον εφικτό χώρο. Η τελευταία επαφή των ισοσταθμικών ευθειών με τον εφικτό χώρο γίνεται στο σημείο Γ= (9,1). Η τιμή της ισοσταθμικής που διέρχεται από το σημείο αυτό, βρίσκεται αντικαθιστώντας τις τιμές x1 = 9 και x2 = 1 στην έκφραση για την αντικειμενική συνάρτηση z = 6x1 + x2. Έτσι, το σημείο που μεγιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση είναι το Γ=(9,1) και η μέγιστη τιμή του z είναι 
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Προκειμένου τώρα να προσδιορίσουμε το ελάχιστο της αντικειμενικής συνάρτησης πρέπει να  βρούμε   την πρώτη  ισοσταθμική ευθεία που τέμνει τον εφικτό χώρο. Η τομή αυτή συμβαίνει στο σημείο Α = (5,4), από όπου διέρχεται η ισοσταθμική z = 34. Επομένως, η αντικειμενική συνάρτηση ελαχιστοποιείται στο σημείο Α = (5,4) και η ελάχιστη τιμή της είναι ίση με 
[image: image213.wmf]min
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= 6(5 + 4 = 34. 

Όπως παρατηρούμε, η πρώτη και η τελευταία τομή των ισοσταθμικών ευθειών με το εφικτό σύνολο γίνεται σε μια κορυφή του σκιασμένου χωρίου. Αν, όμως, είχαμε να ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση  z = 2x1 + x2, της οποίας οι ισοσταθμικές είναι παράλληλες προς την ευθεία που εισάγει ο περιορισμός 2x1 + x2 ≤ 14, τότε  η  πρώτη (τελευταία)  επαφή των ισοσταθμικών ευθειών με το εφικτό σύνολο θα γινόταν σε όλο το ευθύγραμμο τμήμα  που ορίζεται από τα σημεία Α = (5,4) και Β = (6,2). Στην περίπτωση αυτή το πρόβλημα της ελαχιστοποίησης της z θα είχε απειρία βέλτιστων λύσεων, αφού κάθε σημείο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ θα ήταν βέλτιστο. Μεταξύ βέβαια των βέλτιστων λύσεων θα ανήκαν και οι κορυφές Α και Β, ενώ σε όλα τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος, δηλαδή της ακμής που ορίζουν οι δύο αυτές κορυφές, η αντικειμενική συνάρτηση  θα  είχε  την  ίδια  ελάχιστη  τιμή (τιμή του z στο σημείο Α: zA = 2(5 + 4 = 14, τιμή του z στο σημείο Β: zB = 2(6 + 2 = 14). Συνεπώς, το πρόβλημα ελαχιστοποίησης θα είχε και πάλι μονοσήμαντη απάντηση ως προς την ελάχιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.
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Σχήμα 2. Μοντέλα γραμμικού προγραμματισμού με κενό

και μη φραγμένο εφικτό σύνολο
Το εφικτό σύνολο, το οποίο ορίζεται από τους περιορισμούς x1 + x2 ≤ 10, x2 ≤ 4,          2x1 + x2  ( 14,  x1 + 3x2  ( 12, x1  ( 0 και x2  ( 0 είναι ένα φραγμένο χωρίο και, μάλιστα, ένα κυρτό πολύγωνο. Ένα σύνολο ονομάζεται κυρτό, αν το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει οποιαδήποτε δύο σημεία του συνόλου, ανήκει εξολοκλήρου εντός του συνόλου. Αν όμως αφαιρέσουμε τον περιορισμό  x1 + x2 ≤ 10, τότε όπως φαίνεται στο Σχήμα 2, το εφικτό σύνολο του προβλήματος είναι ένα μη φραγμένο πολύπλευρο, το οποίο ωστόσο εξακολουθεί να είναι κυρτό. Το εφικτό σύνολο ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού είναι μη φραγμένο, όταν  μία ή περισσότερες από τις  μεταβλητές του προβλήματος μπορούν να πάρουν απείρως μεγάλες τιμές εντός του εφικτού χώρου, όπως στο συγκεκριμένο παράδειγμα η x1.

Όπως   μπορούμε να παρατηρήσουμε στο  Σχήμα  2,  η  αντικειμενική     συνάρτηση   z = 6x1 + x2 έχει και πάλι ελάχιστο στο σημείο Α = (5, 4). Τώρα, όμως, η τιμή του z μπορεί να γίνει οσοδήποτε μεγάλη και το μέγιστο της αντικειμενικής συνάρτησης αποκλίνει στο άπειρο, αφού τίποτα δεν περιορίζει την προς τα πάνω και δεξιά μετατόπιση των ισοσταθμικών ευθειών. Αν, όμως, είχαμε να μεγιστοποιήσουμε, αντί για τη συνάρτηση     z = 6x1 + x2, τη συνάρτηση  z = x2, τότε θα είχαμε πεπερασμένη μέγιστη τιμή, ίση με  τέσσερα, κάθε δε σημείο της ημιευθείας, η οποία με αρχή το σημείο Α διατρέχει το άνω σύνορο του σκιασμένου χωρίου στο Σχήμα 2, θα ήταν βέλτιστο. Επίσης, αν ζητούσαμε το μέγιστο της συνάρτησης 
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, τότε θα είχαμε πάλι ένα μοναδικό βέλτιστο σημείο, το Α(5, 4), με μέγιστο 
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Αν, τώρα, στους περιορισμούς x2 ≤ 4, 2x1 + x2 ( 14, x1 + 3x2 ( 12, x1 ( 0, x2 ( 0,  προσθέσουμε και τον περιορισμό 
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, το εφικτό σύνολο είναι κενό, αφού η περιοχή στην οποία ισχύει ο περιορισμός αυτός, δεν έχει κανένα κοινό σημείο με τη σκιασμένη περιοχή στο Σχήμα 2, όπου συναληθεύουν όλοι οι άλλοι περιορισμοί. Ομοίως, αν αντί για την ανίσωση  
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 είχαμε προσθέσει ως περιορισμό την εξίσωση 
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, πάλι το εφικτό σύνολο θα ήταν το κενό, αφού η περιοχή στην οποία αληθεύουν οι άλλοι περιορισμοί δεν έχει κανένα κοινό σημείο με την ευθεία 
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Η γραφική μέθοδος επίλυσης μοντέλων γραμμικού προγραμματισμού με δύο μεταβλητές δίνει τη δυνατότητα μιας εποπτικής προσέγγισης της θεωρίας πάνω στην οποία στηρίζεται η υπολογιστική μέθοδος simplex. Τα κύρια σημεία της θεωρίας αυτής φωτίζονται από τη γεωμετρία των Σχημάτων 1 και 2. Όπως φανερώνουν τα σχήματα αυτά, ο εφικτός χώρος ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού με δύο μεταβλητές, όταν δεν είναι κενός, φαίνεται ότι είναι ένα κυρτό φραγμένο πολύγωνο ή ένα κυρτό μη φραγμένο πολύπλευρο. Από την άλλη μεριά, η πρώτη και η τελευταία επαφή των ισοσταθμικών της αντικειμενικής συνάρτησης  με τον εφικτό χώρο είναι λογικό να συμβεί κατά μήκος του συνόρου του, μάλλον δε σε μια κορυφή του και πάντως όχι στο εσωτερικό του. Έτσι, η αναζήτηση της βέλτιστης λύσης φαίνεται να μπορεί να περιορισθεί μεταξύ των κορυφών του εφικτού συνόλου του προβλήματος. 

Η μέθοδος simplex οφείλεται σε μια πραγματικά μεγαλοφυή έμπνευση του Dantzig από το 1947, η οποία δημοσιεύθηκε τέσσερα χρόνια αργότερα σε βιβλίο που επιμελήθηκε ο  Koopmans (1951). Την ίδια χρονιά που ο Dantzig ανακάλυπτε τη μέθοδο simplex, ο Koopmans έδειχνε ότι ο γραμμικός προγραμματισμός παρέχει το κατάλληλο μοντέλο για την ανάλυση των κλασικών οικονομικών θεωριών. Η μέθοδος simplex έχει καταστεί μια από τις πιο φημισμένες ιδέες των υπολογιστικών μαθηματικών και έχει αποδειχθεί εκπληκτικά αποτελεσματική στην πράξη. 

Εδώ πρέπει πάντως να αναφέρουμε ότι ο πρώτος αλγόριθμος για την επίλυση μιας κατηγορίας προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού είχε αναπτυχθεί σχεδόν δέκα χρόνια νωρίτερα και συγκεκριμένα το 1939 από τον Kantorovich (1960). Η ερευνητική εργασία του Kantorovich παρέμεινε όμως για πολλά χρόνια άγνωστη στη Δύση και πέρασε απαρατήρητη στην Ανατολή. 

Ωστόσο, αν και ο γραμμικός προγραμματισμός ταυτίσθηκε με τη μέθοδο simplex και τον Dantzig, το 1975 η Βασιλική Ακαδημία Επιστημών της Σουηδίας απένειμε το Βραβείο Nobel Οικονομίας στους Kantorovich και Koopmans “για τη συμβολή τους στη θεωρία της βέλτιστης κατανομής πόρων”. Φαίνεται ότι η Βασιλική Ακαδημία Επιστημών της Σουηδίας θεώρησε την εργασία του Dantzig μάλλον πολύ μαθηματική για βραβείο οικονομίας και, όπως είναι γνωστό, δεν υπάρχει Βραβείο Nobel Μαθηματικών. 

Αυτό που πραγματικά φωτίζει τη μέθοδο simplex είναι η γεωμετρική απεικόνιση του εφικτού συνόλου του προβλήματος. Όπως είδαμε γραφικά, η βέλτιστη λύση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού φαίνεται να αντιστοιχεί σε μια κορυφή του εφικτού του συνόλου. Για την εκκίνηση της μεθόδου simplex απαιτείται μια αρχική κορυφή. Από την κορυφή αυτή μπορούμε, κατά μήκος ακμών, να πάμε σε άλλες γειτονικές κορυφές. Κάποιες από αυτές απομακρύνουν από τη βέλτιστη, πλην όμως άγνωστη κορυφή. Κάποιες άλλες βαθμιαία την προσεγγίζουν. H μέθοδος simplex κατορθώνει να βρει την ακμή, η οποία οδηγεί μετά βεβαιότητας σε μια νέα κορυφή, όπου η αντικειμενική συνάρτηση έχει βελτιωμένη τιμή, μεγαλύτερη ή μικρότερη ανάλογα με το αν έχουμε να λύσουμε ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης ή ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης. Συνεχίζοντας με τον τρόπο αυτό τη μετακίνηση κατά μήκος των ακμών του εφικτού συνόλου και βελτιώνοντας από κορυφή σε κορυφή την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, φθάνουμε τελικά σε μια κορυφή, όπου η αντικειμενική συνάρτηση βελτιστοποιείται. Κάθε άλλη κορυφή δίνει χειρότερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Η βέλτιστη λύση έχει βρεθεί και η διαδικασία τερματίζεται. 

Όλα τα βιβλία γραμμικού προγραμματισμού (Chvátal, 1983ֹ Nash. & Sofer, 1996ֹ Saigal, 1995ֹ Strum, 1972) τα οποία παρατίθενται ως αναφορές στο τέλος των σημειώσεων, αφιερώνουν μεγάλο μέρος τους στη θεωρητική θεμελίωση και την ανάπτυξη της μεθόδου simplex. Η κλασσική πάντως αναφορά είναι η μονογραφία του Dantzig (1963).   
Ασκήσεις αυτοαξιολόγησης 

4. Λύστε γραφικά τα παρακάτω προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού. Για κάθε πρόβλημα εξετάστε κατά πόσο το εφικτό του σύνολο είναι κενό ή μη φραγμένο και κατά πόσο υπάρχουν εναλλακτικές βέλτιστες λύσεις. 
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ΘΕΩΡΙΑ ΔΥΪΣΜΟΥ
Κάθε πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού έχει το δυϊκό (dual) του, το οποίο σχετίζεται ως προς τη δομή του με το αρχικό πρόβλημα που ονομάζεται πρωτεύον (primal). Το δυϊκό πρόβλημα παρέχει σημαντικές πληροφορίες οικονομικού χαρακτήρα σχετικά με τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος  προβλήματος, διευρύνοντας τον κύκλο των αποτελεσμάτων στην περιοχή της οριακής οικονομικής ανάλυσης. Δεν θα ήταν μάλιστα καθόλου υπερβολή ο ισχυρισμός ότι η θεώρηση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού και με τις δύο ταυτόχρονα μορφές του, την πρωτεύουσα και τη δυϊκή, βρίσκεται στον πυρήνα της θεωρίας και των αλγορίθμων του γραμμικού προγραμματισμού. 

Η θεωρία δυϊσμού (duality theory) στο γραμμικό προγραμματισμό έχει τις ρίζες της στο κλασσικό θεώρημα minimax του von Neumann (1928). Η πρώτη συστηματική ανάπτυξη της θεωρίας αυτής οφείλεται στους Gale, Kuhn και Tucker (1951). Λίγο αργότερα η έννοια του δυϊσμού εισάγεται και σε μη γραμμικά προβλήματα, όταν ο Dennis (1959) δημοσιεύει τα πρώτα αποτελέσματα δυϊκότητας στον τετραγωνικό προγραμματισμό. 

Στο σημείο αυτό θα ήταν ίσως σκόπιμο να τονίσουμε ότι ο δυϊσμός είναι μια ευρύτερη έννοια, η οποία βρίσκει εφαρμογή και σε πολλούς άλλους τομείς πέραν του μαθηματικού προγραμματισμού. Για παράδειγμα, ένα σύστημα αποτελούμενο από εξαρτήματα τα οποία υπόκεινται σε βλάβη, έχει και αυτό το δυϊκό του. Ως δυϊκό ενός τέτοιου συστήματος ορίζεται το σύστημα, το οποίο είναι σε κατάσταση λειτουργίας (βλάβης), όταν το πρωτεύον σύστημα είναι σε κατάσταση βλάβης (λειτουργίας), ενώ ένα εξάρτημα το οποίο στο πρωτεύον σύστημα είναι σε κατάσταση λειτουργίας (βλάβης), στο δυϊκό είναι σε κατάσταση βλάβης (λειτουργίας). Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε ένα σειριακό σύστημα, δηλαδή ένα σύστημα το οποίο βρίσκεται σε κατάσταση βλάβης, όταν έστω και ένα από τα εξαρτήματά του έχει υποστεί βλάβη, ενώ λειτουργεί αν και μόνο αν όλα τα εξαρτήματά του είναι σε κατάσταση λειτουργίας. Το δυϊκό αυτού του συστήματος είναι ένα σύστημα το οποίο λειτουργεί, όταν έστω και ένα από τα εξαρτήματά του είναι σε κατάσταση λειτουργίας, ενώ βρίσκεται σε κατάσταση βλάβης, αν και μόνο αν όλα τα εξαρτήματά του έχουν υποστεί βλάβη. Αυτό είναι ένα παράλληλο σύστημα.

Η διαμόρφωση, τα χαρακτηριστικά και η οικονομική διάσταση του δυϊκού ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού γίνονται καλύτερα κατανοητά με τη βοήθεια ενός παραδείγματος.
Παράδειγμα 5 (διαμόρφωση δυϊκού και κανόνες αντιστοίχησης) 

Ας θεωρήσουμε μια βιομηχανία Π, η οποία χρησιμοποιεί τρεις πρώτες ύλες 
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 για την παραγωγή τεσσάρων προϊόντων 
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. Στον Πίνακα 4 παρουσιάζονται το κέρδος ανά μονάδα προϊόντος, οι διαθέσιμες ποσότητες πρώτων υλών και η ποσότητα, η οποία απαιτείται από κάθε πρώτη ύλη για την παραγωγή μιας μονάδας από το κάθε προϊόν. 

Πίνακας 4. Παράμετροι της παραγωγικής διαδικασίας

	Πρώτες ύλες
	Απαιτούμενη ποσότητα πρώτων υλών για την παραγωγή μιας μονάδας από το κάθε προϊόν
	Διαθέσιμα αποθέματα πρώτων υλών
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Είναι λογικό η βιομηχανία Π να θέλει να αξιοποιήσει τα διαθέσιμα αποθέματα πρώτων υλών έτσι ώστε το κέρδος της να μεγιστοποιείται. Αν, λοιπόν, 
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 είναι οι παραγόμενες ποσότητες από τα προϊόντα 
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, αντίστοιχα, τότε το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει το πρόβλημα της βιομηχανίας Π, είναι: 
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Το πιο πάνω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού είναι το πρωτεύον.  

Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι υπάρχει μια άλλη βιομηχανία Δ, η οποία χρησιμοποιεί τις ίδιες πρώτες ύλες 
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 με τη βιομηχανία Π και η οποία για λόγους που σχετίζονται με τις ανάγκες της παραγωγής της, επιθυμεί  να αυξήσει τα αποθέματά της στις τρεις αυτές πρώτες ύλες. Η βιομηχανία Δ κάνει τη σκέψη ότι θα μπορούσε να αγοράσει τα αποθέματα πρώτων υλών της βιομηχανίας Π, έναντι συμφέροντος και για τις δύο βιομηχανίες τιμήματος. Προς την κατεύθυνση αυτή η βιομηχανία Δ πρέπει να προσφέρει στη βιομηχανία Π τέτοιες τιμές ώστε η βιομηχανία Π να προτιμήσει να πωλήσει τα αποθέματά της σε πρώτες ύλες, αντί να τα χρησιμοποιήσει για την παραγωγή προϊόντων. Το γεγονός ότι η παραγωγή μιας μονάδας από το προϊόν 
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 απαιτεί 3 μονάδες πρώτης ύλης 
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, 2 μονάδες πρώτης ύλης 
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, σε συνδυασμό με το γεγονός ότι το κέρδος ανά μονάδα προϊόντος 
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 είναι ίσο με 3 νομισματικές μονάδες, σημαίνει ότι για να προτιμήσει η βιομηχανία Π την  προσφορά της βιομηχανίας Δ πρέπει το ποσό που θα εισπράξει η βιομηχανία Π από την πώληση στη βιομηχανία Δ 3 μονάδων πρώτης ύλης 
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, 2 μονάδων πρώτης ύλης 
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 και 3 μονάδων πρώτης ύλης 
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, να είναι τουλάχιστον ίσο με το κέρδος των 3 νομισματικών μονάδων που θα είχε η βιομηχανία Π, αν χρησιμοποιούσε τις ποσότητες αυτές για την παραγωγή μιας μονάδας από το προϊόν 
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. Επομένως, αν 
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 είναι οι τιμές που προσφέρει η βιομηχανία Δ για να αγοράσει μια μονάδα πρώτης ύλης 
[image: image277.wmf]1

R

,
[image: image278.wmf]2

R

 και
[image: image279.wmf]3

R

 αντιστοίχως, τότε θα πρέπει 3
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 ≥ 3. Ακολουθώντας ένα παρόμοιο σκεπτικό και για τα άλλα τρία προϊόντα, γίνεται φανερό ότι για να είναι οι τιμές 
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 ανταγωνιστικές με το κέρδος που θα απέφερε στη βιομηχανία Π η παραγωγή των προϊόντων 
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, θα πρέπει να ισχύει

3
[image: image290.wmf]1

w

+ 2
[image: image291.wmf]2

w

+ 3
[image: image292.wmf]3

w

 ≥ 3,
[image: image293.wmf]1

w

+ 2
[image: image294.wmf]2

w

+ 2
[image: image295.wmf]2

w

 ≥  4, 2
[image: image296.wmf]1

w

+ 3
[image: image297.wmf]2

w

+ 4
[image: image298.wmf]3

w

 ≥ 2, 4
[image: image299.wmf]1

w

+ 
[image: image300.wmf]2

w

+ 
[image: image301.wmf]3

w

 ≥ 5

Επιπλέον, οι τιμές αυτές πρέπει να είναι μη αρνητικές, δηλαδή 
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≥ 0. Από την άλλη μεριά, η βιομηχανία Δ είναι λογικό να θέλει να ελαχιστοποιήσει το συνολικό τίμημα  
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   για  την  αγορά   των   διαθέσιμων 3, 2 και 4  μονάδων από τις πρώτες ύλες 
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. Έτσι, το πρόβλημα της βιομηχανίας Δ είναι: 
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Tο πιο πάνω πρόβλημα είναι το δυϊκό του πρωτεύοντος.  Ο επόμενος πίνακας επιτρέπει να δούμε καλύτερα τη σχέση μεταξύ των δομών του πρωτεύοντος και του δυϊκού προβλήματος. 
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