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Ειδική ενέργεια
Θεωρώντας μικρό μήκος 
και μηδενικές απώλειες 
ενέργειας είναι 
προφανές ότι  η 
μεταβολή του πυθμένα  
προκαλεί μεταβολές στο 
βάθος ροής και της 
κινητικής ενέργειας-
ιδέα της ειδικής 
ενέργειας _> μεταβολή 
της ειδικής ενέργειας 
σύμφωνα με το Δz
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Διάγραμμα ειδικής ενέργειας

Διάγραμμα ειδικής ενέργειας

- Es μεταβάλλεται γραμμικά με το y

- Ek μεταβάλλεται μη γραμμικά με 
το y

- για δοσμένηE: δύο συζυγή 
βάθη(y1 & y2)

- Για δεδομένη παροχή υπάρχουν 
δύο βάθη με την ίδια ειδική 
ενέργεια

-Emin : κρίσιμο βάθος



E=f(y) για δεδομένη παροχή Q

Ελάχιστη ειδική 
ενέργεια κρίσιμο 

βάθος



Κρίσιμη ροή Ορίζεται για την 
ελάχιστη ειδική 

ενέργεια

Χρυσάνθου, 2014





Κανόνας της αλυσίδας

Ελάχιστη ειδική ενέργεια: ακρότατο 
συνάρτησης Ε=y+Q2/(2gA2) = f(y)
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dA/dy=?

Στη «γειτονιά» του βάθους ροής y
Ισχύει: 

dA
B
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Ελάχιστη ειδική ενέργεια: ακρότατο 
συνάρτησης Ε=y+Q2/(2gA2) = f(y)
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Τελική λύση και σχηματοποίηση του 
αριθμού Froude
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Υδραυλικό βάθος D
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• Κρίσιμη ροή

• Για δεδομένη παροχή αντιστοιχεί ένα κρίσιμο 
βάθος (ανεξάρτητα από άλλους παράγοντες 
παρά μόνο από τη γεωμετρία της διατομής)

• Tότε η ειδική ενέργεια είναι ελάχιστη
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• Κρίσιμη ροή2 2
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Έλεγχος κρίσιμης 
ροής με βάση τον 

αριθμό Fr ή το 
κρίσιμο βάθος





Περιοχές διαγράμματος ειδικής 
ενέργειας



ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ ΔΙΑΤΟΜΗ



• Συνήθως, σε δύσκολες περιπτώσεις 
ορθογωνική διατομή (π.χ. εκχειλιστή, 
υδραυλικό άλμα)

• Συνήθως οι ασκήσεις ταχέως μεταβαλλόμενης 
ροής αναφέρονται σε ορθογωνικούς αγωγούς

• Ειδική παροχή (μόνο σε ορθογωνικους
αγωγούς) , q=Q/b 



Aριθμός Froude για ορθογωνική
διατομή



Κρίσιμη ροή σε ορθογωνικές διατομές
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Κρίσιμη ροή σε ορθογωνικές διατομές





Έλεγχος υποκρίσιμης ροής με τις 
υπάρχουσες συνθήκες

• Εύκολος τρόπος. Απλά υπολογίζω τον αριθμό 
Fr, An Fr<1, ροή υποκρίσιμη

• Εύρεση κρίσιμου βάθους yc –όταν Fr=1 
(πολλές φορές με δοκιμές).  Αν y>yc ροή 
υποκρίσιμη





Σχεδιαστικά: κλίση πυθμένα, έλεγχος 
με βάση το βάθος ομοιόμορφης ροής
• Έλεγχος κλίσης πυθμένα. Όταν το βάθος 

ομοιόμορφης ροής για δεδομένη παροχή  είναι 
μεγαλύτερο από το κρίσιμο βάθος  τότε η κλίση 
είναι ήπια.

• Όταν το βάθος ομοιόμορφης ροής είναι 
μικρότερο από το κρίσιμο βάθος για δεδομένη 
παροχή τότε η κλίση είναι απότομη

• Όταν το βάθος ομοιόμορφης ροής είναι ίσο με 
το κρίσιμο βάθος για δεδομένη παροχή τότε η 
κλίση είναι κρίσιμη



Ομοιόμορφη ροή, έλεγχος κρίσιμων 
συνθηκών

• Αρχικά προσδιορίζω το κρίσιμο βάθος

• Από την εξίσωση  του Μanning υπολογίζω την κρίσιμη 
κλίση (βάθος ομοιόμορφης ροής ίσο με κρίσιμο)

• Η κρίσιμη κλίση εξαρτάται, για δεδομένη γεωμετρία 
και παροχή και από το συντελεστή Manning
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Για δεδομένη παροχή, το κρίσιμο 

βάθος εξαρτάται μόνο από τα 
γεωμετρικά στοιχεία της διατομής



•Η ροή θα είναι η κρίσιμη ή υποκρισιμη ή υπερκρίσιμη
•Η ροή μπορεί να είναι ή να μην είναι ομοιόμορφη

•Η έννοια της κρίσιμης ροής έχει ευρύτερη εφαρμογή στην 
υδραυλική των ανοικτών αγωγών από την ομοιόμορφη ροή 
(εφαρμόζεται και την ομοιόμορφη και την ανομοιόμορφη 

ροή)
• το κρίσιμο βάθος δεν εφαρμόζεται στην υδραυλική των 

κλειστών αγωγών



Σχεδιαστικά

• Έλεγχος ώστε η ροή να είναι υποκρίσιμη, 
γενικά και ειδικά στα τμήματα με ομοιόμορφη 
ροή (ποικιλία διατομών, συνήθως 
τραπεζοειδή διατομή)

• Απαραίτητη η θεωρία του κρισίμου βάθους 
για τον προσδιορισμό του προφίλ της 
ελεύθερης επιφάνειας σε ειδικά τμήματα της 
διώρυγας (συνήθως επιλέγω ορθογωνική
διατομή)



Υποκρίσιμη ροή και αρχαία τεχνολογία

• Αγωγοί μεταφοράς ύδρευσης: Πήλινοι 
αγωγοί, μικρής αντοχής έως την κρήνη

• Ελάχιστες κλίσεις, ελεύθερη επιφάνεια για τη 
μη διάβρωση των τοιχωμάτων



Διαγραμματική επίλυση 
τραπεζοειδούς διατομής

+έννοια μεταβατικής 
συνάρτησης ροής



Κρίσιμη ροή, αδιαστατοποίησηΕξαρτάται 
μόνο από 

την παροχή
Και τα 

γεωμετρικά 
στοιχεία της 

διατομής
Κρίσιμο βάθος: Fr=1 (ελάχιστη ειδική ενέργεια ) 
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Αδιάστατη συνάρτηση κρίσιμου 
βάθους

Ορίζω την αδιάστατη συνάρτηση κρίσιμου βάθους: 
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Προφανώς η παραπάνω σχέση ισχύει μόνο εφόσον ισχύει η εξ. Manning και συνακόλουθα 

για μόνιμη ροή. 



 

 

'Ανεξάρτητα" από το πρόβλημα, καταστρώνω τις τιμές της συνάρτησης κρίσιμου βάθους ως 

συνάρτηση του αδιάστατου βάθους yc/b0: 
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Kρίσιμη ροή, τραπεζοειδής διατομή
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Μόνο για κρίσιμη ροή η ποσότητα 
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• Υπολογίζω:

• Επίλυση με πίνακες προσδιορισμός κρίσιμου 
βάθους

• Έλεγχος: θα πρέπει yn> yc (ροή υποκρίσιμη)

θέμα
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Για δεδομένη παροχή και 
γεωμετρικά στοιχεία 

διατομής αντιστοιχεί ένα 
κρίσιμο βάθος



Ξανά («εικονικός» έλεγχος κρίσιμης 
ροής υπέρ της ασφάλειας)

Υπόθεση 
υπερ της 

ασφάλειας 
(εικονικό)

θέμα



Διερεύνηση: πότε η ροή είναι και κρίσιμη και 
ομοιόμορφη?

-> Μεταβατική συνάρτηση ροής

Υπέρ της ασφαλείας:  
Για δεδομένη παροχή ποια είναι η κρίσιμη κλίση?

για δεδομένη κλίση σε ποια παροχή το  βάθος ροής 
είναι κρίσιμο?







Κρίσιμη ροή & ομοιόμορφη ροή
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Α.  Επιπλέον έλεγχος. Για ποια παροχή η κλίση είναι 
μεταβατική?

(ομοιόμορφη ροή + κρίσιμη ροή)



Επιπλέον έλεγχος, κρίσιμης κλίσης

Η  κρίσιμη  κλίση 
εξαρτάται από την παροχή, 

τη διατομή αλλά και το 
συντελεστή Manning θέμα





• Β.  Επιπλέον έλεγχος. Έστω ότι για τη πραγματική παροχή το 
βάθος ομοιόμορφης ροής είναι το κρίσιμο. Σε ποια κλίση 

αντιστοιχεί αυτό το φαινόμενο?

• (ομοιόμορφη ροή + κρίσιμη ροή)



(βαδίζω αντίστροφα…)





ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗ 

 Ομοιόμορφη ροή (σταθερό βάθος ροής) 

Εξ. Μanning 
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 Kρίσιμη ροή 

(ελάχιστη ειδική ενέργεια, Fr =1) 
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 Κρίσιμη και ομοιόμορφη ροή (ομοιόμορφη ροή με κρίσιμο βάθος) 
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Γενίκευση για διάφορες διατομές 
 Ομοιόμορφη ροή (σταθερό βάθος ροής) 

Εξ. Μanning 

81
32

0 0


n

Q n
f

S L
 (από  Εξ. Μanning) =   

2 2
3 3

2
3

2 2

0 0 0

P
R

L L L

            
     

=πίνακες  Μπέλλου, εύρεση y/L0  βάθος 

ομοιόμορφης ροής 

 

 Kρίσιμη ροή 

(ελάχιστη ειδική ενέργεια, Fr =1) 
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 Κρίσιμη και ομοιόμορφη ροή (ομοιόμορφη ροή με κρίσιμο βάθος) 
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 = πίνακες  Μπέλλου, εύρεση y/ L0 κρίσιμο βάθος και 

ομοιόμορφη ροή αλλά για άλλη παροχή 

 





Θεωρία κρίσιμου βάθους και προφίλ 
επιφανείας

• Το διάγραμμα ειδικής ενέργειας θα χρησιμοποιηθεί  
για να κατασκευασθεί το προφίλ της επιφανείας του 
νερού

• Δεν υπάρχει διατήρηση της ειδικής ενέργειας αλλά της 
ενέργειας. 

• Για μία πλήρη λύση ελέγχω αρχικά το είδος της ροής

• Συνήθως χρησιμοποιείται σε μικρές διαφορές 
συναρμογής. Θωρώ αμελητέες απώλειες ενέργειας. Η 
ειδική ενέργεια ακολουθεί το ανάγλυφο του πυθμένα

• Όπου αναπτύσσεται κρίσιμη διατομή έχω διατομή 
ελέγχου



Κρίσιμη ροή διατομή 
ελέγχου

Διατομή ελέγχου: 
΄μονοσήμαντη σχέση στάθμης 
παροχής

Κάθε κρίσιμη διατομή είναι 
διατομή ελέγχου

Aιχμή αναγλύφου ή στένωση 
-> κρίσιμη ροή 

Όταν ανάντη η ροή είναι 
υποκρίσμη και αναπτύσσεται 
κρισμο βάθος στη διατομή 
ελέγχου -λειτουργεί ως 
μετρητής ροής





Ανοικτοί αγωγοί: Διατήρηση της 
ενέργειας

2g

V2

1
1

2g

V2

2
2

xSo

2y

1y

x

L fh S x= D
______ 
Γ.Ε.

_______

Ύψος ταχύτητας

Κλίση πυθμένα (So) όχι απαραίτητη ίση με την κλίση της γραμμής ενέργειας (Sf)

Π.Γ

Ενέργεια



AΔΕ και ειδική ενέργεια

• H1=z1+y1+v1
2/2g

E1=y1+v1
2/2g

H1=z1+ E1

• H2=z2+y2+v2
2/2g

E2=y2+v2
2/2g

H2=z2+ E2

• H1= H2+Σhf 1->2

• Δεν υπάρχει διατήρηση 
ειδικής ενέργειας, Ε αλλά 
(συνολικής) ενέργειας, Η

• Π.χ. ομοιόμορφη ροή, η 
ειδική ενέργεια είναι σταθερή 
αλλά η ενέργεια μειώνεται 
(κλίση πυθμένα S0 ίση με 
κλίση γραμμής ενέργειας, Sf

• H ενέργεια πάντοτε 
μειώνεται ( ή με λίγο λάθος 
για μικρά μήκη είναι σταθερή) 
η ειδική ενέργεια μπορεί να 
μένει σταθερή να μειώνεται ή 
και να αυξάνεται κατάντη.



Ειδική ενέργεια για αμελητέες 
απώλειες ενέργειας

• Σε μικρά μήκη μπορεί να θεωρηθούν 
αμελητέες απώλειες ενέργειας (προσέγγιση)

• Παράδειγμα αποτελούν οι (ήπιοι) αναβαθμοί

 1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1

0f fz z h h

z z z z

       

         
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Θυρόφραγμα (ίση ειδική ενέργεια-
εναλλακτά βάθη)

2

2

2gy

q
yE 

1
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21 EE 

θυρόγραγμα

y1

y2

Γ.Ε.

E2 = 8 m

vena contracta
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z z

z z
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y y
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ή

Q by V by V

 



        

   
     

   

 



q = 5.5 m2/s
y1 = ΓΝ→
y2 = γν

Eναλλακτά βάθη
Απότομη αλλαγή δεν ακολουθώ το διάγραμμα 

ειδικής ενέργειας στην μετάβαση





• Ροή υποκρίσμη ανάντη

(μέχρι κάποιο ύψος 
εμποδίου)μείωση ειδικής 
ενέργειας ->

Μείωση βάθους ροής

• Ροή υπερκρίσιμη ανάντη

(μέχρι κάποιο ύψος 
εμποδίου)μείωση ειδικής 
ενέργειας ->

Αύξηση  βάθους ροής
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Αύξηση z πυθμένα

Θεωρείστε ανάντη υποκρίσιμη ροή  & αρχική 
E1 γνωστή

∆z αφαιρείτε , μηδενικές απώλειες, E στη θέση 
(2) μειώνεται:

 
2 1

2 1

1 2 2 1 1 1 2 2

2 2
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1 1 2 2
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. :

z z z
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ή

Q by V by V

 

  


           

   
       

   

 



Για υπορκρίσιμη ροή ανάντη, το 
βάθος ροής κατάντη μειώνεται!!

Ήπια αλλαγή: 
ακολουθώ το 

διάγραμμα της ΕΕ
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Θεωρείστε ανάντη υπερκρίσιμη ροή  & αρχική 
E1 γνωστή

∆z αφαιρείτε , μηδενικές απώλειες, E στη θέση 
(2) μειώνεται:

 
2 1

2 1

1 2 2 1 1 1 2 2

2 2

1 2
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1 1 2 2

2 2

. :

z z z
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z z z z

V V
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g g

ή

Q by V by V

 

  


           

   
      

   

 



Για υπερκρίσιμη ροή ανάντη, το 
βάθος ροής κατάντη αυξάνεται!!



Η θεωρία του κρίσιμου 
βάθους μας καθοδηγεί 

για το προφίλ της 
ελεύθερης επιφανείας σε 

ανομοιόμορφη ροή



Η ροή ανάντη και στο εμπόδιο θα είναι 
υποκρίσιμη παντού ή υπερκρίσιμη παντού, το 
πολύ να φτάσει το κρίσιμο βάθος για μεγάλο 
ύψος εμποδίου. Διαφορετικά περίπτωση για 
μεγαλύτερο ύψος εμποδίου περίπτωση  ©

Μέχρι πόσο το ύψος του 
αναβαθμού?





• Ροή υποκρίσμη ανάντη

(μέχρι κάποιο ύψος 
εμποδίου)αύξηση ειδικής 
ενέργειας -> 

αύξηση βάθους ροής

• Ροή υπερκρίσιμη ανάντη

(μέχρι κάποιο ύψος 
εμποδίου) αύξηση ειδικής 
ενέργειας -> 

μείωση  βάθους ροής

Ε1   Ε2 Ε1   Ε2



Eξίσωση ενέργειας με απώλειες 
ενέργειας
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προσοχή

Για σημαντικό μήκος αναβαθμού- κρίσιμη ροή  ροή
υπερχειλιστής πλατειάς στέψεως



Κανάλι Venturi-στένωση 

στραγγαλισμός της ροής

70



Εισαγωγή

• Το κανάλι Venturi αποτελείται από:

1. Μία ομαλή είσοδο που συγκλίνει

2. Τον «λαιμό», όπου το νερό επιταχύνει και αποκτά την κρίσιμη 

ροή

3. Την έξοδο που επιστρέφει στο ίδιο πλάτος με την είσοδο πάλι 

με ομαλό τρόπο

71



διάδοση διαταραχής
διατομή ελέγχου





𝑉1
2

2𝑔
=

𝑦2 − 𝑦1

1 −  
𝑦1
𝑦2

 
2       (1) 

Αν 𝑦1 = y, τότε 𝑦2 = y + Δ𝑦 και V1 = -c (για μόνιμη ροή), στα οποία 𝜏𝜊 Δ𝑦 είναι το ύψος 

κύματος και η Εξ. (1) μπορεί να γαφτεί ως εξής: 

𝑐

2𝑔

2

=
 y +  Δ𝑦 − 𝑦

1 −  
𝑦

y +  Δ𝑦 
2      

 
𝑐

2𝑔

2

=
 Δ𝑦 y +  Δ𝑦 2

 y +  Δ𝑦 2 − 𝑦2    

𝑐

2𝑔

2

=
 Δ𝑦 𝑦2 + 2yΔ𝑦 +  Δ𝑦2 

𝑦2 
+ 2yΔ𝑦 +  Δ𝑦2 − 𝑦2

   

 

c

2g

2

≅  
Δ𝑦 𝑦2 + 2yΔ𝑦 

2𝑦Δ𝑦
 

 

c

2g

2

≅  
𝑦2  1 + 2

Δ𝑦
𝑦  

2𝑦
 

 

𝑐 ≅   𝑔𝑦  1 + 2
Δ𝑦

𝑦
 

1
2

    (2) 

Η Εξ. (2) είναι έγκυρη για ρηχά νερά. Γενικά, το Δ𝑦/𝑦 μπορεί να ληφθεί αμελητέο, οπότε 

η εξίσωση ταχύτητας μετασχηματίζεται ως εξής: 

𝑐 =   𝑔𝑦       (3). 

Τα κύματα που δημιουργούνται σε ήρεμο νερό με βάθος 𝑦 θα διαδοθούν σε όλες τις 

διευθύνσεις με την ταχύτητα που προέρχεται από την Εξ. (3) . Αν το κύμα είναι επί 

ρέοντος νερού, η συνιστώσα της ταχύτητας κύματος, c και η ταχύτητα ροής, V θα  



α) Υποκρίσιμες ροές 

Ο αριθμός Froude για ορθογώνιους ή  πλατείς αγωγούς είναι: 

𝐹𝒓 =  
𝑉

 𝑔𝑦
 

Δεδομένου ότι η ταχύτητα διάδοσης κύματος είναι 𝑐 =   𝑔𝑦  για τις υποκρίσιμες ροές  

𝐹𝒓 =  
𝑉

𝑐
=  

𝛵𝛼𝜒ύ𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜌𝜊ή𝜍

𝛵𝛼𝜒ύ𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜅ύ𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍
< 1        (4) 

Ταχύτητα ροής < Ταχύτητα κύματος 

Ένας κυματισμός δημιουργημένος επί ρέοντος νερού θα διαδοθεί ανάντη με μια 

ταχύτητα ίση με (c−V) και κατάντη με ταχύτητα ίση με (c+V).  Ο διαδιδόμενος 

κυματισμός θα είναι ορατός σε όλη την υδάτινη επιφάνεια. Για αυτόν τον λόγο, οι 

υποκρίσιμες ροές είναι επίσης γνωστές ως ελεγχόμενες κατάντη ροές. 



β) Υπερκρίσιμες ροές 

Ο αριθμός Froude για τους ίδιους αγωγούς σε υπεκρίσιμες ροές είναι: 

𝐹𝒓 =  
𝑉

𝑐
=  

𝛵𝛼𝜒ύ𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜌𝜊ή𝜍

𝛵𝛼𝜒ύ𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜅ύ𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍
> 1        (5) 

Ταχύτητα ροής > 𝛵𝛼𝜒ύ𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜅ύ𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍 

Αφού η ταχύτητα ροής είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα διάδοσης του κύματος, ένας 

δημιουργημένος κυματισμός θα διαδοθεί μόνον στην κατάντη διεύθυνση.   Για αυτόν τον 

λόγο, οι υπερκρίσιμες ροές είναι επίσης γνωστές ως ελεγχόμενες ανάντη ροές. 

 



Συμπέρασμα

• Κρίσιμη ροή 
(v1)-

• Διαταραχή: 
στάσιμο 
κύμα

• Υπερκρίσιμη
ροή (v1)-

• Διαταραχή: 
διαδίδεται 
κατάντη, άρα 
για 
μεταβαλλόμενη 
ροή οι 
υπολογισμοί 
άρχοντε από 
ανάντη (σημείο 
διαταραχής)

• Υποκρίσιμη ροή 
(v1)-

• Διαταραχή: 
διαδίδεται και 
ανάντη, άρα 
για 
μεταβαλλόμενη 
ροή οι 
υπολογισμοί 
άρχοντε από 
κατάντη
(σημείο 
διαταραχής)



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ;



Γιατί dA/dy=B
(περισσότερη μαθηματική εξήγηση)



Δαμασκηνίδου και Σιδηρόπουλος, 1996



Aδιάστατατοι αριθμοί και εξισώσεις 
Navier -Stokes

Θέττω u=Vu*,   x=Lx*, κλπ , όπου L, V χαρακτηριστικά μήκη και ταχύτητα στο xx’

Έτσι προκύπτουν και οι απλοποιήσεις για ένα φυσικό πρόβλημα 



Αδιάστατος Froude

• Για να εκτιμήσουμε την τάξη μεγέθους της 
δύναμης αδράνειας θωρούμε ένα τυπικό όρο 
των παραπάνω εξισώσεων:

 

 

2

**

* *
* *

u Uu U u
u u U u

x L xx L

   
   

    

Όπου u=Vu*,   x=Lx*, κλπ , όπου L, V 
χαρακτηριστικά μήκη και ταχύτητα στο xx’
(άξονα της ροής)



NAVIER-STOKES

Λιακόπουλος. Συχνά επιλέγω σύστημα ώστε gx=0, gy=g



Αδιάστατος Froude

• Δυνάμεις αδράνειας/δυνάμεις βαρύτητας=

= 2

2

( )

U
UL

g gL

ό Froude ή ί





     

 



Όπου u=Vu*,   x=Lx*, κλπ , όπου L, V 
χαρακτηριστικά μήκη και ταχύτητα στο xx’
(άξονα της ροής)


