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Εφαρμογή κύρια στην ανάπτυξη εξισώσεων με βάση τις τριες βασικές εξισώσεις της φυσικής 
σε ένα απειροστό όγκο αναφοράς.  
Για παράδειγμα μεταβολή της πίεσης σε κλειστό αγωγό σταθερής διατομής μήκους dx

Εισροή:

Πίεση σταθερή σε όλη τη διατομή = p

Εκροή:
Πίεση σταθερή σε όλη τη διατομή με 
βάση το θεώρημα Taylor
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 Προσέγγιση με 

βάση το Θεώρημα 
Taylor



Εφαρμογή κύρια στην ανάπτυξη εξισώσεων με βάση τις τριες βασικές εξισώσεις της φυσικής 
σε ένα απειροστό όγκο αναφοράς.  
Για παράδειγμα μεταβολή της πίεσης σε κλειστό αγωγό σταθερής διατομής μήκους dx

dp dp
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Συνισταμένη δύναμη με βάση τις πιέσεις:

(+)



• Πυκνότητα: Λόγος της μάζας του ρευστού προς τον όγκο αυτού και είναι 
για το ρευστό σωματίδιο:

• Ειδικό Βάρος: Λόγος του βάρους ρευστού σωματιδίου για του όγκου 
αυτού. γ=ρg

• Ασυμπίεστα ρευστά:   Διατηρούν σταθερή πυκνότητα και άρα σταθερό 
όγκο

• Νερό: πρακτικά ασυμπίεστο με μικρή σχετικά εξάρτηση από θερμοκρασία 
και πίεση. Συνήθης τιμής της πυκνότητας νερού προκύπτει για  
θερμοκρασία 20oC και πίεση 1 atm: 

• ρ = 998 Κg/m3 

• Συνήθως για την πυκνότητα χρησιμοποιείται η τιμή  ρ = 1000 Κg/m3 . 
Οπότε θεωρώντας επιτάχυνση της βαρύτητας g = 9.81 m / s2 προκύπτει 
ειδικό βάρος νερού: 

• γ ≈ 10,000 Ν/ m3

𝜌 = lim
𝛥𝑉→0

𝛥𝑚

𝛥𝑉
 



Για τα συνήθη υδραυλικά έργα θεωρούμαι ρευστά με σταθερή πυκνότητα 
Μηχανική ρευστών και Υδραυλική 
Πίεση:  

Έστω ο όγκος ρευστού V Που περικλείεται από επιφάνεια Ε. Το περιβάλλον ρευστό ασκεί στην κάθε 
στοιχειώδη επιφάνεια ΔΕ που μπορεί να αναλυθεί σε μία κάθετη και μία εφαπτομενική δύναμη. 
Ορίζεται:  

𝜎 = lim𝛥𝛦→0
𝛥𝑃

𝛥𝐸
  και 𝜏 = lim𝛥𝛦→0

𝛥𝛵

𝛥𝐸
 

Όταν το νερό είναι ακίνητο τότε δεν υπάρχει διατμητική τάση και η ορθή τάση ταυτίζεται με τη 
πίεση. Η πίεση είναι βαθμωτό μέγεθος κάθετη στην επιφάνεια με θετική φορά τη θλιπτική φορά.   

Mονάδες (Ν/m
2
 = Pa) 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΔP 

   ΔT 

E 

Επιφανειακές δυνάμεις 



• Θλιπτική, ορίζεται με βάση την ορθή τάση 

• Βαθμωτή συνάρτηση, καθορισμένη φορά (π.χ. θερμοκρασία 
είναι βαθμωτό μέγεθος)

• Ηρεμούν ρευστό: υδροστατική κατανομή πιέσεων οι ορθές 
τάσεις ταυτίζονται με την πίεση

• Κινούμενο ρευστό: Πίεση, ο μέσος όρος των ορθών τάσεων
p(x,x,y) =1/3 (σxx + σyy + σzz)

• Μονοδιάστατη ανάλυση, όγκος ελέγχου, θεώρηση πιέσεων, 
κατά τη διεύθυνση τη ροής, oρθή τάση μόνο υπό πίεση



Πίεση σε υγρό ακίνητο αλλά και σε με 
ελεύθερη επιφάνεια (πολλές 

περιπτώσεις)



Πίεση σε κινούμενο υγρό, κλειστοί 
αγωγοί



• Όγκος στη μονάδα του χρόνου

• Πόσο γρήγορα γεμίζει ένας κουβάς?

• Παροχή = όγκος κουβά (που πληρώθηκε με 
νερό) / χρόνος για να γεμίσει

(m3/s)



• Αν η διατομή  του ρευστού σε ένα σημείο 
είναι Α και η ταχύτητα u, τότε σε μικρό χρόνο 
Δt , τότε ο όγκος το κυλίνδρου είναι 

ΔV= (u·Δt)A,  Δx=(u·Δt)

 ΔΔ

Δ Δ

A u tV
Q A u

t t
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Μέση ταχύτητα γιατί υπάρχει μη 
ενιαία ταχύτητα σε όλη τη διατομή

• Ορισμός με βάση την παροχή
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Q
V

A
 

u
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• Όγκος στη μονάδα του χρόνου

• Πόσο γρήγορα γεμίζει ένας κουβάς?

• Παροχή = όγκος κουβά (που πληρώθηκε με 
νερό) / χρόνος για να γεμίσει

(m3/s)





• Ανοικτοί αγωγοί: το νερό ρέει με ελεύθερη επιφάνεια (όπου η 
πίεση είναι ίση με την ατμοσφαιρική) ενώ η κύρια δύναμη ροής 
είναι η βαρύτητα

• Κλειστοί αγωγοί: Δεν υπάρχει ελεύθερη επιφάνεια ενώ η κίνηση 
μπορεί να ερμηνευθεί σε διαφορά πιέσεως

• Ανοικτοί αγωγοί: Τεχνητοί και φυσικοί

• Ανοικτοί αγωγοί: 
– φυσικοί αγωγοί, ακανόνιστη μεταβλητή διατομή

– Πρισματικοί: διώρυγες σε αρδεύσεις και στο εξωτερικό υδραγωγείο, 
αποχετεύσεις, σταθερή διατομή για μεγάλα μήκη, ποικιλία διατομών

• Κλειστοί αγωγοί: αγωγοί διανομής, αγωγοί με άντληση για 
κατανίκηση υψομετρικών διαφορών, συνήθως κυκλικοί αγωγοί.



 
(Παπαϊωάννου, 2010) 
Συνήθως οι ανοικτοί αγωγοί (ιδιαίτερα στα περισσότερα τεχνικά έργα) έχουν  μικρές 
κλίσεις, επομένως το βάθος ροής (ύψος νερού κάθετο στη μέση ταχύτητα, t) είναι 
περίπου ταυτόσημο με την κατακόρυφη απόσταση από τον πυθμένα έως την 
ελεύθερη επιφάνεια, y. 

Έργα μηχανικού, ήπιες κλίσεις, t(βάθος ροής) και y περίπου 
ταυτίζονται



Εφ. Υδραυλική

• Παραδοχες , Θέμα:

– Μόνιμη ροή

– Ομοιόμορφη κατανομή καθ΄ ύψος για την 
ταχύτητα



Πραγματικά, μεταβολής της ταχύτητας  
καθ΄ ύψος

• Με βάση τις οριακές συνθήκες η ταχύτητα στα τοιχώματα των 
αγωγών είναι μηδέν, επομένως το προφίλ ταχυτήτων αλλάζει 
καθ΄ ύψος ακόμη και στην ομοιόμορφη ροή

• απλοποίηση,  θεωρούμενο προφίλ ταχυτήτων (μη πραγματικό)

προσέγγιση



Μέση ταχύτητα

• Ορισμός με βάση την παροχή
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«στριφνό θέμα»
Συντελεστής διόρθωσης κινητικής 

ενέργειας, α
• Μη ομοιόμορφη κατανομή της ταχύτητας καθ΄ ύψος, 

συντελεστής ώστε αV2/2g να δίνει τη μέση κινητική ανά 
μονάδα βάρους. Για μόνιμη ροής με βάση την κινητικής 
ενέργεια που διέρχεται στη μονάδα του χρόνου:

• Τυρβώδης ροή: α=1.01-1.10, συνήθης εφαρμογές: α=1
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Eγκάρσια διαφοροποίηση ταχύτητας
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Μόνο για 
ομοιόμορφη ροή 
y1=y2

V1=V2

S0=Sf



Συντελεστής διόρθωσης κινητικής 
ενέργειας

Πρισματικοί αγωγοί, συνήθως μονάδα

Σε φυσικές και ακανόνιστες διατομές οι συντελεστές αυξάνουν, σε τεχνικούς 
αγωγούς μικρότερη τιμή. Στο μάθημα αν δεν δίνεται διευκρίνιση α = 1 



Στο HEC-RAS



Εφαρμογή

Διατομή ταχύτητα παροχή

Α V V*A V^3*A

1 11,15 0,37 4,08 0,55

2 50,17 0,44 21,87 4,15

3 81,75 0,70 57,31 28,17

4 85,47 0,74 63,04 34,30

5 74,32 0,77 57,09 33,68

6 44,59 0,59 26,10 8,94

7 7,43 0,29 2,15 VMEAN 0,18
Αολ 354,89 Q 231,64 0,65 109,97

ΣV^3*A/(VMEAN^3*Α)

a 1,11





Σύνθετη διατομή





Στην τυρβώδη 
ροή μπορεί να 

υπάρξει μόνιμη 
ροή???



Στη τυρβώδη ροή υπάρχει μόνιμη τιμή ενός μεγέθους κατά μέσο όρο, 
υπάρχει σίγουρα διακύμανση των τιμών της ταχύτητας από στιγμή σε 
στιγμή. Η θεώρηση μόνιμης ροής για τυρβώδη ροή οδηγεί στη 
συνακόλουθη θεώρηση τάσεων τύρβης.



Κριτήριο στρωτούς η τυρβώδους ροής
Ορίζεται με διακυμάνσεις…



Ορισμός: ως l= 4 R  (συμβατό με Darcy –Weisbach)
Κριτήριο στρωτής ροής

V 4R
Re 2000

v
 

Ορισμός: ως l=  R  (συμβατό με Darcy –Weisbach)
Κριτήριο στρωτής ροής

V R
Re 750,

v


 

Ορισμός: ως l=  R  (συμβατό με Darcy –Weisbach)
Κριτήριο τυρβώδους ροής ροής
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Στην πράξη (πλην 
εργαστηρίου) οι ροές 

είναι τυρβώδεις



Επομένως η ροή 
είναι τυρβώδης

(Εlger et al., 2014)



ΘΕΩΡΙΑ





Μη υδροστατική κατανομή της πίεσης σε  κυρτές επιφάνειες ανοικτών 
αγωγών



Ομοιόμορφη ροή

Ομοιόμορφη ροή:   όταν  η μεταβολή της ταχύτητας ίδια σε οποιαδήποτε επιλεχθείσα 
διεύθυνση, s

Στους αγωγούς (επαφή με στερεά τοιχώματα) μπορεί να επεκταθεί θεωρώντας μόνο αν η 
μέση ταχύτητα για ίδιες διατομές παραμένει η ίδια .
(Streeter et al., 2010)
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Μη ομοιόμορφη ροή





Στο παρακάτω σχήμα λαμβάνει χώρα:
1. Ομοιόμορφη ροή
2. Βαθμιαία μεταβαλλόμενη ροή
3. Ταχέως μεταβαλλόμενη ροή
4. Βαθμιαία μεταβαλλόμενη ροή
5. Ομοιόμορφη ροή
Η ροή είναι μόνιμη

Ομοιόμορφη ροή:  σταθερό βάθος ροής 
(άρα και ταχύτητα)

Βραδέως μεταβαλλόμενη ροή:  
χαρακτηρίζεται από αργή μεταβολή προφίλ 

(«ημί-ομοιόμορφη ροή»)
Ταχέως μεταβαλλόμενο προφίλ της 
ελεύθερης  επιφανείας στη ταχέως 

μεταβαλλόμενη ροή







ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΡΟΗ



• Με βάση την κλίση  S0 = 0.0007.

• Oμοιόμορφη ροή: Σταθερό βάθος ροής

• Ισορροπία οριζόντιας συνιστώσας του βάρους 
με τη δύναμη τριβής: Μαnning

• Eφαρμοσμένο μάθημα: Επίλυση με πίνακες

• Έλεγχος: ροή υποκρίσιμη

θέμα



Προσέγγιση (Μόνιμη) Ομοιόμορφης 
ροής

Προϋποθέσεις

• Ισορροπία δυνάμεων

• Μη μεταβολή της διατομής

• Μη μεταβολή της τραχύτητας των στερεών 
ορίων



Ομοιόμορφη                                                                         ανομοιόμορφη ροή



Για σταθερή διατομή αυτό ισχύει όταν:



Προσέγγιση (Μόνιμη) Ομοιόμορφης 
ροής

Προϋποθέσεις

• Ισορροπία δυνάμεων

• Μη μεταβολή της διατομής

• Μη μεταβολή της τραχύτητας των στερεών 
ορίων



Μόνιμη Ομοιόμορφη ροή, κλειστοί αγωγοί: Διατήρηση της ορμής σε κυκλικό αγωγό
υπό πίεση με μόνιμη ροή, σταθερή διατομή → σταθερή ταχύτητα (άρα για σταθερή
διατομή έχω ομοιόμορφη ροή), β’ νόμος του Νέυτωνα → άθροισμα δυνάμεων
μηδέν, ισορροπία μεταξύ των δυνάμεων πιέσεως και βάρους με τη δύναμη
αντίσταση λόγω τριβής (για οριζόντιο αγωγό ισορροπία μεταξύ δυνάμεων τριβής και
πιέσεως

Μόνιμη Ομοιόμορφη ροή, ανοικτοί αγωγοί: Ομοιόμορφη ροή όταν το ύψος ροής
παραμένει σταθερό που είναι ταυτόσημο με τη θεώρηση σταθερής ταχύτητας → β’
νόμος του Νέυτωνα → άθροισμα δυνάμεων μηδέν, ισορροπία μεταξύ της οριζόντιας
συνιστώσας του βάρους με τη δύναμη αντίσταση στη ροή λόγω τριβής

Εφόσον το ύψος ροής παραμένει το 
ίδιο (κανονικό βάθος ροής) και για 
υδροστατική κατανομή της πίεσης , 

οι δυνάμεις πίεσης στον όγκο 
ελέγχου αλληλοεξουδετερώνονται

Απειροστός όγκος ελέγχου, η 
πίεση σταθερή σε όλο το ύψος 
της διατομής , διαφέρει κατά 
τον άξονα της ροής από θέση 

σε θέση



Διατμητική τάση, ανοικτή αγωγοί, ομοιόμορφη ροή

Σχόλιο:
Όλη η 

βρεχόμενη 
περίμετρος 

συνυπολογίζετ
αι κατά τον 

προσδιορισμό 
της δύναμης 
λόγο τριβών



Ακόμη και αν η 
ροή είναι 

μόνιμη υπάρχει 
συνισταμένη 
δύναμη που 

προκαλεί 
χωρική 

διαφοροποίηση 
της ροής





Εξίσωση Manning: από ισορροπία 
δυνάμεων και… 



Διατμητική τάση, ανοικτή αγωγοί, ομοιόμορφη ροή

Σχόλιο:
Όλη η βρεχόμενη 

περίμετρος 
συνυπολογίζεται 

κατά τον 
προσδιορισμό 
της δύναμης 
λόγο τριβών

Σούλης, 2014





• Ισχύει:

• Επομένως
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Διατμητική τάση στο πυθμένα ανάλογη 
του τετραγώνου της ταχύτητας



• Ταχύτητα ροής:
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• Ο Manning, 1891 πρότεινε για την σταθερά 
του Chezy:

• Oπότε η εξίσωση του Chezy θα γίνει τότε:

1
6R

C
n





Τσακίρης, 2015









Μεταβολή της γραμμής ενέργειας σε 
ομοιόμορφη ροή σε ανοικτούς 

αγωγούς
Ομοιόμορφη ροή: στον άξονα της ροής σταθερή ταχύτητα και βάθος 
ροής

V y
0, 0

x x

 
 

 

Εξ. Ενέργειας: Παραγώγιση όρων ενέργειας κατά τη διεύθυνση της ροής, x

2 2
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V V z y z
z y S 0

x 2g x 2g x x x

       
           

       

Ομοιόμορφη ροή → κλίση γραμμής ενέργειας = κλίση πυθμένα = 
κλίση ελεύθερης επιφάνειας
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Μεταβολή της ελευθερης επιφάνειας
ομοίως 

Ομοιόμορφη ροή: στον άξονα της ροής σταθερή ταχύτητα και βάθος 
ροής

V y
0, 0

x x

 
 

 

Εξ. Ενέργειας: Παραγώγιση όρων ενέργειας κατά τη διεύθυνση της ροής, x

  0

z y z
z y S 0

x x x x

   
      

   

Ομοιόμορφη ροή → κλίση γραμμής ενέργειας = κλίση πυθμένα = 
κλίση ελεύθερης επιφάνειας





Καλησπέρα,
Κάναμε εξετάσεις στην υδροπληροφορική (προπτυχιακό)?
Μήπως αν δεν κάναμε να βγάλουμε μία  ημερομηνία, δεν πιστεύω θα είναι πολλοί.
Με εκτίμηση
Μ.







Επίλυση με πίνακες τραπεζοειδής 
διατομή (1)
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Συνάρτηση μόνο των 
γεωμετρικών στοιχείων



Επίλυση με πίνακες τραπεζοειδής 
διατομή (2)

• Επίλυση με πίνακες, βάθος ομοιόμορφης 
ροής, δοκιμή για διάφορα πλάτη

θέμα
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θέμα





ΓΙΑΤΙ ΜΕ ΠΙΝΑΚΕΣ?
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Διάγραμμα



Εναλλακτικά, προσεγγιστικές σχέσεις 
από διεθνή βιβλιογραφία



Επιλογή διατομής



ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΤΡΑΧΥΤΗΤΑ



Χρυσάνθου, 2014

Ποτάμια υδραυλική



λ=f 
(συμβολισμός)





πετρώμτατα



Προσδιορισμός 
n σε φυσικά 

υδατορέματα



Πρίνος, 2014

















θέμα
Κατασκευαστικό: περιθώριο ασφαλείας σε αγωγούς τραπεζοειδούς 
διατομής



θέμα

Κατασκευαστικό, Μπέλλος, 2009. Υδραυλική επίλυση: Πάντα η εσωτερική διατομή



Εύρεση μέσης κλίσης με γραμμική 
παλινδρόμηση

Κλίση ευθείας 0.007, 
επίλυση

θέμα



θέμα



ΚΛΙΣΗ ΦΥΣΙΚΟΥ ΕΔΑΦΟΥΣ ΕΚΤΙΜΗΣΗ 
ΜΕ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ



• Η ανάλυση της γραμμικής παλινδρόμησης 
μοντελοποιήση της σχέσης μεταξύ των 
ανεξάρτητων μεταβλητών με την εξαρτημένη 
μεταβλητή σε μία γραμμική σχέση. 

• Τα λαμβανόμενα δεδομένα είναι ανεξάρτητες 
μεταβλητές και το εξαγόμενο του μοντέλου 
της παλινδρόμησης θα πρέπει να προσεγγίζει 
τα λαμβανόμενα εξαγόμενα σύμφωνα με 
κριτήρια που ορίζει ο αναλυτής.



Πυρήνας μεθόδου:  Βελτιστοποίηση χωρίς 
περιορισμούς

Ανάλυση ισχύος της ανάλυσης με βάση τη στατιστική 
και γενίκευση των αποτελεσμάτων

Βασική μέθοδος:  Βελτιστοποίηση χωρίς 
περιορισμούς
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Επιλογή γραμμής παλινδρόμησης

• Σφάλμα κατακόρυφη 
απόσταση= (Y –Y’)

– Θετικό ή αρνητικό

• Γραμμή 
παλινδρόμησης,

Y’ = α + β X,  

ώστε

∑(Y- Y’)2, ελάχιστο
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Επιλογή γραμμής παλινδρόμησης

• Σφάλμα κατακόρυφη 
απόσταση= (Y –Y’)

– Θετικό ή αρνητικό

• Γραμμή παλινδρόμησης,

Y’ = α + β X

• Βέλτιστη γραμμική λύση 
όταν τα α και β 
ελαχιστοποιούν το 
άθροισμα των τετραγώνων 
του σφάλματος ∑(Y- Y’)2

Θετική κατακόρυφη 
απόσταση

Αρνητική 
κατακόρυφη 
απόσταση
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Ανάλυση ισχύος της ανάλυσης 
με βάση τη στατιστική και 

γενίκευση των αποτελεσμάτων
Βασική μέθοδος:  

Βελτιστοποίηση χωρίς 
περιορισμούς
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Ελαχιστοποίηση: η μερική παράγωγος του ∑(Y- Y’)2 ως προς α 
και β είναι μηδέν



θέμα

β

α

Βαθμονόμηση των άγνωστων παραμέτρων α και β για την βέλτιστη 
προσαρμογή μεταξύ των υπολογισμένων εξαγόμενων Υ’ και των 
παρατηρημένων εξαγόμενων Υ

Η κλίση β ονομάζεται συντελεστής παλινδρόμησης 



θέμα

Η Στατιστική στην Παλινδρόμηση αξιοποιείται για το υπολογισμό του 
συντελεστή γραμμικής συσχέτισης του Pearson (r) και το συντελεστή 
προσδιορισμού (R2)
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cov ariance( x, y )
r
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Συντελεστής Pearson (r) 



r

Μέτρο που αποτιμά το βαθμό 
συγκέντρωσης των σημείων του 
διαγράμματος διασποράς γύρω από 
την ευθεία της παλινδρόμησης

Μεταξύ 2 
μεταβλητών



Πολλές ανεξάρτητες 
μεταβλητές X 

(πολλαπλή γραμμική 
παλινδρόμηση)

O συντελεστής αποδοτικότητας (ή προσδιορισμού) R2 (Nash and Sutcliffe, 1970) 
ορίζεται ως η αφαίρεση από τη μονάδα του αθροίσματος της διαφοράς των 
τετραγώνων μεταξύ των υπολογισμένων και των παρατηρούμενων δεδομένων προς 
τη διασπορά των παρατηρούμενων δεομένων (Krause et al. 2005):

 

 

2

2 1

2

1

ˆ

1 1

m

i i

i e

m

yy
i

i

y y
SS

R
S

y y







   







το ολικό άθροισμα των τετραγώνων της απόστασης της 
εξαρτημένης μεταβλητής από τη μέση τιμή της. 
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όπου

η ποσότητα που μετράει την έλλειψη προσαρμογής μεταξύ 
των υπολογισμένων και παρατηρούμενων παρατηρήσεων

 
2

1

m

yy i

i

S y y


 

Ο αριθμητής του λόγου πρέπει να είναι 
σημαντικά μικρότερος από τον 

παρανομαστή



Παράδειγμα εφαρμογής



Εύρεση μέσης κλίσης με γραμμική 
παλινδρόμηση

Κλίση ευθείας 0.007, 
επίλυση

θέμα









η αδυναμία μας να κατασκευάσουμε μια ακριβή
σχέση εισάγεται άμεσα στο μοντέλο πάνω στις
ασαφείς παραμέτρους

οι συντελεστές θα πρέπει να δίνουν τέτοια
εξαγόμενα διαστήματα τιμών που θα πρέπει να
εμπεριέχουν τα λαμβανόμενα εξαγόμενα και θα
πρέπει να ελαχιστοποιούν το άθροισμα των
ημιπλατών (ακτινών) που προκύπτουν

0 1 1X .... Xj j n njA A A     (Tanaka et. al., 1987) 



Παράδειγμα Εφαρμογής 

Καμπύλη Στάθμης (H) – Παροχής (Q)

Η συσχέτιση παραμέτρων Στάθμης - Παροχής 
ποταμού συμβάλλει στον προσδιορισμό της 
Απορροής. Πραγματοποιείται μέσω 
διαγράμματος Στάθμης – Παροχής σε μια 
διατομή ενός υδατορρέματος

Καμπύλη στάθμης -παροχής

( )

,

:

log log log

b
ή έ

ό a b έ

ί

Q a H

Q a b H

  

  

 





 

  









Σταθερό n
Επομένως δεν 
ισχύει όσο πιο 

γεμάτος ο αγωγός 
τόσο μεγαλύτερη 

παροχή

Μετά από αυτό το 
λόγο η βρεχόμενη 

περίμετρος 
αυξάνεται πιο 

γρήγορα από την 
επιφάνεια



• Κυκλικοί αγωγοί μερικής πλήρωσης

• Ομοιόμορφη ροή

• Διαγραμματική επίλυση

• Διάκριση σε αγωγούς αποχέτευσης ομβρίων
και ακαθάρτων (σήμερα προτιμάται 
ξεχωριστό σύστημα όχι μεικτό (παντοροϊκό)

• Περιοριστικές διατάξεις



Πλήρης διατομή

Σχόλιο: Η πλήρης διατομή είναι ανεπιθύμητη, χρησιμοποιείται για την διαγραμματική 

επίλυση



Διαγραμματική επίλυση για 

αγωγούς μερικής πλήρωσης



Πίνακας 1: Σχέσεις γεωμετρικών χαρακτηριστικών ροής σε αγωγό κυκλικής διατομής μερικής πλήρωσης.



Σύνθετες διατομές

• Πλημμύρες σε φυσικά υδατορεύματα: κύρια κοίτη δεν 
επαρκεί για τη διερχόμενη παροχή

• Μεταβλητός συντελεστής n
• Πλημμύρικες κοίτες: μεγάλη τραχύτητα n, μεγαλύτερο 

πλάτος, μικρότερο βάθος σε σχέση με την κύρια κοίτη.
• Ανάπτυξη σημαντικών δυνάμεων εσωτερικής τριβής στις 

διεπιφάνειες μεταξύ των τμημάτων με  μεταφορά ορμής 
που επιταχύνει τις ακραίες διατομές και επιβραδύνει την 
κύρια κοίτη. Συνακόλουθα αναπτύσομται στροβιλισμοί και 
υπάρχει απώλεια ενέργειας. 

• Χρησιμοποιημένο μονοδιάστατο μοντέλο ροής για μία 
πρώτη εκτίμηση



Σύνθετες διατομές 

• Μεταβλητό n, 2 μέθοδοι επίλυσης

• Α΄ μέθοδος, «ισοδύναμος n” ενιαία διατομή 
υποεκτίμιση της παροχής, π.χ. 

• Μέθοδοι σύνθετων διατομών



Σύνθετες διατομές 
• Α΄ μέθοδος, «ισοδύναμος n” ή ενιαίου 

αγωγού π.χ.

Πρίνος, 2014



Παπανικολάου, 2009

Όπου J 
είναι η So 

κλιση
πυθμένα



Πρίνος, 2014



• Ομαλή κλίση στην πλημμυρική κοίτη μεγάλη 
αύξηση της περιμέτρου για αύξηση του 
εμβαδού άρα προκύπτει υποεκτίμηση της 
παροχής που μπορεί να διοχετεύσει μία 
διατομή

• Κατά Chaudhry, 1993 είναι προτιμότερη των 
άλλων:





Σύνθετες διατομές 
• β΄ μέθοδος, σύνθετης διατομής

Πρίνος, 2014



Οριζόντια διεπιφάνεια, καλ
Τα υγρά όρια μεταξύ των διατομών δεν 

λαμβάνονται υπόψη στην περίμετρο



Τα υγρά όρια μεταξύ 
των διατομών δε 

λαμβάνονται υπόψη 
στην περίμετρο
κάθε τμήματος



Μ.Σπηλιώτη

Επ. Καθηγητής



Χρυσάνθου, 2014
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Ειδική ενέργεια

Eιδική ενέργεια για δεδομένη παροχή 

συνάρτηση του βάθους ροής

f(E, Q, y) = 0

όπου και =f’(y)
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Διάγραμμα ειδικής ενέργειας

Διάγραμμα ειδικής ενέργειας

- Es μεταβάλλεται γραμμικά με το y

- Ek μεταβάλλεται μη γραμμικά με 
το y

- για δοσμένηE: δύο συζυγή 
βάθη(y1 & y2)

- Για δεδομένη παροχή υπάρχουν 
δύο βάθη με την ίδια ειδική 
ενέργεια

-Emin : κρίσιμο βάθος



E=f(y) για δεδομένη παροχή Q

Ελάχιστη ειδική 
ενέργεια κρίσιμο 

βάθος



Κρίσιμη ροή Ορίζεται για την 
ελάχιστη ειδική 

ενέργεια

Χρυσάνθου, 2014





Κανόνας της αλυσίδας

Ελάχιστη ειδική ενέργεια: ακρότατο 
συνάρτησης Ε=y+Q2/(2gA2) = f(y)
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dA/dy=?

Στη «γειτονιά» του βάθους ροής y
Ισχύει: 

dA B dy y

dy

dA



Ελάχιστη ειδική ενέργεια: ακρότατο 
συνάρτησης Ε=y+Q2/(2gA2) = f(y)
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Τελική λύση και σχηματοποίηση του 
αριθμού Froude

2

3 3

Q Q V V
Fr

gD
g gg
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Fr

   



Το κρίσιμο 
βάθος 

εξαρτάται από 
την παροχή και 
τα γεωμετρικά 

στοιχεία της 
διατομής



Υδραυλικό βάθος D

,
V V

Fr D
gD

g


  





y

D D







• Κρίσιμη ροή

• Για δεδομένη παροχή αντιστοιχεί ένα κρίσιμο 
βάθος (ανεξάρτητα από άλλους παράγοντες 
παρά μόνο από τη γεωμετρία της διατομής)

• Tότε η ειδική ενέργεια είναι ελάχιστη
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• Κρίσιμη ροή2 2
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Έλεγχος κρίσιμης 
ροής με βάση τον 

αριθμό Fr ή το 
κρίσιμο βάθος





Περιοχές διαγράμματος ειδικής 
ενέργειας



• Συνήθως, σε δύσκολες περιπτώσεις 
ορθογωνική διατομή (π.χ. εκχειλιστή, 
υδραυλικό άλμα)

• Συνήθως οι ασκήσεις ταχέως μεταβαλλόμενης 
ροής αναφέρονται σε ορθογωνικούς αγωγούς

• Ειδική παροχή (μόνο σε ορθογωνικους
αγωγούς) , q=Q/b 



Aριθμός Froude για ορθογωνική
διατομή



Κρίσιμη ροή σε ορθογωνικές διατομές
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Mόνο για ορθογωνικές διατομές!

cb b

αντίστροφα!



ΜΟΝΟ ΓΙΑ 
ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

ΔΙΑΤΟΜΗ

Β’ τρόπος 
αντικατάσταση 

στη γενική  σχέση

3

Q

A
g

B





Έλεγχος υποκρίσιμης ροής με τις 
υπάρχουσες συνθήκες

• Εύκολος τρόπος. Απλά υπολογίζω τον αριθμό 
Fr, An Fr<1, ροή υποκρίσιμη

• Εύρεση κρίσιμου βάθους yc –όταν Fr=1 
(πολλές φορές με δοκιμές).  Αν y>yc ροή 
υποκρίσιμη





Σχεδιαστικά

• Έλεγχος κλίσης πυθμένα. Όταν το βάθος 
ομοιόμορφης ροής είναι μεγαλύτερο από το 
κρίσιμο βάθος  τότε η κλίση είναι ήπια. 

• Όταν το βάθος ομοιόμορφης ροής είναι 
μικρότερο από το κρίσιμο βάθος  τότε η 
κλίση είναι απότομη

• Όταν το βάθος ομοιόμορφης ροής είναι ίσο 
με το κρίσιμο βάθος  τότε η κλίση είναι 
κρίσιμη



Ομοιόμορφη ροή, έλεγχος κρίσιμων 
συνθηκών

• Αρχικά προσδιορίζω το κρίσιμο βάθος

• Από την εξίσωση  του Μanning υπολογίζω την κρίσιμη 
κλίση (βάθος ομοιόμορφης ροής ίσο με κρίσιμο)

• Η κρίσιμη κλίση εξαρτάται, για δεδομένη γεωμετρία 
και παροχή και από το συντελεστή Manning
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Για δεδομένη παροχή, το κρίσιμο 

βάθος εξαρτάται μόνο από τα 
γεωμετρικά στοιχεία της διατομής



•Η ροή θα είναι η κρίσιμη ή υποκρισιμη ή υπερκρίσιμη
•Η ροή μπορεί να είναι ή να μην είναι ομοιόμορφη

•Η έννοια της κρίσιμης ροής έχει ευρύτερη εφαρμογή στην 
υδραυλική των ανοικτών αγωγών από την ομοιόμορφη ροή 
(εφαρμόζεται και την ομοιόμορφη και την ανομοιόμορφη 

ροή)
• το κρίσιμο βάθος δεν εφαρμόζεται στην υδραυλική των 

κλειστών αγωγών







Κρίσιμη ροή, αδιαστατοποίηση
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Εξαρτάται 
μόνο από 

την παροχή
Και τα 

γεωμετρικά 
στοιχεία της 

διατομής



Kρίσιμη ροή, τραπεζοειδής διατομή
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Εξαρτάται 
μόνο από 

την παροχή
Και τα 

γεωμετρικά 
στοιχεία της 

διατομής

για κρίσιμη 
ροή, Fr =1



• Υπολογίζω:

• Επίλυση με πίνακες προσδιορισμός κρίσιμου 
βάθους

• Έλεγχος: θα πρέπει yn> yc (ροή υποκρίσιμη)

θέμα

5
2

0

c

Q
f

g b




Για δεδομένη παροχή και 
γεωμετρικά στοιχεία 

διατομής αντιστοιχεί ένα 
κρίσιμο βάθος



Ξανά («εικονικός» έλεγχος κρίσιμης 
ροής υπέρ της ασφάλειας)

Υπόθεση 
υπερ της 

ασφάλειας 
(εικονικό)

θέμα



Διερεύνηση: πότε η ροή είναι και κρίσιμη και 
ομοιόμορφη?

Υπέρ της ασφαλείας:  
Για δεδομένη παροχή ποια είναι η κρίσιμη κλίση?

για δεδομένη κλίση σε ποια παροχή το  βάθος ροής 
είναι κρίσιμο?







Κρίσιμη ροή & ομοιόμορφη ροή
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Απαλοιφή παροχής
Συνάρτηση της 

κλίσης



Α.  Επιπλέον έλεγχος. Για ποια παροχή η κλίση είναι 
μεταβατική?

(ομοιόμορφη ροή + κρίσιμη ροή)



Επιπλέον έλεγχος, κρίσιμης κλίσης

Η  κρίσιμη  κλίση 
εξαρτάται από την παροχή, 

τη διατομή αλλά και το 
συντελεστή Manning θέμα





• Β.  Επιπλέον έλεγχος. Έστω ότι για τη πραγματική παροχή το 
βάθος ομοιόμορφης ροής είναι το κρίσιμο. Σε ποια κλίση 

αντιστοιχεί αυτό το φαινόμενο?

• (ομοιόμορφη ροή + κρίσιμη ροή)



(βαδίζω αντίστροφα…)





ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗ 
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Γενίκευση για διάφορες διατομές 
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Ειδική ενέργεια-ορθογωνική διατομή



ΧΩΜΑΤΟΥΡΓΙΚΑ



θέμα

Χ



θέμα

ΧY



Επιφάνειες εκσκαφής και επίχωσης

Εκφώνη
ση

θέμα



.

θέμα

Από θέμα σε 
θέμα αλλάζει Υ 

& bc





0 200 500 700 1000

19.731 19.591 19.381 19.241 19.031

θέμα



Πρώτη διόρθωση

21.3545-1.6235=19.731
Αν  το φυσικό έδαφος είχε την κλίση της 

παλινδρόμησης θα είχαμε τελειώσει

Αυτό όμως δεν ισχύει. Κάνω ισοζύγιο 
χωματουργικών και προχωρώ στην επομένη 

διόρθωση θέμα



Σε σχέση με 
τον 

«εικονικό» 
πυθμένα 

της 
παλινδρόμη

σης

θέμα

Vk = 
(Εκ1+Εκ2)/2

*L



Άρα για βάθος εκσκαφής 1.6235 μπορώ να δεχθώ μία μικρή διόρθωση, η 
εξίσωση ισχύει για τιμές του ΔΧ, μικρές ώστε να είμαστε στη γειτονιά του 
1.6235 (βλπ. Θεώρημα Taylor)

θέμα



Θα μπορούσα να συνεχίσω το 
αποτέλεσμα όμως είναι ικανοποιητικό

Μειώνω παντού το 
βάθος εκσκαφής, 

+0.07η κλίση πρέπει 
να παραμείνει η ίδια 

αλλιώς  πρέπει να 
κάνω νέα υδραυλική 

επίλυση

θέμα



Τελικά

θέμα

ΑΒ

Χ 0 200 500 700 1000 1150

ΠΑΛ-ΕΚΣΚΑΦΗ 19.801 19.661 19.451 19.311 19.101 18.996

ΦΥΣΙΚΟ ΕΔΑΦΟΣ 21 21.6 21.2 20.6 20.8 20.4

ΒΑΘΟΣ ΕΚΣΚΑΦΗΣ 1.20 1.94 1.75 1.29 1.70 1.40

Εκσκαφή: 1.6235 – 0.07 
= 1.5535

Χ 0 200 500 700 1000 1150

ΠΑΛ-ΕΚΣΚΑΦΗ 19.801 19.661 19.451 19.311 19.101 18.996

ΦΥΣΙΚΟ ΕΔΑΦΟΣ 21 21.6 21.2 20.6 20.8 20.4

ΒΑΘΟΣ ΕΚΣΚΑΦΗΣ 1.20 1.94 1.75 1.29 1.70 1.40



Έλεγχος στάθμης του νερού κατάντη 
(Δ) σε σχέση με το φυσικό έδαφος

Ελέγχω τη στάθμη του 
ύδατος θέμα



ΘΕΩΡΙΑ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΒΑΘΟΥΣ
MORE...



Θεωρία κρίσιμου βάθους και προφίλ 
επιφανείας

• Το διάγραμμα ειδικής ενέργειας θα χρησιμοποιηθεί  
για να κατασκευασθεί το προφίλ της επιφανείας του 
νερού

• Δεν υπάρχει διατήρηση της ειδικής ενέργειας αλλά της 
ενέργειας. Μόνο για οριζόντιο αγωγό και μηδενικές 
απώλειες ενέργειας η ειδική ενέργεια είναι σταθερή

• Για μία πλήρη λύση ελέγχω αρχικά το είδος της ροής

• Συνήθως χρησιμοποιείται σε μικρές διαφορές 
συναρμογής. Θωρώ αμελητέες απώλειες ενέργειας. Η 
ειδική ενέργεια ακολουθεί το ανάγλυφο του πυθμένα:



Ειδική ενέργεια



Ειδική ενέργεια
Διάγραμμα για 
σταθερή παροχή και
διατομή (σχέση 
παροχής ταχύτητας ως 
συνάρτηση του 
υδραυλικού βάθους)
Περίπου ομοιόμορφη 
κατανομή ταχύτητας

Ελάχιστη τιμή: κρίσιμη 
ροή

Σε όλες τις άλλες 
περιπτώσεις για κάθε 
ειδική ενέργεια 
υπάρχουν δύο 
εναλλακτά βάθη ροής

y E y 



Υπάρχει διατήρηση ενέργειας

• Πτωτική λόγω απωλειών, Η=z+y+V^2/2g

• Η ειδική ενέργεια E=y+V^2/2g μπορεί να 
μειώνεται να αυξάνεται ή να παραμένει 
σταθερή (π.χ. ομοιόμορφη ροή)

• Δεν υπάρχει αρχή διατήρησης ειδικής 
ενέργειας

Περίπτωση αύξησης ειδικής ενέργειας



Ανοικτοί αγωγοί: Διατήρηση της 
ενέργειας

2g

V2

1
1

2g

V2

2
2

xSo

2y

1y

x

L fh S x= D
______ 
Γ.Ε.

_______

Ύψος ταχύτητας

Κλίση πυθμένα (So) όχι απαραίτητη ίση με την κλίση της γραμμής ενέργειας (Sf)

Π.Γ

Ενέργεια



Διατήρηση της ενέργειας
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Τυρβώδη ροή (  1)
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Ενεργειακή σχέση ανοικτών αγωγών
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Ειδική ενέργεια για αμελητέες 
απώλειες ενέργειας
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q = 5.5 m2/s
y1 = ΓΝ→
y2 = γν



12-211

Αύξηση z πυθμένα

Θεωρείστε ανάντη υποκρίσιμη ροή  & αρχική 
E1 γνωστή

∆z αφαιρείτε , μηδενικές απώλειες, E στη θέση 
(2) μειώνεται:
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Για υπορκρίσιμη ροή ανάντη, το 
βάθος ροής κατάντη μειώνεται!!
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Θεωρείστε ανάντη υπερκρίσιμη ροή  & αρχική 
E1 γνωστή

∆z αφαιρείτε , μηδενικές απώλειες, E στη θέση 
(2) μειώνεται:
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Για υπερκρίσιμη ροή ανάντη, το 
βάθος ροής κατάντη αυξάνεται!!





Η ροή ανάντη και στο εμπόδιο θα είναι 
υποκρίσιμη παντού ή υπερκρίσιμη παντού, το 
πολύ να φτάσει το κρίσιμο βάθος για μεγάλο 
ύψος εμποδίου. Διαφορετικά περίπτωση για 
μεγαλύτερο ύψος εμποδίου περίπτωση  ©



Άσκηση



Κρίσιμη ροή



Αρχή διατ. ενέργειας





Κατασκευή καμπύλης




