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ARMA, ARIMA (θεωρία και εφαρμογές)



Μη αιτιατά υποδείγματα πρόβλεψης
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 Πρόβλεψη αποκλειστικά  με βάση τις 
προηγούμενες τιμές:

 Καθοριστικά υποδείγματα:  ο τυχαίος παράγοντας 
εμφανίζεται ως κατάλοιπο λάθους (πρώτη εφαρμογή)

 Στοχαστικά υποδείγματα: Τυχαίος παράγοντας 
αποτελεί μηχανισμό μέσα από τον οποίο 
δημιουργείται η χρονοσειρά (Δημέλη, 2002)



Λευκός Θόρυβος
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 Κανένα ευκρινές σχήμα, εt

 Xρήση τυχαίων αριθμών
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Ανασκόπηση 1ου μαθήματος

• Μοντελοποίηση μονομεταβλητών χρονικών σειρών με τη χρήση του κινητού 
μέσου όρου για την εξομάλυνσή τους.

• Προσδιορισμός της τάσης με πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση και αποδόμηση 
της χρονικής σειράς σε συνιστώσες τάσης, εποχικότητας και θορύβου.

• Μοντελοποίηση των παραπάνω συνιστωσών και επανασύνθεση σε μία χρονική 
σειρά που θα χρησιμοποιηθεί για μελλοντικές προβλέψεις.  
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Ανασκόπηση 1ου μαθήματος (συνέχεια)
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• Αποσύνθεση μιας χρονικής σειράς, που παρουσιάζει την 
θερμοκρασία στο Heathrow, στις συνιστώσες της. 



Βασικές γνώσεις
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Μερικοί απλοί τελεστές

• Ένας τελεστής που χρησιμοποιείται ευρύτατα στη μελέτη των χρονικών σειρών 
είναι ο “οπισθοδρομικός” (backward shift) τελεστής (B) ο οποίος ορίζεται ως:

και γενικότερα:

• Η αντίστροφη διαδικασία υλοποιείται μέσω ενός αντίστοιχου τελεστή, του 
“πρόσω” (forward shift) τελεστή (F) που ορίζεται αντίστοιχα ως:

και γενικότερα:

όπου z1, z2, …, zt, …, zN η χρονική σειρά.
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Μερικοί απλοί τελεστές (συνέχεια)

• Ένας ακόμα τελεστής είναι ο “οπισθοδρομικός τελεστής διαφοράς” (backward 

difference operator) ο οποίος ορίζεται ως:
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Αυτοδιακύμανση

Για κ=0, τετράγωνο  
τυπική απόκλιση

γο=σy2
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ΣΤΑΣΙΜΗ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΑ



Αυτοσυσχετίσεις και μερικές αυτοσυσχετίσεις

• Η εκτίμηση της (k) τάξης υστέρησης (lag) αυτοσυσχέτισης είναι:

Για μια ικανοποιητική προσέγγιση των rk χρειάζονται τουλάχιστον N=50 παρατηρήσεις, 
όταν δεν υπάρχει εποχικότητα, και το κατάλληλο πλήθος των αυτοσυσχετίσεων είναι ≈N/4

• Η έννοια των μερικών αυτοσυσχετίσεων είναι εντελώς αντίστοιχη εκείνης που 
χρησιμοποιείται στην πολ/πλή παλινδρόμηση. Το ερώτημα της τάξης του 
αυτοπαλινδρομικού μοντέλου (το p) είναι ανάλογο προς εκείνο του πλήθους των 
ανεξάρτητων μεταβλητών.
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Μερική Αυτοσυσχέτιση
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Αυτοσυσχετίσεις και μερικές αυτοσυσχετίσεις (συνέχεια)

• Η εκτίμηση της (k) τάξης υστέρησης (lag) αυτοσυσχέτισης είναι:

• Παράδειγμα: Εκτίμηση αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης (r1) των 10 πρώτων παρατηρήσεων 
μιας χρονικής σειράς:
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Μονιμότητα χρονοσειράς
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Τρόπος 
μονιμοποίησ

ης 
χρονοσειρών



Μόνιμη χρονοσειρά (έως και ARMA)
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Μόνιμη χρονοσειρά

Εφαρμοσμένη ανάλυση υδρολογικών χρονικών σειρών

18

 Αυτοπαλίνδρομα μοντέλα, ΑR

 Μοντέλα κινητού μέσου όρου, MA

 Μεικτά ΑΡΜΑ

 Μονιμοποίηση χρονοσειρών με διαφορές
(μετάβαση στην επομένη ενότητα)



Αυτοπαλίνδρομο μοντέλο ΑR
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Το αυτοπαλινδρομικό μοντέλο

• Ένα στοχαστικό μοντέλο που αποδεικνύεται εξαιρετικά χρήσιμο στην απεικόνιση 
πλείστων περιπτώσεων χρονικών σειρών που παρουσιάζονται στην πράξη, είναι 
το λεγόμενο αυτοπαλινδρομικό μοντέλο (autoregressive model).
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όπου      είναι η απόκλιση της αντίστοιχης τιμής από τη μέση τιμή (μ), π.χ.                      .

• Η τιμή      μιας εξαρτημένης μεταβλητής συνδέεται γραμμικά με τις αντίστοιχες 
τιμές p ανεξάρτητων μεταβλητών και ενός όρου σφάλματος αt.



Το αυτοπαλινδρομικό μοντέλο (συνέχεια)

• Αν θεωρηθεί ο αυτοπαλινδρομικός τελεστής τάξης p που ορίζεται ως:

τότε το αυτοπαλινδρομικό μοντέλο μπορεί συνεπτυγμένα να γραφεί ως:

και είναι ισοδύναμο με:

από τα προηγούμενα
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Έχοντας αφαιρέσει 
το μέσο όρο (όπως 
συμβαίνει δεν θα 
εμφανιστεί ο όρος 

δ
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Λουκάς, 2015

Δεν το πολυχρησιμοποιούμε, 
συνήθως αφαιρούμε το μέσο όρο 
και πάμε στο παρακάτω μοντέλο
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Αυτοπαλίνδρομα μοντέλα 
Εξ. Yule-Walker
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(μόνο σε) Αυτοπαλίνδρομα μοντέλα 
Εξ. Yule-Walker (2)
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Σχόλιο

Εφαρμοσμένη ανάλυση υδρολογικών χρονικών σειρών

28

 Ο λευκός θόρυβος έχει μέσο όρο μηδέν αλλά 
τυπική απόκλιση που εξαρτάται από τη διασπορά 
της στάσιμης χρονοσειράς

 Για παράδειγμα σε ΑR(1) ισχύει:



Πιο γενική απόδειξη τυπική απόκλιση 
σε αυτοπαλίνδρομα μοντέλα

Εφαρμοσμένη ανάλυση υδρολογικών χρονικών σειρών

29



Τυπική απόκλιση λευκού θορύβου
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Aυτοπαλίνδρομα μοντέλα πρώτης τάξεως
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Aυτοπαλίνδρομα μοντέλα πρώτης 
τάξεως
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Μιμίκου, επαλήθευση με χρήση 
τυχαίων αριθμών
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Fiering, πάνω σε αυτοπαίνδρομα μοντέλα, 
διάλλειμα, χρήση τυχαίων αριθμών
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Για ετήσια μεγέθη
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Χρήση τυχαίων 
αριθμών



Ετήσιες χρονοσειρές
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Πρόβλεψη με 
τυχαίους αριθμούς



Μηνιαίες χρονοσειρές
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Πρόβλεψη με 
τυχαίους αριθμούς

Όχι ακριβώς AR



Μοντέλα κινητού μέσου όρου

38

Εφαρμοσμένη ανάλυση υδρολογικών χρονικών σειρών



Το μοντέλο κινητού μέσου όρου

• Ένα άλλο ιδιαίτερα πρακτικού ενδιαφέροντος μοντέλο για διάφορες χρονικές 
σειρές της πράξης είναι το μοντέλο που απεικονίζει τη σειρά μέσα από μια 
πεπερασμένη ακολουθία (q) προηγούμενων τιμών λευκών θορύβων (αt).

• Η έκφραση της μορφής

καλείται διαδικασία κινητού μέσου όρου (q) τάξης.

• Αν όπως και προηγουμένως οριστεί ένας κινητού μέσου όρου τελεστής τάξης (q):

τότε το αντίστοιχο μοντέλο μπορεί να γραφεί ως: 
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Δεν το πολυχρησιμοποιούμε, 
συνήθως αφαιρούμε το μέσο όρο 
και πάμε στο παρακάτω μοντέλο
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Συμπεριφορές
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ARMA

Μικτά αυτοπαλινδρομικά – κινητού μέσου 
όρου μοντέλα
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Μικτά αυτοπαλινδρομικά – κινητού μέσου όρου μοντέλα

• Προκειμένου να επιτευχθεί μεγαλύτερη ευελιξία στην προσαρμογή των 
παρατηρούμενων χρονικών σειρών είναι μερικές φορές σκόπιμο να περιληφθούν 
τόσο αυτοπαλινδρομικοί, όσο και κινητού μέσου όρου παράγοντες στο μοντέλο, 
ταυτόχρονα:

ή ισοδύναμα:

• Στην πράξη αποδεικνύεται ότι η παρουσίαση μόνιμων (stationary) χρονικών 
σειρών είτε με αυτοπαλινδρομικά μοντέλα μόνο, είτε κινητού μέσου όρου, είτε 
μικτής μορφής γίνεται με μοντέλα όπου τα (p) και (q) σπάνια είναι μεγαλύτερα 
του 2.
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Σχόλιο:

Εφαρμοσμένη ανάλυση υδρολογικών χρονικών σειρών

47

 Σε μοντέλα ARMA, κατά τη συνήθη μορφή, χωρίς 
σταθερούς όρους πρέπει να έχω στάσιμες 
χρονοσειρές, συνήθως θεωρώ ότι επιτυγχάνεται 
αφαιρώντας το μέσο όσο (και διαιρώντας με την 
τυπική απόκλιση πολλές φορές). Επομένως δεν 
θεωρώ τις «πραγματικές χρονοσειρές» αλλά 
αφαιρώντας το μέσο όρο κλπ.

 Σε μοντέλα ΑΡΙΜΑ η μονιμοποίηση επιτυγχάνεται 
με τη d τάξεως διαφορά



ARMA

• Στην στατιστική ανάλυση χρονικών σειρών το αυτοπαλινδρομικό κινητού μέσου 
όρου μοντέλο (AutoRegressive Moving Average - ARMA) παρέχει την περιγραφή 
μίας μόνιμης (stationary) στοχαστικής διαδικασίας.

• Για μία δεδομένη χρονική σειρά, ένα μοντέλο ARMA αποτελεί εργαλείο για την 
κατανόηση της σειράς και ενδεχομένως για την πρόβλεψη μελλοντικών τιμών.  

• Το μοντέλο ARMA πρωτοεμφανίστηκε από τον Whittle (1951) και έγινε ευρέως 
γνωστό από τους Box and Jenkins (1970). 

• Το  ARMA αποτελείται από δύο πολυώνυμα, ένα για την αυτοπαλινδρόμηση
(AR) και ένα για τον κινητό μέσο όρο (MA).

• Το μοντέλο συνήθως αναφέρεται ως ARMA (p,q), όπου p είναι η τάξη της 
αυτοπαλινδρόμησης και q η τάξη του κινητού μέσου όρου. 
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Whittle, P. (1951). Hypothesis Testing in Time Series Analysis. Almquist and Wicksell.

Box, George and Jenkins, Gwilym (1970) Time series analysis: Forecasting and control, San Francisco: Holden-Day.



ARIMA
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ARIMA (μετάβαση στην επομένη ενότητα)

• Ένα μοντέλο ARMA(p,q) μπορεί να εφαρμοστεί σε μία χρονική σειρά που 
χαρακτηρίζεται ως στάσιμη.

• Σχεδόν πάντα οι φυσικές χρονικές σειρές παρουσιάζουν μία αξιόλογη τάση, 
περιοδικότητα ή και τα δύο.

• Η απομάκρυνσή τους επιτυγχάνεται λαμβάνοντας τις διαδοχικές διαφορές της 
χρονικής σειρά (d) 1ης, 2ης ή 3ης τάξης, μέχρι, δηλαδή, η χρονική σειρά να είναι 
κατά προσέγγιση στάσιμη (να μην εμφανίζει δηλαδή αξιόλογη τάση και 
περιοδικότητα). ΑRΙΜΑ(p,d,q)
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