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Παράδειγμα  8.4:      Επίλυση     κλειστού     δικτύου     με     τη    μέθοδο Newton-Raphson  και  με  επίλυση  των  Q-εξισώσεων.

Το  δίκτυο  του  σχήματος  αποτελείται   από  δύο  κλειστούς   βρόχους. Τα  μήκη  των  σωλήνων  1,   2,   4  και   5  είναι  500  m, ενώ  τα  μήκη  των σωλήνων   3,    6   και   7   είναι    1000   m.    Οι   διάμετροι   των   σωλήνων δίνονται  παρακάτω:



       σωλήνας
                          διάμετρος

m
1
0.280

2 0.225

3 0.200

4 0.125

5 0.110

6
0.200

7
0.225

Η τραχύτητα των σωλήνων είναι k=0.03 mm. Ο αντίστοιχος συντελεστής των Hazen-Williams για όλους τους αγωγούς είναι C=140. Το κινηματικό ιξώδες του νερού για θερμοκρασία 10 oC είναι ν = 1.31x10-6 m2/s. Δίνονται, επίσης, οι παροχές κατανάλωσης των κόμβων καθώς και η παροχή εισόδου στο δίκτυο η οποία είναι ίση με τη συνολική κατανάλωση. Να υπολογιστούν οι παροχές των αγωγών με τη μέθοδο Newton-Raphson και με επίλυση των  Q-εξισώσεων.

Λύση
Γίνεται   πρώτα   μια  αρχική   κατανομή   των   παροχών   στους   σωλήνες έτσι,      ώστε     να     ικανοποιείται     η     εξίσωση     της     συνέχειας. Χρησιμοποιώντας     τη     μέθοδο     των     Hazen-Williams     για     τον υπολογισμό    των    απωλειών    σε    κάθε    σωλήνα,    το    άθροισμα    των απωλειών  κατά  μήκος  του  βρόχου  1  είναι:
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Το  άθροισμα  των  απωλειών  μπορεί, επίσης,  να  γραφεί  ως  εξής:
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Το   άθροισμα     των  απωλειών   ενέργειας   κατά   μήκος   του   βρόχου  2 είναι:
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Εφαρμόζοντας διορθωτικές παροχές ΔQ1  και ΔQ2  στους δύο βρόχους του δικτύου αντίστοιχα έχουμε:
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[image: image14.wmf]
Ο στόχος είναι να υπολογιστούν οι τιμές των διορθωτικών  παροχών ΔQ1  και ΔQ2  έτσι, ώστε οι απώλειες κατά μήκος των δύο βρόχων να μηδενιστούν, δηλαδή θα πρέπει να ισχύει:
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   Το  παραπάνω σύστημα  των  δύο  εξισώσεων  με  άγνωστους  τις  διορθωτικές παροχές  είναι  μη γραμμικό  και  δεν  μπορεί  να λυθεί  κατευθείαν  για τον  υπολογισμό  των αγνώστων.  Για  την  επίλυσή του  χρησιμοποιείται  η μέθοδος Newton-Raphson,  όπως  περιγράφεται  στη θεωρία.  Μετά  την εφαρμογή  της μεθόδου, έχουμε  προς  επίλυση  το παρακάτω σύστημα :
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 Το  σύστημα αυτό  είναι  γραμμικό  και γίνεται εύκολα. Υπολογίζουμε  πρώτα  τις  παραγώγους  των  συναρτήσεων F.  Είναι: 
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Παρακάτω δίνεται αναλυτικά η παραγώγιση του πρώτου όρου, για να γίνει κατανοητός ο τρόπος παραγώγισης. Έστω ότι ισχύει:
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οπότε έχουμε:
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Τελικά, οι συντελεστές του συστήματος είναι:
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 Μετά  τον πλήρη  καθορισμό  του  συστήματος, αρχίζουν  οι  αριθμητικοί  υπολογισμοί.  Επιλέγονται  οι αρχικές τιμές  των παροχών  των αγωγών  οι  οποίες πρέπει  να εκπληρώνουν  την εξίσωση  της  συνέχειας σε  κάθε    κόμβο.  Στο παράδειγμα  αυτό που δόθηκαν   στις αρχικές παροχές  οι παρακάτω τιμές: 

Q1 = 0.150 m3/sec

Q2= 0.145 m3/sec

Q3 = 0.135 m3/sec

Q4 = 0.100 m3/sec

Q5 = 0.050 m3/sec

Q6 = 0.020 m3/sec
Q7 = 0.010 m3/sec
 Αυτή η αρχική  κατανομή των παροχών  φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 
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Κατόπιν, υπολογίζονται  οι αντιστάσεις των  αγωγών από την εξίσωση 
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 Για  παράδειγμα η  αντίσταση   του αγωγού 1 είναι 
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Συνολικά έχουμε
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Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι συντελεστές των αγνώστων. Για παράδειγμα ο συντελεστής 
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Συνολικά έχουμε
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To  σύστημα  των  εξισώσεων  γίνεται

4155.72ΔQ1 - 59.19ΔQ2  = -112.74

-  59.19ΔQ1   +  4997.46ΔQ2 = - 292.22

Μετά  την  επίλυση  του  συστήματος  έχουμε

ΔQ1 = -  0.027967  m3/sec

ΔQ2  = -  0.058804  m3/sec

Οι  νέες  τιμές  των  παροχών  είναι

Q1    =  0.150  +  (-  0.027967)  =  0.12203

Q2   =  0.145  +  (-  0.058804)  =  0.08620

Q3    =  0.135  +  (-  0.058804)  =  0.07620

Q4   =  0.100  +  (-  0.058804)  =  0.04120

Q5   =  0.050  +  (-  0.027967)  =  0.02203

Q6  =  0.020  +  (-  0.027967)  =  -  0.00797

Q7   =  0.010  -  (-  0.027967)  +  (-  0.058804)  =  -  0.02084

Κατόπιν, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές του συστήματος θεωρώντας ως αρχικές παροχές αυτές που υπολογίστηκαν στο πρώτο βήμα και επιλύεται και πάλι το σύστημα. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρις, ότου οι διορθωτικές παροχές γίνουν πολύ μικρές. Όλες οι τιμές των ενδιάμεσων παροχών και των διορθωτικών παροχών  φαίνονται  στον  παρακάτω  πίνακα:

	Q1
	Q2
	Q3
	Q4
	Q5
	Q6
	Q7

	0.15000
	0.14500
	0.13500
	0.10000
	0.05000
	0.02000
	0.01000

	
	
	ΔQ1
	
	ΔQ2
	
	

	
	
	-0.027967
	
	-0.058804
	
	

	0.12203
	0.08620
	0.07620
	0.04120
	0.02203
	-0.00797
	-0.02084

	
	
	-0.014749
	
	-0.027448
	
	

	0.10728
	0.05875
	0.04875
	0.01375
	0.00728
	-0.02272
	-0.03354

	
	
	-0.008371
	
	-0.013244
	
	

	0.09891
	0.04550
	0.03550
	0.00050
	-0.00109
	-0.03109
	-0.03841

	
	
	-0.006947
	
	-0.009341
	
	

	0.09197
	0.03616
	0.02616
	0.00884
	-0.00803
	-0.03803
	-0.04080

	
	
	0.002082
	
	0.001880
	
	

	0.09405
	0.03804
	0.02804
	-0.00696
	-0.00595
	-0.03595
	-0.04101

	
	
	0.000186
	
	0.00108
	
	

	0.09423
	0.03815
	0.02815
	-0.00685
	-0.00577
	-0.03577
	-0.04108

	
	
	0.000001
	
	0.000001
	
	

	0.09424
	0.03815
	0.02815
	-0.00685
	-0.00576
	-0.03576
	-0.04108

	
	
	0.000000
	
	0.000000
	
	

	0.09424
	0.03815
	0.02815
	-0.00685
	-0.00576
	-0.03576
	-0.04108


Οι  τελικές  παροχές  των  αγωγών  είναι:

Q1  =  0.09424  m3 /sec  =  94.24  1/sec

Q2  =  0.03815  m3/sec  =  38.15  1/sec

Q3  =  0.02815  m3/sec  =  28.15  1/sec

Q4 =  -  0.00685  m3/sec  =-6.85  1/sec

Q5 =  -  0.00576  m3/sec  =  -  5.76  1/sec 

Q6 =  -  0.03576  m3/sec  =  -  35.76  1/sec

Q7 =  -  0.04108  m3/sec  =  -  41.08  1/sec
Οι παροχές των αγωγών 4, 5, 6 και 7 προέκυψαν αρνητικές. Αυτό σημαίνει ότι η πραγματική φορά κίνησης του νερού στους σωλήνες αυτούς είναι αντίθετη από την αρχική. Έτσι, η φορά στον αγωγό 4 είναι από τον κόμβο 5 προς τον κόμβο 4, στον αγωγό 5 από τον κόμβο 6 προς τον κόμβο 5, στον αγωγό 6 από τον κόμβο 1 προς τον κόμβο 6 και στον αγωγό 7 από τον κόμβο 2 προς τον κόμβο 5. Οι  τελικές  παροχές  φαίνονται  στο  παρακάτω  σχήμα:
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Στον παρακάτω πίνακα δίνονται και τα αποτελέσματα της παραλλαγής της μεθόδου παραλείποντας τους ενδιάμεσους υπολογισμούς

	ΔQ1
	ΔQ2

	-0.027967
	-0.058804

	-0.042716
	-0.086252

	-0.051086
	-0.099496

	-0.058033
	-0.108837

	-0.055951
	-0.106957

	-0.055765
	-0.106849

	-0.055764
	-0.106849

	-0.055764
	-0.106849


Οι τελικές παροχές των αγωγών είναι:

Q1  =  0.150  -  0.055764  =  0.09424  m3/sec  =  94.24  1/sec

Q2  =  0.145  -  0.106849  =  0.03815  m3/sec  =  38.15  1/sec

Q3  =  0.135  -  0.106849  =  0.02815  m3/sec  =  28.15  1/sec

Q4  =  0.100  -  0.106849  =  -  0.00685  m3/sec  =-6.85  1/sec

Q5  =  0.050  -0.055764  =  -  0.00576  m3/sec  =  -  5.76  1/sec

Q6  =  0.020  -  0.055764  =  -  0.03576  m3/sec  =  -  35.76  1/sec

Q7  =  0.010  -  (-  0.055764)  -  0.106849  =

=  -  0.04108  m3/sec  =  -  41.08  1/sec

 Xρησιμοποιώντας τη μέθοδο των Darcy-Weisbach  για τον υπολογισμό  των απωλειών σε κάθε  σωλήνα,  το άθροισμα των απωλειών κατά μήκος του βρόχου 1 είναι:
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 Tο άθροισμα  των απωλειών   μπορεί, επίσης, να γραφεί ως εξής:
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 Oι αντίστοιχες απώλειες ενεργείας  κατά μήκος του βρόχου 2  είναι:
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Eφαρμόζοντας διορθωτικές παροχές ΔQ1  και ΔQ2  στους  δύo βρόχους  του δικτύου αντίστοιχα  έχουμε:  
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O στόχος είναι  να υπολογιστούν  οι τιμές των διορθωτικών  παροχών ΔQ1  και ΔQ2   έτσι,  ώστε οι απώλειες κατά  μήκος  των δύο βροχών  να μηδενιστούν,  δηλαδή  θα πρέπει  να ισχύει: 
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Tο παραπάνω σύστημα των δύο εξισώσεων με αγνώστους τις διορθωτικές παροχές  είναι μη γραμμικό και δεν μπορεί να λυθεί κατευθείαν για τον υπολογισμό των αγνώστων. Για την επίλυσή του χρησιμοποιείται η μέθοδος  Newton-Raphson, όπως περιγράφεται στη θεωρία. Μετά την εφαρμογή της μεθόδου έχουμε προς  επίλυση το παρακάτω σύστημα: 
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Το σύστημα αυτό είναι γραμμικό και λύνεται εύκολα.  Υπολογίζουμε πρώτα  τις παραγώγους  των συναρτήσεων των F.  Eίναι :
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Παρακάτω δίνεται αναλυτικά η παραγώγιση του πρώτου όρου για να γίνει κατανοητός ο τρόπος παραγώγισης: Έστω ότι ισχύει
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Οπότε έχουμε
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Όταν ισχύει
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τότε έχουμε
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Κατά την παραπάνω παραγώγιση οι αντιστάσεις των αγωγών θεωρήθηκαν σταθερές. Αυτό βέβαια δεν είναι αληθές, διότι η αντίσταση ενός αγωγού κατά Darcy-Weisbach είναι συνάρτηση του συντελεστή απωλειών f. Ο συντελεστής f είναι συνάρτηση του αριθμού Reynolds και, επομένως, συνάρτηση της παροχής του αγωγού. Κατά συνέπεια η αντίσταση του αγωγού είναι συνάρτηση της παροχής. Η κανονική αντιμετώπιση του προβλήματος θα απαιτούσε  την  αντικατάσταση  των  αντιστάσεων  από  την  εξίσωση
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και στη συνέχεια αντικατάσταση του συντελεστή f με έναν από τους γνωστούς τύπους, όπως ο τύπος του Chen. Έτσι, η αντίσταση θα γινόταν συνάρτηση της παροχής και  κατόπιν θα ακολουθούσε η παραγώγιση. Όπως γίνεται αντιληπτό, η διαδικασία αυτή είναι εξαιρετικά πολύπλοκη και γι αυτό το λόγο θεωρήθηκαν οι αντιστάσεις προσωρινά σταθερές. Η θεώρηση αυτή δε δημιουργεί πρόβλημα, διότι η διαδικασία επίλυσης είναι επαναληπτική και σε κάθε επανάληψη οι αντιστάσεις υπολογίζονται  εκ  νέου.  Οι συντελεστές του συστήματος  είναι:
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Μετά  τον  πλήρη καθορισμό του συστήματος, αρχίζουν οι αριθμητικοί υπολογισμοί. Επιλέγονται οι αρχικές τιμές των παροχών των αγωγών οι οποίες είναι  τυχαίες   αλλά  πρέπει να εκπληρώνουν   την εξίσωση της συνέχειας σε κάθε  κόμβο. Στο παράδειγμα αυτό δόθηκαν στις αρχικές παροχές οι παρακάτω τιμές:
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Κατόπιν υπολογίζονται οι αντιστάσεις των αγωγών από την εξίσωση
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Ο συντελεστής f  υπολογίζεται από την εξίσωση του Chen (1979)
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και ο αριθμός Reynolds είναι 
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Για παράδειγμα η αντίσταση του αγωγού 1 υπολογίζεται ως εξής:
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Ο συντελεστής  
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Ο συντελεστής f είναι
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Η αντίσταση του αγωγού 1 είναι
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Με την ίδια μέθοδο υπολογίζονται οι αντιστάσεις των άλλων αγωγών. Συνολικά για τις αρχικές παροχές έχουμε τις εξής αντιστάσεις:
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Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι συντελεστές των αγνώστων. Για παράδειγμα ο συντελεστής  
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Συνολικά έχουμε
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Το σύστημα των εξισώσεων γίνεται
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Μετά την επίλυση του συστήματος έχουμε
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Οι νέες τιμές των παροχών είναι
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 Κατόπιν, από τις παροχές αυτές υπολογίζονται οι νέες  αντιστάσεις  των αγωγών και οι νέοι συντελεστές του συστήματος και επιλύεται και πάλι το σύστημα. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται, μέχρις ότου οι διορθωτικές παροχές γίνουν  πολύ μικρές. Όλες οι τιμές των ενδιάμεσων παροχών και των διορθωτικών παροχών  φαίνεται στον παρακάτω πίνακα

	Q!
	Q2
	Q3
	Q4
	Q5
	Q6
	Q7

	0.15000
	0.14500
	0.13500
	0.10000
	0.05000
	0.02000
	0.01000

	
	
	ΔQ1
	
	ΔQ2
	
	

	
	
	-  0.025842
	
	-0.054225
	
	

	0.12416
	0.09077
	0.08077
	0.04577
	0.02416
	-0.00584
	-0.01838

	
	
	- 0.012194
	
	-0.026645
	
	

	0.11196
	0.06413
	0.05413
	0.01913
	0.01196
	-0.01804
	-0.03283

	
	
	- 0.006555
	
	-0.012978
	
	

	0.10541
	0.05115
	0.04115
	0.00615
	0.00541
	-0.02459
	-0.03926

	
	
	- 0.004805
	
	-0.006612
	
	

	0.10060
	0.04454
	0.03454
	-0.00046
	0.00060
	-0.02940
	-0.04106

	
	
	- 0.004715
	
	-0.003959
	
	

	0.09589
	0.04058
	0.03058
	-0.00442
	-0.00411
	-0.03411
	-0.04031

	
	
	- 0.000746
	
	-0.001778
	
	

	0.09514
	0.03880
	0.02880
	-0.00620
	-0.00486
	-0.03486
	-0.04134

	
	
	- 0.000584
	
	-0.000257
	
	

	0.09456
	0.03855
	0.02855
	-0.00645
	-0.00544
	-0.03544
	-0.04101

	
	
	- 0.000077
	
	-0.000245
	
	

	0.09448
	0.03830
	0.02830
	-0.00670
	-0.00552
	-0.03552
	-0.04118

	
	
	- 0.000079
	
	-0.000035
	
	

	0.09440
	0.03827
	0.02827
	-0.00673
	-0.00560
	-0.03560
	-0.04114

	
	
	- 0.000012
	
	-0.000032
	
	

	0.09439
	0.03823
	0.02823
	-0.00677
	-0.00561
	-0.03581
	-0.04116

	
	
	- 0.000010
	
	-0.000006
	
	

	0.09438
	0.03823
	0.02823
	-0.00677
	-0.00562
	-0.03562
	-0.04115

	
	
	- 0.000002
	
	-0.000004
	
	

	0.09438
	0.03822
	0.02822
	-0.00678
	-0.00562
	-0.03562
	-0.04115

	
	
	- 0.000001
	
	-0.000001
	
	

	0.09438
	0.03822
	0.02822
	-0.00678
	-0.00562
	-0.03562
	-0.04115

	
	
	0.000000
	
	-0.000001
	
	

	0.09438
	0.03822
	0.02822
	-0.00678
	-0.00562
	-0.03562
	-0.04115

	
	
	0.000000
	
	-0.000000
	
	

	0.09438
	0.03822
	0.02822
	-0.00678
	-0.00562
	-0.03562
	-0.04115


Οι τελικές παροχές των αγωγών είναι
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Όλες οι ενδιάμεσες τιμές των αντιστάσεων δίνονται στον παρακάτω πίνακα

	R1 
	R2 
	R3
	R4 
	R.5 
	R6 
	R7

	347.67
	 1038.57
	3774.71
	20772.87
	41704.69
	4881.36
	3161.47

	355.57
	 1092.13
	 3975.76
	22088.29
	44826.80
	6252.67
	 2799.54

	360.22
	 1141.50
	 4177.45
	24527.62
	49342.51
	4973.09
	 2525.75

	363.05
	 1178.46
	 4340.89
	29736.76
	56638.69
	4709.18
	 2453.75

	365.29
	 1203.06
	4456.88
	55974.94
	54820.19
	4572.00
	 2436.47

	367.65
	 1220.50
	 4543.06
	31789.63
	59796.07
	4465.50
	 2443.56

	368.04
	1229.14
	 4587.17
	29693.75
	57833.94
	4450.58
	 2433.93

	368.35
	 1230.43
	 4593.86
	29461.05
	56574.38
	4439.23
	 2436.94

	368.39
	 1231.68
	 4600.33
	29250.71
	56421.79
	4437.75
	 2435.39

	368.43
	 1231.86
	 4601.24
	29221.89
	56269.84
	4436.25
	2435.80

	368.44
	 1232.02
	 4602.11
	29195.12
	56246.66
	4436.02
	 2435.61

	368.45
	 1232.05
	 4602.25
	29190.59
	56226.91
	4435.82
	 2435.66

	368.45
	 1232.07
	 4602.37
	29187.06
	56223.25
	4435.78
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.39
	29186.36
	56220.63
	4435.75
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.40
	29185.89
	56220.07
	4435.75
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.78
	56219.71
	4435.75
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.72
	56219.64
	4435.75
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.70
	56219.59
	4435.74
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.69
	56219.57
	4435.74
	 2435.64

	368.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.69
	56219.57
	4435.74
	 2435.64

	366.45
	 1232.08
	 4602.41
	29185.69
	56219.57
	4435.74
	 2435.64


Οι τελικές αντιστάσεις των αγωγών είναι
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Οι παροχές των  αγωγών 4, 5, 6 και 7  προέκυψαν αρνητικές. Αυτό σημαίνει ότι η πραγματική φορά κίνησης του νερού  στους σωλήνες αυτούς είναι αντίθετη  από την αρχική. Έτσι, η φορά στον αγωγό 4  είναι από τον κόμβο 5  προς τον κόμβο 4, στον  αγωγό 5  από τον κόμβο 6 προς τον κόμβο 5, στον έργο 6 από τον  κόμβο 1 προς τον κόμβο 6 και στον αγωγό 7  από τον κόμβο 2  προς τον κόμβο 5. Οι τελικές παροχές φαίνονται στο παρακάτω σχήμα:
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 Στον παρακάτω πίνακα δίνονται τα αποτελέσματα της παραλλαγής της μεθόδου παραλείποντας τους ενδιάμεσους υπολογισμούς

	ΔQ1
	ΔQ2

	· 0.025842
	· 0.054225

	· 0.038036
	· 0.080870

	· 0.044591
	· 0.093848

	· 0.049396
	· 0.100460

	· 0.054111
	· 0.104420

	· 0.054857
	· 0.106198

	· 0.055441
	· 0.106454

	· 0.055518
	· 0.106699

	· 0.055597
	· 0.106734

	· 0.055609
	· 0.106766

	· 0.055620
	· 0.106772

	· 0.055621
	· 0.106776

	· 0.055623
	· 0.106777

	· 0.055623
	· 0.106777

	       -  0.055623   
	· 0.106778

	-  0.055623
	· 0.106778


Οι τελικές παροχές των αγωγών είναι
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