
ΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟ 55: ΧΡΟΝΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ : ΧΡΟΝΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ

0 0

( ) i i

pn
t t

i i
i i

y t k e k eλ ρ

= =

′= +∑ ∑

λλii:: πραγµατικό µέρος των πόλωνπόλων του συστήµατος 

ρρii:: εξαρτάται από το φανταστικό µέρος και από την είσοδο 

kki, i, kk''i i :: σταθερές

ΣΗΜΑΣΙΑΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ ΠΟΛΩΝΤΩΝ ΠΟΛΩΝ



ΜΕΤΑΒΑΤΙΚΗΜΕΤΑΒΑΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗΑΠΟΚΡΙΣΗ

lim
t→∞

( ) 0y tµετ =

ΜΟΝΙΜΗΜΟΝΙΜΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗΑΠΟΚΡΙΣΗ

t→∞( ) ,y t Cµον =

( ) ( ) ( )y t y t y tµετ µον= +



ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ

µέγιστη υπερύψωση
χρόνος καθυστέρησης
χρόνος ανύψωσης
χρόνος αποκατάστασης

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΕΤΑΒΑΤΙΚΗΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ:

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΟΝΙΜΗΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ:

σφάλµα µόνιµης κατάστασης



ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥ

1.00
0.95
0.90

1.05

0.10

0.00

χρόνος
καθυστέρησης

χρόνος
ανύψωσης

χρόνος
αποκατάστασης

t

y(t)

µέγιστη
υπερύψωση

µοναδιαία
βηµατική είσοδος

σφάλµα µόνιµης 
κατάστασης

0.50

t max

Μοναδιαία βηµατική απόκριση συστήµατος ελέγχου



ΑΠΟΚΡΙΣΗΑΠΟΚΡΙΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 1ης ΤΑΞΗΣΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 1ης ΤΑΞΗΣ

( ) 1
( ) 1
Y s
R s Ts

=
+

ΤΤ=χρονική σταθερά

s=s=--1/T 1/T πόλος

1( )R s
s

=ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΟ∆ΟΣ:

1 1( )
1

Y s
Ts s

= ⋅
+

ΕΞΟ∆ΟΣ:

ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΣΕ ΑΠΛΑ ΚΛΑΣΜΑΤΑ:
1 1( )

(1/ )
Y s

s s T
= −

+
1L−

→
( 1/ ) /( ) 1 1 , 0T t t Ty t e e t− −= − = − ≥

(0) 1 1 0,y = − = 1( ) 1 0.632,y T e−= − = ( ) 1y t
t

→
→∞

1

0

Τ1 Τ2 Τ3

y(t)

t

T1<T2<T3



1/Ts+1R(s) Y(s)R(s) Y(s)1/Ts
E(s)

-
+

RCRC κύκλωµα, θερµικό σύστηµα …

Κλίση της εφαπτοµένης στο σηµείο t=0:

1 t
Tdy e

dt T

−

=
0t =

1
T

=

φθίνει εκθετικά από το 1/Τ (για t=0)
στο 0 (για t→∞ )

1

0

y(t)

t

0.632

κλίση=1/Τ y(t)=1-e-(t/T)

Τ



ΣΥΣΤΗΜΑΣΥΣΤΗΜΑ 2ης ΤΑΞΗΣ2ης ΤΑΞΗΣ

R(s) Y(s)
-

+ ωn
2

s+2ζωn

1
s

2

2

2 2 2

( 2 )( )
( ) 21

( 2 )

n

n n

n n n

n

s sY s
R s s s

s s

ω
ζω ω
ω ζω ω
ζω

+
= =

+ +
+

+



ΑΠΟΚΡΙΣΗΑΠΟΚΡΙΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 2ης ΤΑΞΗΣΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

1 1
2

2 2

12

2

0 1( ) ( ) 0
( )

2( ) ( ) 1

( )
( ) 0

( )

n n

n

x t x t
r t

x t x t

x t
y t

x t

ω ζω

ω

      
= +      − −      

 
 =   

 

2

2 2

( )
( ) 2

n

n n

Y s
R s s s

ω
ζω ω

=
+ +

συνάρτηση µεταφοράς

2 2( ) 2 n np s s sζω ω= + + χαρακτηριστικό πολυώνυµο

1( )R s
s

= βηµατική είσοδος

2

2 2( )
( 2 )

n

n n

Y s
s s s

ω
ζω ω

=
+ +



2 1/ 2
2 1/ 2 1

2 1/ 2

(1 )( ) 1 (1 )
(1 )

nt

n
ey t t

ζω ζηµ ω ζ εφ
ζ ζ

−
− −

= + − − − − 

2 1/ 2
1

2 1/ 2
2

(1 )

(1 )
n n

n n

s j a j

s j a j

ζω ω ζ ω

ζω ω ζ ω

= − + − = +

= − − − = −
( )p s

2 1/ 2(1 )
n

n

a ζω

ω ω ζ

= −

= −

nω 2 1/ 2(1 )nω ω ζ= −

θ

nα ζω=
0

jω

σ

ζ συνθ=



ΧΡΟΝΙΚΗΧΡΟΝΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗΑΠΟΚΡΙΣΗ

0

jω

σ

0

jω

σ

0

jω

σ

0

jω

σ

0

jω

σ

0

jω

σ

0

( )y t

t

1

0

( )y t

t

1

0

( )y t

t

1

0

( )y t

t

1

0

( )y t

t

1

0

( )y t

t

1

ζζ>1>1

ζζ=1=1

0<0<ζζ<1<1

ζζ=0=0

0>0>ζζ>>--11

ζζ<<--11

ΘΕΣΕΙΣΘΕΣΕΙΣ ΠΟΛΩΝΠΟΛΩΝ



ΧΡΟΝΙΚΕΣΧΡΟΝΙΚΕΣ ΑΠΟΚΡΙΣΕΙΣ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΟΥΑΠΟΚΡΙΣΕΙΣ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΟΥ
ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΑΠΟΣΒΕΣΗΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΑΠΟΣΒΕΣΗΣ ζζ

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

ζζ=0.1=0.1

0.20.2

0.30.3

0.40.4

0.50.5

0.60.6
0.70.7

0.80.8

ζζ=1.0=1.0

1.51.5

2.02.0

c(
t)

c(
t)

ωωnntt
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Για το ίδιο σύστηµα έστω:
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e ea eb

N1

N2θc

If =σταθεράΕΝΙΣΧΥΤΗΣΕΝΙΣΧΥΤΗΣ
AmplifierAmplifier

-

+

-

+

JL

-

+

θm

-
+
V

θr

BL

Jm,  Bm

διάταξη ανάδειξης
σφάλµατος

M =κινητήρας DC

Ks

M

ΑΝΑΛΥΣΗΑΝΑΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥ ΘΕΣΕΩΣΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥ ΘΕΣΕΩΣ

ΕΝΙΣΧΥΤΗΣ
θr ΜΕΤΑΤΡΟΠΕΑΣ

ΘΕΣΗΣ ΣΕ ΤΑΣΗ ΚΙΝΗΤΗΡΑΣ Ο∆ΟΝΤΟΤΟΙ
ΤΡΟΧΟΙ ΦΟΡΤΙΟ

ΜΕΤΑΤΡΟΠΕΑΣ
ΘΕΣΗΣ ΣΕ ΤΑΣΗ

θe+
-

θc

: σταθερά ροπής κινητήρα kki i = 0.5 = 0.5 lb.ft./amblb.ft./amb

: λόγος µετάδοσης κίνησηςn=Nn=N11/N/N22=1/10=1/10

: αδράνεια φορτίουJJLL= 0.1 lb.ft.sec= 0.1 lb.ft.sec22

: τριβή ατράκτου φορτίουΒΒLL=0.1 lb.ft.sec=0.1 lb.ft.sec

: τριβή ατράκτου κινητήραΒΒmm= = αµελητέααµελητέα

: αδράνεια ρότορα κινητήραJJmm==1010--33 lb.ft.seclb.ft.sec22

: επαγωγήLLa a :αµελητέα:αµελητέα

: αντίσταση τυλίγµατος δροµέαRRa a ==5Ω5Ω

: κέρδος ενισχυτήΑΑ:µεταβλητό:µεταβλητό

: ευαισθησία διατ. αναδ. σφάλµατος (σταθερά ποτενσιοµέτρων)KKss=1volt/rad=1volt/rad

ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ



ΕΞΙΣΩΣΕΙΣΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ
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   − − −                 = − +                          

JJmeme =συντελεστής ισοδ. αδράνειας =22××1010--33 lb.ft.seclb.ft.sec22όπου :

BBmeme =συντελεστής ιξώδους τριβής =1010--33 lb.ft.seclb.ft.sec

και ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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m
me me m m
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d tJ B t T t
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ω ω

=

= = − +

Εξίσωση εξόδου:

( ) ( )c mt n tθ θ=

Αρχικές συνθήκες: µηδενικές
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θ ω
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ (κλειστού βρόχου)ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ (κλειστού βρόχου)
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s i a me

K K R BJ
K AK R J n

+
=

0
s i

a me

K AK n
R J

ω = ±

Αντικαθιστώντας τις τιµές των παραµέτρων:

2

( ) 5
( ) 34.5 5
c

r

s A
s s s A

θ
θ

=
+ +

Έστω Α=200Α=200 (αυθαίρετα). Τότε:

0 31.6 / sec, 0.546radω ζ= ± =

2

1 2

34.5 1000 0
, 17.25 26.5

s s
s s j
+ + = ⇒

= − ±



ΧΡΟΝΙΚΗΧΡΟΝΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΓΙΑ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΓΙΑ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ 
ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΟ∆ΟΒΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΟ∆Ο

( )r u t radθ =

1
2

17.25

1000( )
( 34.5 1000)

1 1.2 sin(26.5 236.8 )
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t

t L
s s s

e t
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= = + + 

= + +
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0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
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θθ cc
(t)(t

)

ωω00tt
2 4 6 8 1810 1612 14

ζζ=0.546 (Α=200)=0.546 (Α=200)

ζζ=0.2(Α=1500)=0.2(Α=1500) ΥΠΟΑΠΟΣΒΕΣΗΥΠΟΑΠΟΣΒΕΣΗ

ζζ=2.0 (Α=13.5)=2.0 (Α=13.5) ΥΠΕΡΑΠΟΣΒΕΣΗΥΠΕΡΑΠΟΣΒΕΣΗ

TTssTTrrTTddΜΜωω00ζζΑΑ

ΧΡΟΝΟΣΧΡΟΝΟΣ
ΑΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣΑΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ

ΧΡΟΝΟΣΧΡΟΝΟΣ
ΑΝΥΨΩΣΗΣΑΝΥΨΩΣΗΣ

ΧΡΟΝΟΣΧΡΟΝΟΣ
ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗΣΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗΣ

ΜΕΓΙΣΤΗΜΕΓΙΣΤΗ
ΥΠΕΡΥΨΩΣΗΥΠΕΡΥΨΩΣΗ

ΚΥΚΛΙΚΗΚΥΚΛΙΚΗ
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣΥΧΝΟΤΗΤΑ

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ
ΑΠΟΣΒΕΣΗΣΑΠΟΣΒΕΣΗΣΚΕΡ∆ΟΣΚΕΡ∆ΟΣ

0.170.0150.0130.5286.60.21500

0.1740.0640.0430.1331.60.546200

1.511.020.32508.222.113.5



ΡΙΖΕΣΡΙΖΕΣ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ 
(ΠΟΛΟΙ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ)(ΠΟΛΟΙ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ)

1 2
1, 17.25 1190 20
2

s s A= − ± −Γενικά:

1 22.1, 32.4s s= − = −ΑΑ=13.5=13.5

1 2, 17.25 26.5s s j= − ±ΑΑ=200=200

1 2, 17.25 86s s j= − ±ΑΑ=1500=1500

0

jω

σ

86j

26.5j

-26.5j

-86j

A=200

A=1500

A=1500

A=200

A=59.5

-2.1-17.25-32.4-34.5

A=0 A=13.5

A→∞

A→ −∞A−∞ ←

A→∞ jω

A=0A=13.5
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ΑΣΤΑΘΕΙΑΑΣΤΑΘΕΙΑ
(ζ<0)(ζ<0)

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ – ∆ΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΟΙ 
ΕΝΑΣ ΘΕΤΙΚΟΣ

ΕΝΑΣ ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ
-- ∞∞<<ΑΑ<0<0

ΥΠΟΑΠΟΣΒΕΣΗΥΠΟΑΠΟΣΒΕΣΗ
(ζ<1)(ζ<1)

ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΣΥΖΥΓΕΙΣ ΑΡΝΗΤΙΚA
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΜΕΡΗ59.5<Α<59.5<Α<∞∞

ΚΡΙΣΙΜΗΚΡΙΣΙΜΗ ΑΠΟΣΒΕΣΗΑΠΟΣΒΕΣΗ
(ζ=1)(ζ=1)

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΝΗΤΙΚΟΙ ΙΣΟΙΑΑ=59.5=59.5

ΥΠΕΡΑΠΟΣΒΕΣΗΥΠΕΡΑΠΟΣΒΕΣΗ
(ζ>1)(ζ>1)

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ – ∆ΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΟΙ 
ΑΡΝΗΤΙΚΟΙ0<Α<59.50<Α<59.5

∆ΥΝΑΜΙΚΗ∆ΥΝΑΜΙΚΗ
ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΠΟΛΟΙΠΟΛΟΙΚΕΡ∆ΟΣΚΕΡ∆ΟΣ

ΣΦΑΛΜΑ ΣΤΗ ΜΟΝΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ
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Είσοδος u(t) ⇒ Σφάλµα θέσης
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ΣΥΣΤΗΜΑ ΤΥΠΟΥ 1.

ΧΡΟΝΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΜΕ ΕΙΣΟ∆Ο ΤΗ 
ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΑΝΑΡΙΧΗΣΕΩΣ
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ΑΑ=1500=1500
ΑΑ=200=200

ΑΑ=13.5=13.5

ΣΦΑΛΜΑ ΣΤΗ ΜΟΝΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ

Σφάλµα ταχύτητας

0 0

5 5( ) ( )
34.5 34.5v

s s

A AK sG s F s
s

ορ ορ
→ →

= = =
+

1 34.5( )
5v

e t
K A

= =

αντιστρόφως ανάλογο του Α
ταλαντώσεις
σύστηµα τάξης µεγαλύτερης του 2: ΜΕΓΑΛΗ τιµή Α → ΑΣΤΑΘΕΙΑ


