Θερμικός Θόρυβος

Ο θερμικός θόρυβος είναι μια από τις σπουδαιότερες πηγές θορύβου στα συστήματα επικοινωνιών (ή στα ηλεκτρικά κυκλώματα). Ο θόρυβος αυτός εμφανίζεται στους δέκτες και προκαλείται από τις τυχαίες κινήσεις των ηλεκτρονίων στην αντίσταση. Ο θόρυβος αυξάνεται αισθητά από ενισχυτές που προσπαθούν να ενισχύσουν τα ασθενή σήματα. Επομένως ο θόρυβος στην πραγματικότητα βρίσκεται και στον δέκτη και όχι μόνο στην ατμόσφαιρα και μπορεί να συγκριθεί σε μέγεθος με τα επιθυμητά σήματα. Το μοντέλο που θα αναπτύξουμε για το θερμικό θόρυβο αποτελεί ένα ενδιαφέρον παράδειγμα που συνδυάζει χαρακτηριστικά και από τη διεργασία Poisson και από τη διεργασία Gauss.

Θεωρούμε ότι έχουμε μια ομοιόμορφη αγώγιμη κυλινδρική ράβδο σε θερμοκρασία Τ. Στα άκρα της ράβδου συνδέουμε ένα αμπερόμετρο. Η τυχαία κίνηση των ηλεκτρονίων στη ράβδο θα προκαλέσει τη ροή ενός ρεύματος Ι(t) δια μέσου του αμπερομέτρου. Επιθυμούμε να υπολογίσουμε ένα μοντέλο στοχαστικής διεργασίας για το ρεύμα Ι(t) το οποίο θα βασίζεται στις ακόλουθες παραμέτρους :

Α= επιφάνεια διατομής της ράβδου

L= μήκος της ράβδου

q= φορτίο ηλεκτρονίου

n= αριθμός ηλεκτρονίων ανά cm3
α= μέσος αριθμός συγκρούσεων των ηλεκτρονίων με βαρύτερα σωματίδια ανά sec ( α
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m= μάζα ηλεκτρονίου

ρ= ειδική αντίσταση 
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R= αντίσταση της ράβδου 
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k= σταθερά Boltzmann

Το ρεύμα που μετράμε θα οφείλεται στην κίνηση των ηλεκτρονίων κατά μήκος της ράβδου, διεύθυνση που συμβολίζεται με x. Έστω 
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η συνιστώσα της ταχύτητας στη διεύθυνση x του j-οστού ηλεκτρονίου τη χρονική στιγμή t. Το ολικό ρεύμα Ι(t) θα δίνεται από το άθροισμα των ρευμάτων όλων των ηλεκτρονίων. Υποθέτουμε ότι :

Α)   η μέση ταχύτητα , 
[image: image5.wmf]0

(t)}

E{V

j

x

=

, για όλα τα j και t.

B)  
[image: image6.wmf](t)

V

j

x

και
[image: image7.wmf](t)

V

κ

x

είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές για όλα τα 
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Γ)  οι 
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έχουν την ίδια κατανομή για όλα τα j.

Να υπολογισθούν  :

i) η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης του ρεύματος Ι(t).

ii) η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης του δυναμικού Ε(t).

(θεωρούμε τον αγωγό σαν μία πηγή δυναμικού)

Σημείωση : Στην επίλυση του ανωτέρω προβλήματος χρειαζόμαστε το εξής αποτέλεσμα: Η διασπορά της ταχύτητας V ενός κινούμενου σωματιδίου αποδεικνύεται ότι δίνεται από τη σχέση 
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Λύση :

Το ολικό ρεύμα I(t)  δίνεται από το άθροισμα ρευμάτων όλων των ηλεκτρονίων, δηλαδή
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Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της Ι(t) υπολογίζεται από τη σχέση
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όπου έχουμε αφαιρέσει το δείκτη j επειδή η κατανομή, και επομένως η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της ταχύτητας, δεν εξαρτάται από το j λόγω της συνθήκης Γ.


Υποθέτουμε επίσης ότι, επειδή οι συγκρούσεις γίνονται σχεδόν πάντα με βαρύτερα σωματίδια, οι ταχύτητες των ηλεκτρονίων πριν και μετά τις συγκρούσεις είναι ανεξάρτητες ( η ταχύτητα μετά τη σύγκρουση εξαρτάται από την ορμή του βαρύτερου σωματιδίου που χτυπά το ηλεκτρόνιο). Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι αριθμοί των συγκρούσεων σε μη επικαλυπτόμενα χρονικά διαστήματα είναι ανεξάρτητοι και ικανοποιούν τις σχέσεις

Pr (δεν υπάρχουν συγκρούσεις στο (t,t+δt] )
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Pr (υπάρχει μια σύγκρουση στο (t,t+δt] )
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Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι ο αριθμός των συγκρούσεων ακολουθεί μια Poisson κατανομή η οποία δίνεται από τον τύπο

Pr (ένα σωματίδιο έχει n συγκρούσεις στο (t,t+τ] ) = 
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Επομένως, αν τ
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και Ν(t) είναι ο αριθμός των συγκρούσεων στο (t,t+τ], τότε χρησιμοποιώντας δεσμευμένες πιθανότητες και την υπόθεση της ανεξαρτησίας των ταχυτήτων του ηλεκτρονίου όταν μία ή περισσότερες συγκρούσεις έχουν συμβεί
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Από την κινητική θεωρία των σωματιδίων που βρίσκονται σε θερμική ισορροπία σε θερμοκρασία Τ, προκύπτει ότι η διασπορά της ταχύτητας του ηλεκτρονίου  δίνεται από τη σχέση
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                (*** Βλέπε άσκηση παρακάτω)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην (*) βρίσκουμε ότι 
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Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε στον υπολογισμό ενός μοντέλου για τον αγωγό ως πηγή δυναμικού, από τη σχέση Ε(t)=R I(t). H συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για την Ε(t) γράφεται στη μορφή
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δηλαδή είναι μια συνάρτηση που ελαττώνεται εκθετικά με την καθυστέρηση τ. Παρατηρούμε ότι καθώς 
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γίνεται ψηλότερη και στενότερη με σταθερό εμβαδόν 2kΤR, δηλαδή μοιάζει με μια Dirac δέλτα συνάρτηση με εμβαδόν 2kΤR. Επειδή η μέση τιμή είναι μηδέν, αυτό συνεπάγεται ότι η διεργασία Ε(t) είναι τέτοια ώστε τα σημεία της τα οποία απέχουν μεγάλη απόσταση μεταξύ τους, να γίνονται προσεγγιστικά ασυσχέτιστα. Επομένως ο θερμικός θόρυβος είναι προσεγγιστικά λευκός θόρυβος. Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δειχθεί ότι πεπερασμένης διάστασης κατανομές της διεργασίας είναι προσεγγιστικά Gaussian. Άρα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι προσεγγιστικό μοντέλο για το θερμικό θόρυβο είναι μια Gaussian διεργασία λευκού θορύβου.

ΑΣΚΗΣΗ: Να δειχθεί ότι η διασπορά της ταχύτητας ενός κινούμενου σωματιδίου δίνεται από τη σχέση 
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Λύση: 


Είναι γνωστό από την κινητική θεωρία των μορίων ότι η ταχύτητα ενός μορίου ως προς τη διεύθυνση x , είναι κανονική με μέση τιμή μηδέν και διασπορά  
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Ισχύει όμως ότι 
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