ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Έστω { Υn , n=1,2,…} μια διακριτή στοχαστική διεργασία, τέτοια ώστε Yn=
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	Χi =
	1 , με πιθανότητα p

	
	0 , με πιθανότητα q=1-p


Eπιπλέον Χi θεωρούνται ότι είναι ανεξάρτητες μεταβλητές. Να δειχθεί ότι ισχύουν:

i) E(Yn) = np και Var(Yn) = npq
ii) Var (Ym-Yn) = | m-n | pq

iii) Cov (Ym , Yn) = pq min(m , n)

2. Έστω Yn = 
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	Χk =
	1 , με πιθανότητα ½

	
	-1 , με πιθανότητα – ½


είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με την ίδια κατανομή. 

 
i)
Να δειχθεί ότι 
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ii) 
Να υπολογιστεί το όριο της 
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καθώς 
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3. Εάν 
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είναι μια διεργασία Wiener, τότε μπορούμε να ορίσουμε μια διεργασία 
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, όπου Ζ(t) = |X(t)| . Η διεργασία αυτή είναι γνωστή ως διεργασία Wiener που ανακλάται στην αρχή. 


i)
Να υπολογιστεί η συνάρτηση κατανομής της Ζ(t)

ii)
Να υπολογιστούν η μέση τιμή και η διασπορά της Z(t)

4. Έστω 
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, όπου οι Υn είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και έχουν την ίδια συνάρτηση κατανομής. Η Ν(t) θεωρείται ως μια τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη από τις Υn .

 
i)
Να υπολογισθεί η χαρακτηριστική συνάρτηση της Χ(t)


ii)
Να υπολογιστεί η χαρακτηριστική συνάρτηση της Χ(t), όταν η Ν(t) είναι μια Poisson διεργασία.

5. Οι τυχαίες μεταβλητές α και β είναι ανεξάρτητες Ν(0,σ2) και p η πιθανότητα ότι η διεργασία X(t) = α-βt θα συναντήσει τον άξονα t στο διάστημα (0,Τ). Να δειχθεί ότι 
πp = tan-1T .  (Υπόδειξη p = Pr{
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6. Για να περιγράψουμε την κίνηση ενός σωματιδίου που προκύπτει από τις πολλές τυχαίες συγκρούσεις με άλλα σωματίδια θεωρούμε τα εξής: Τη χρονική στιγμή μηδέν το σωματίδιο βρίσκεται στο μηδέν. Επιπλέον τα διαστήματα μεταξύ διαδοχικών συγκρούσεων είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και ακολουθούν μία εκθετική κατανομή με μέση τιμή 1/λ. Η επίδραση μιας σύγκρουσης στο σωματίδιο προκαλεί μια αλλαγή στη θέση του κατά μια ποσότητα α ή –α με πιθανότητα ½ αντίστοιχα. Η θέση X(t) του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t δίνεται από τη σχέση
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όπου Υn συμβολίζει την αλλαγή θέσης του σωματιδίου ως αποτέλεσμα της νιοστής σύγκρουσης και Ν(t) είναι ο αριθμός των συγκρούσεων που παρατηρείται στο χρονικό διάστημα [0,t].


i)
Να υπολογισθεί η χαρακτηριστική συνάρτηση της X(t)


ii)
Aν υποθέσουμε ότι 
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 και ότι 
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με τέτοιο τρόπο ώστε 
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, τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση της X(t) τείνει στην 
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, το οποίο συνεπάγεται ότι η 
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είναι προσεγγιστικά μια διεργασία Wiener.
7. α) Θεωρούμε μία ακολουθία 
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 που συμβολίζει τα διαστήματα μεταξύ γεγονότων μιας Poisson διεργασίας με αναλογία λ. Να δειχθεί ότι 
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 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν μια εκθετική κατανομή με μέση τιμή 1/λ.

β) Έστω η ακολουθία 
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 των ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν μια εκθετική κατανομή με μέση τιμή 1/λ. Αν ορίσουμε μια διεργασία απαρίθμησης 
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της οποίας το νιοστό γεγονός συμβαίνει τη χρονική στιγμή Sn, όπου 
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, να δειχθεί ότι η διεργασία απαρίθμησης είναι μια Poisson διεργασία με αναλογία λ.

8. Έστω Y(t) ένα τυχαίο σήμα το οποίο παίρνει τις τιμές 0 και 1 σύμφωνα με την εμφάνιση των γεγονότων σε μια Poisson διεργασία με αναλογία λ. Να υπολογισθούν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και η συνάρτηση αυτοδιασποράς της Y(t) και να συγκριθούν με τις αντίστοιχες συναρτήσεις του τυχαίου τηλεγραφικού σήματος.

9. Έστω Χ(t) μια Gaussian στοχαστική διεργασία με μέση τιμή μηδέν και συνάρτηση αυτοδιασποράς 
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. Θεωρούμε μια νέα στοχαστική διεργασία Υ(t) η οποία δίνεται από τη σχέση 
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. Να υπολογισθούν η μέση τιμή και η συνάρτηση αυτοδιασποράς της Υ(t).
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