
 

 

 

Κεφάλαιο 8 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΒΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΣΗΜΑΤΩΝ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ 
  

 

 Έστω Xt , µία διακριτή χρονοσειρά, t=0, ±1, ±2, …, . 

Θεωρούµε ότι  

µx = Ε{Xt } και 

 

{ } [ ] [ ]{ }xtxtttxx XXEXX µµτγ ττ −−== ++ ,cov)( ,       τ = 0, ±1,… 

 

Το φάσµα ισχύος της Xt ορίζεται ως εξής 

 

( ) ( )λττγπλ
τ

if xxxx −= ∑
+∞

−∞=

− exp)(2)( 1 ,       -π<λ<π 
(8.1)

 

αρκεί                            ∞<∑
+∞

−∞=τ

τγ )(xx  

 

Το φάσµα ισχύος, )(λxxf , είναι µία άρτια και περιοδική συνάρτηση (µε περίοδο 2π). 

 Από τη σχέση (8.1) µπορεί να δειχθεί ότι ισχύει 

 

( ) αααττγ
π

π
dfi xxxx )(exp)( ∫− −= ,       τ = 0,  ±1, ±2, …, . (8.2)

 

Αν θέσουµε τ = 0 στην (8.2) έχουµε 

 

αα
π

π
dfVarX xxt )(∫−= ,        (8.3)
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Περνώντας τη χρονοσειρά Χt µέσα από ένα φίλτρο 

 

∑ −=→
τ

ττα XYX ttt  

βρίσκουµε  

 

)()()( 2 λλλ xxyy fAf = ,        (8.4)

 

όπου )(λyyf , )(λxxf  είναι το φάσµατα ισχύος των χρονοσειρών Yt , Xt και Α(λ) είναι 

η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου ατ  

 

∑ −=
τ

τ λταλ )exp()( iA ,        (8.5)

 

Από τις σχέσεις (8.3) και (8.4) έχουµε  

 

ααα
π

π
dfAVarY xxt )()(

2

∫−= ,        
(8.6)

 

Χρησιµοποιώντας την (8.6) µπορούµε να επιτύχουµε µία ερµηνεία του φάσµατος 

ισχύος. Υποθέτουµε ότι ατ  είναι ένα  στενό ζωνοπερατό (narrow band-pass) φίλτρο, 

έχοντας συνάρτηση µεταφοράς  

 

( )







 ∆<±∆
=

−

αδιαϕορετικ

λα
α

,0

,4
)(

21

A     ,    (8.7)

 

όπου ∆ είναι µικρό. 

 

Τότε               )()()()(
2

λααααα xxxxyyt fdfAdfVarY === ∫∫  

 

δηλαδή το φάσµα ισχύος της χρονοσειράς Χt σε συχνότητα λ είναι ανάλογο προς τη 

διασπορά της εξόδου από ένα στενό χαµηλοπερατό φίλτρο σε συχνότητα λ. 
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 Από τη σχέση   ∑ −=
τ

τα ttt xY     έχουµε ότι  

xy A µµ )0(=         (8.8)

 

Η 0=yµ  αν λ είναι µεγαλύτερο του ∆ και διάφορο από τα 0, ±2π 
 

( ) ( )λxxt fYE ≅2     αν   λ≠0, ±2π,…,   και   t=0, ±1,… (8.9)
 

 

Τώρα, αν Υt είναι το δυναµικό που εφαρµόζεται 

σε ένα απλό ηλεκτρικό κύκλωµα που περιέχει µία 

αντίσταση R=1 Ohm, τότε η στιγµιαία ισχύς που 

καταναλίσκεται είναι 2
tY . Εξέταση της σχέσης 

(8.9) δείχνει ότι η ( )λxxf  µπορεί να ερµηνευθεί 

ως η αναµενόµενη ποσότητα της ισχύος που 

καταναλίσκεται σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα όπως 

το ανωτέρω. 

 

 

∆ίνουµε τώρα ορισµένα παραδείγµατα συναρτήσεων αυτοδιασποράς µε τα 

αντίστοιχα φάσµατα ισχύος (Σχ. 8.1.). Για παράδειγµα, αν η ( )τγ xx  συγκεντρώνεται 

γύρω από το σηµείο τ = 0, τότε η ( )λxxf  είναι περίπου σταθερά. Αν η ( )τγ xx  

ελαττώνεται αργά καθώς  τ  αυξάνει, τότε η ( )λxxf  συγκεντρώνεται κοντά στις τιµές 

λ=0, ±2π,… 

 Αν η ( )τγ xx  εναλλάσσεται γύρω από το 0 καθώς  τ  αυξάνει, τότε η ( )λxxf  

έχει σηµαντική µάζα µακριά από το λ=0, ±2π,… 
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Σχήµα 8.1. Συναρτήσεις αυτοδιασποράς, ( )τγ xx και αντίστοιχα φάσµατα ισχύος.   

 

Παράδειγµα 8.1.  Έστω { Ζt } µία καθαρά διακριτή τυχαία χρονοσειρά µε µέση 

τιµή 0 και         ( )






≠

=
=+

0,0

0,
,cov

2

τ

τσ
τ

z

tt ZZ  

Να υπολογισθεί το φάσµα ισχύος της Ζt . 

 

Λύση :  Για τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της Ζt έχουµε 

 

( )






≠

=
=+

0,0

0,
,cov

2

τ

τσ
τ

z

tt ZZ  

 

οπότε, εφαρµόζοντας τον τύπο (8.1), βρίσκουµε  
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( )
π
σ

λ
2

2
z

zzf = ,        -π<λ<π 

 

Άρα το φάσµα ισχύος µιας καθαράς διακριτής τυχαίας χρονοσειράς είναι σταθερό 

στο διάστηµα (-π, π). 

 

Παράδειγµα 8.2.  Να δειχθεί το φάσµα ισχύος ενός ΜΑ(1) µοντέλου δίνεται από τη 

σχέση   

( ) ( )2
2

cos21
2

βλβ
π
σ

λ ++= z
xxf ,        -π<λ<π 

 

Λύση :  Από το προηγούµενο κεφάλαιο γνωρίζουµε ότι για ένα ΜΑ(1) µοντέλο 

ισχύουν οι σχέσεις 

 

( )τγ xx = ( )22 1 βσ +z     και     ( )






>

=
=

1,0

1,2

τ

τβσ
τγ

z

xx  

 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (8.1) βρίσκουµε  

( ) ( ) ( ) 







+= ∑

∞

=1
cos20

2
1

k
xxxxxxf λττγγ

π
λ  

 

 

[ ]λββ
π
σ cos21
2

2
2

++= z  ,                   -π<λ<π 

 

Το σχήµα του φάσµατος ισχύος, ( )λxxf , εξαρτάται από την τιµή του β. Αν το β>0, η 

ισχύς συγκεντρώνεται σε χαµηλές συχνότητες. Αν β<0, η ισχύς συγκεντρώνεται σε 

υψηλές συχνότητες. 
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Παράδειγµα 8.3.  Να δειχθεί ότι το φάσµα ισχύος ενός AR(1) µοντέλου δίνεται από 

τη σχέση  

( )λxxf 2

2

cos21
1

2 αλαπ
σ

+−
= z          (-π<λ<π) 

 

Λύση :  Από τον ορισµό του φάσµατος ισχύος έχουµε  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 







++= ∑ ∑

∞

=

∞

=

−

1 1
0

2
1

τ τ

λτλτ
χχ τγτγγ

π
λ i

xx
i

xxxx eef  

 

Επειδή ( ) ( )0χχ
τ

χχ γατγ =   (τ > 0)  παίρνουµε 

 

( ) ( )








++= ∑ ∑

∞

=

∞

=

−

1 1
1

2
0

τ τ

λττλττ
χχ αα

π
γ

λ iixx eef    = 

 

( )








−

+
−

+
−

−

λτ

λτ

λτ

λτ

α
α

α
α

π
γ

i

i

i

i
xx

e
e

e
e

11
1

2
0

  =  
( )
π

γ
2

0xx
2cos21

1
αλα +−

 

 

 

( )λxxf 2

2

cos21
1

2 αλαπ
σ

+−
= z          (-π<λ<π)     και      ( )     -1 ) 0 (γ 2

xx
2 ασ =z      

 

Όταν το α>0, η ισχύς συγκντρώνεται σε χαµηλές συχνότητες, ενώ αν το α<0 η ισχύς 

συγκεντρώνεται σε υψηλές συχνότητες. 

 

Παράδειγµα 8.4.  Να υπολογισθεί το φάσµα ισχύος ενός ARΜΑ(1, 1) µοντέλου. 

 

Λύση :  Η εξίσωση ενός ARΜΑ(1, 1) µοντέλου δίνεται από τη σχέση  

 

11 −− +=− tttt ZZXX βα  

 

Αν θέσουµε 1−+= ttt ZZY β  , τότε από το Παρ. 8.2 βρίσκουµε  
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( )λyyf ( )2
2

cos21
2

βλβ
π
σ

+−= z          (-π<λ<π) 

 

Τώρα, αν θέσουµε 1−−= ttt XXY α  µπορούµε να αποδείξουµε χρησιµοποιώντας το 

Παρ. 8.3 και τη σχέση (8.4) ότι  

 

( )λxxf 2cos21
)(
αλα

λ
+−

= yyf
 

 

Τελικά βρίσκουµε ότι  

 

( )λyyf ( )
2

22

cos21
cos21

2 αλα
βλβ

π
σ

+−
+−

= z  ,           -π < λ < π 

 

 

Συνεπείς εκτιµητές του φάσµατος ισχύος 

 

 Ένας εκτιµητής του φάσµατος ισχύος µιας διακριτής χρονοσειράς είναι το 

περιοδόγραµµα το οποίο ορίζεται από τη σχέση  

 

)(
2

1)( )()( λ
π

λ T
x

T
xx d

T
I =  (8.10)

 

Όπου ti
T

t
t

T
x eXd λλ −

−

=
∑=

1

0

)( )(  είναι ο πεπερασµένος µετασχηµατισµός Fourier της 

χρονοσειράς Χt . Μπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύει η εξής σχέση  

 









+== ∑∑

−

=

−
−

−−=

)1(

1
0

)1(

)1(

)( cos2
2
1

2
1)(

T
i

T

T

T
xx ccecI

τ
τ

λτ

τ
τ λτ

ππ
λ  

(8.11)
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όπου  ( )( )XXXX
T

c t

T

t
t −−= ∑

−

=
+

τ

ττ
1

1
 είναι ένας εκτιµητής της συνάρτησης 

αυτοδιασποράς. Η σχέση (8.11) µας λέει ότι το περιοδόγραµµα είναι ο πεπερασµένος 

µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης  τc . 

 Το περιοδόγραµµα )()( λT
xxI  δεν  είναι συνεπής εκτιµητής για το φάσµα 

ισχύος, γι’ αυτό χρειάζεται να βρούµε µια µέθοδο που θα µας δίνει συνεπείς 

εκτιµητές του φάσµατος ισχύος. Μία τέτοια µέθοδος στηρίζεται στον εκτιµητή (8.11) 

που βελτιώνεται χρησιµοποιώντας ένα σύνολο «βαρών», τα οποία καλούνται σύνολα 

βαρών. Η ακρίβεια των συντελεστών τc  ελαττώνεται καθώς το τ αυξάνει, και 

εποµένως θα ήταν λογικό να δώσουµε λιγότερο βάρος στις τιµές των τc  καθώς τ 

αυξάνει. 

 Ένας τέτοιος εκτιµητής ορίζεται ως εξής  

 









+= ∑
=

M

xx cwcf
1

0 cos2
2
1)(

τ
ττ λτ

π
λ

)
, 

(8.12)

 

όπου  {wτ } είναι το σύνολο των βαρών και Μ(<Τ ) είναι το σηµείο αποκοπής των 

συντελεστών αυτοσυσχέτισης. Συγκρίνοντας τις σχέσεις (8.12) και (8.11) βλέπουµε 

ότι οι τιµές των τc  για  Μ < τ < Τ  δεν χρησιµοποιούνται πλέον, ενώ οι τιµές των τc  

για  τ ≤ Μ  πολλαπλασιάζονται µε ένα συντελεστή βάρους wτ  . 

 Για τη χρησιµοποίηση του εκτιµητού (8.12) χρειάζεται να εκλέξουµε ένα 

κατάλληλο σύνολο «βαρών» και ένα κατάλληλο σηµείο αποκοπής. ∆ύο σύνολα 

βαρών που χρησιµοποιούνται συνήθως στην πράξη είναι : 

 

(α)  Σύνολο Βαρών του Tukey. 

Το σύνολο αυτό των βαρών υπολογίζεται από τη σχέση  

 







 +=

M
w πτ

τ cos1
2
1       για   τ=0, 1, …, Μ 

 

(α)  Σύνολο Βαρών του Parzen. 

Στην περίπτωση αυτή τα βάρη υπολογίζονται από τη σχέση  
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











≤≤





 −

≤≤





+






−

=

MM
M

M
MM

w

τγιατ

τγιαττ

τ

2
,12

2
0,661

3

32

 

 

Η διασπορά του εκτιµητού (8.12) δίνεται από τη σχέση 

 

[ ] ∑
=

≅
M

xx
xx w

M
f

fVar
1

2
2 )(

)(
τ

τ
λ

λ
)

 
(8.13)

 

 
 

Σχήµα 8.2.  Παράθυρα  Tukey και  Parzen.  

 

 Για µεγάλο Μ η [ ])(λxxfVar
)

τείνει στο µηδέν, άρα ο εκτιµητής )(λxxf
)

 

είναι συνεπής εκτιµητής του φάσµατος ισχύος { }[ ]λλ ()( xxxx ffE ≅ . 

 Όταν έχουµε στη διάθεσή µας πολλές παρατηρήσεις για τη χρονοσειρά, 

µπορούµε το συνολικό µήκος Τ του διαστήµατος που παρατηρείται η χρονοσειρά να 

το χωρίσουµε σε ανεξάρτητα υποδιαστήµατα µήκους V, δηλαδή Τ = LV όπου L είναι 

ο αριθµός των υποδιαστηµάτων. Σε  κάθε υποδιάστηµα µπορούµε να υπολογίσουµε 

το περιοδόγραµµα ως εξής 

 

( ) 1...,,1,0,,
2

1),( 2)( −== Ljjd
V

jI V
xx λ

π
λ  (8.14)
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 Ένας εκτιµητής για το φάσµα ισχύος µπορεί τώρα να υπολογισθεί µε τον 

ακόλουθο τρόπο 

( )∑
−

=

=
1

0

)( ,1)(~ L

j

V
xxxx jI

L
f λλ  

(8.15)

 

 Η µέθοδος αυτή εκτίµησης του φάσµατος ισχύος χρησιµοποιείται στο Κεφ. 6 

για τον υπολογισµό του φάσµατος ισχύος του µαγνητοεγκεφαλογραφήµατος ενός 

ατόµου. 


