Υπολογιστική Υδραυλική και Μεταφορά Ρύπων

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ-ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ
Θέλουμε να επιλύσουμε αριθμητικά την μονοδιάστατη εξίσωση συναγωγής: 
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Όπου u η ταχύτητα του μετώπου ρύπανσης και D ο συντελεστής διάχυσης.
Στην παραπάνω εξίσωση ο συντελεστής διάχυσης θεωρείται σταθερός, η επίλυση γίνεται σύμφωνα με την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών, και σύμφωνα με το ρητό αριθμητικό σχήμα FTCS (Forward in Time Centered in Space), προκύπτει ότι:
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βλέπε:Υπολογιστική Ρευστοδυναμική, Μαρκάτος και Ασημακόπουλος (1995), κεφάλαιο 5. 

Υπενθυμίζεται ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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 ένας ισοδύναμος συντελεστής αριθμητικής διαχυτότητας
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 το χρονικό βήμα
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η αποστάσεις των σημείων του πλέγματος

Ο δείκτης αφορά την διακριτοποίηση στον χώρο (περιγραφή χωρικού σημείου)

Ο εκθέτης αναφέρεται στην χρονική διακριτοποίηση (χρονικό επίπεδο)

Το παραπάνω αριθμητικό σχήμα είναι ευσταθές όταν:
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Άσκηση
Έστω υδροφορέας στον οποίον λαμβάνει χώρο μονοδιάστατη ροή κατά τον άξονα των x Το μήκος του υδροφορέα είναι L=300m. Για χρόνους 
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 ο υδροφορέας δεν είχε υποστεί ρύπανση. Κατά το χρονικό σημείο t=0 παρουσιάζεται εισροή ρυπαντή στον υδροφορέα  στο σημείο x=0. Για χρόνους 
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, στο σημείο x=0 η τιμή της συγκέντρωσης είναι σταθερή  (c=1mg/l ). To μέτωπο του ρυπαντή κινείται με σταθερή ταχύτητα u=2m/d. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι δεν λαμβάνουν χώρα χημικές αντιδράσεις και ότι ο ρυπαντής δεν προσροφάται / απορροφάται από τον στερεά φάση.  Επίσης ότι η διεργασία είναι φικιανή, ο κυρίαρχος μηχανισμός διασποράς είναι σχετίζεται με τις  ετερογένειες  της διαπερατότητας,  το φαινόμενο είναι μονοδιάστατο και ο συντελεστής διασποράς είναι ίσος με 
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Για το χρονικό σημείο t=50d, υπολογίστε την τιμή της συγκέντρωσης στα σημεία:

x=80m, x=90m, x=100m, x=110m, x=120m.
Λύστε την παραπάνω άσκηση με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών και το ρητό αριθμητικό σχήμα FTCS, επιλέγοντας χωρική και χρονική διακριτοποίηση της επιλογής σας. Χρησιμοποιείστε για τον σκοπό αυτό το πρόγραμμα Excel.
Πίνακας 1: Προτεινόμενος τρόπος οργάνωσης των εξεταζομένων σεναρίων:

	Σενάριο
	Χρονικό βήμα 

Δt 
	Απόσταση πλέγματος Δx [
	Αριθμός Courant:

Cr=uΔt/Δx
	Συντελεστής αριθμητικής διαχυτότητας

γ=D Δt / (Δx^2)
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Λύστε την ίδια άσκηση για την περίπτωση στιγμιαίας εισροής ρύπου
Έλεγχος 
Ελέγξτε την αξιοπιστία της λύσης σας  με την χρήση γνωστών αναλυτικών λύσεων
Ψάχνουμε την αναλυτική λύση για ένα πρόβλημα για το οποίο την στιγμή t=0 έχουμε στην αρχή των συντεταγμένων άνοδο της συγκέντρωσης κατά 
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 (εισαγωγή σκαλοπατιού). Εάν το μέσο μπορεί να θεωρηθεί ημιάπειρο, οι αρχικές συνθήκες μπορούν να γραφτούν c=0 για t<0, οι οριακές συνθήκες  μπορούν να γραφούν 
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 για x=0 και 
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 ενώ για 
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 ισχύει c=0 για όλους τους χρόνους, για τα περισσότερα προβλήματα πρακτικού ενδιαφέροντος η λύση της (Ι) μπορεί να γραφεί:
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όπου erfc η συμπληρωματική συνάρτηση λάθους (complementary error function): 
[image: image16.wmf][

]

[

]

w

w

p

d

x

erfc

x

ò

-

-

=

0

2

2

1

exp

.
Βλέπε π.χ. την παράδοση της Υπόγειας Υδραυλικής.

Υπενθυμίζουμε επίσης ότι για την περίπτωση στιγμιαίας εισαγωγής ενός ρυπαντή σε έναν υδροφορέα στο χοoνικό σημείο t=0, και μονοδιάστατου φαινόμενου η λύση της εξίσωσης συναγωγής-διασποράς γράφεται:
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όπου 
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 είναι η συγκέντρωση του ρυπαντή στο χρoνικό σημείο t=0. 
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