
Σύγχρονος Αυτόματος Έλεγχος 

 

Παράδειγμα (Συνέχεια) 

𝑥̇ = [
0 1
3 4

] 𝑥 + [
0
1

] 𝑢 + [
𝑤1

𝑤2
] 

Για 𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 0.1, η λύση της ARE είναι η παρακάτω:  

𝑃 = [
1.58 0.73
0.73 1.03

] 

|𝑃| = 𝑚𝑎𝑥 {√1.582 + 0.732, √0.732 + 1.032 

= 𝑚𝑎𝑥{1.74,1.26} = 1.74 

𝑉̇ ≤  −|𝑥|2 +
1

8
|𝑥|2 + 24.22𝑤0

2 

𝑉̇ ≤  −
7

8
|𝑥|2 + 24.22𝑤0

2 

Συνεπώς το |𝑥| θα συγκλίνει  στο σύνολο {𝑥||𝑥|2 <
8
7

24.22𝑤0
2} = {𝑥||𝑥|2 < 21.19𝑤0

2} 

 

Για 𝑄 = [
10 0
0 10

] , 𝑅 = 1, η λύση της ARE είναι η παρακάτω:  

𝑃 = [
15.8 7.3
7.3 10.3

] 

|𝑃| = 17.4 

𝑉̇ ≤  10|𝑥|2 −
7

8
|𝑥|2 + 2422𝑤0

2 

Συνεπώς το |𝑥| θα συγκλίνει  στο σύνολο {𝑥||𝑥|2 < 265𝑤0
2} 

Για 𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 1, η λύση της ARE είναι η παρακάτω:  

𝑃 = [
5.12 6.16
6.16 9.41

] 

|𝑃| = 11.25 

𝑉̇ ≤  −
7

8
|𝑥|2 + 1012.5𝑤0

2 

Συνεπώς το |𝑥| θα συγκλίνει  στο σύνολο {𝑥||𝑥|2 < 1156𝑤0
2}  

Εναλλακτικά: 

𝑉̇ ≤  −𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

2𝑤0|𝑃||𝑥| = 2𝑎𝑤0|𝑃|       
|𝑥|

𝑎
  , εφαρμογή τριγωνικής ανισότητας  𝑥𝑦 ≤

1

2
|𝑥|2 +

1

2
|𝑦|2 

 

 

x 
y 



2𝑎𝑤0|𝑃|
|𝑥|

𝑎
≤

1

2
(|2𝑎𝑤0|𝑃||)2 +

1

2
(

|𝑥|

𝑎
)

2

 

2𝑤0|𝑃||𝑥| ≤ 2|𝑎𝑤0|𝑃||2 +
1

2𝑎2
(|𝑥|2) 

𝑉̇ ≤  −𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 2|𝑎𝑤0|𝑃||2 +
1

2𝑎2
(|𝑥|2) 

𝑉̇ ≤  −|𝑥|2 + 2|𝑎𝑤0|𝑃||2 +
1

2𝑎2
(|𝑥|2),     |𝑃| = 1.74 

𝑉̇ ≤  − (1 −
1

2𝑎2
) (|𝑥|2) + 2𝑎21.742 

Συνεπώς  

|𝑥|2 >
2𝑎21.742

1 −
1

(2𝑎2)

   =>   𝑉̇ < 0 

  

  



Ανάλυση ευρωστίας συστήματος κλειστού βρόχου (στην περίπτωση εξωγενων 

διαταραχών και αβεβαιότητας στον πίνακα Α) 

𝑥̇ = (𝛢 + 𝛥𝛢)𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝑤 

𝐴, 𝐵 𝛾𝜈𝜔𝜎𝜏ά 
|𝛥𝛢| ≤ 𝛿𝛼 

𝑤 ≤ 𝑤0 

Έχουμε ότι  

𝑉 = 𝑥𝑇𝑃𝑥 

𝑉̇ = 𝑥̇𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑥̇ = ((𝛢 + 𝛥𝛢)𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝑤)
𝑇

𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃((𝛢 + 𝛥𝛢)𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝑤) 

= (𝐴𝑥 + 𝐵𝑢)𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢) + (𝛥𝛢 + 𝑤)𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃(𝛥𝛢 + 𝑤) 

= −𝑥𝑇𝑄𝑥 − 𝑥𝑇𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑥 + (𝛥𝛢𝑥)𝑇𝑃𝑥 + 𝑤𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝛥𝛢𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑤  

Συνεπώς, κάνοντας χρήση των παρακάτω: 

𝑤𝑇𝑃𝑥 ≤ |𝑤𝑇𝑃𝑥| ≤ |𝑤𝑇||𝑃||𝑥|             

|𝑥𝑇| = |𝑥| 

|𝑥|2 = 𝑥𝑇𝑥 = 𝑥𝑇𝐼𝑥 (όπου Ι ο μοναδιαίος πίνακας) 

έχουμε ότι  

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + |(𝛥𝛢𝑥)𝑇𝑃𝑥| + |𝑤𝑇𝑃𝑥| + |𝑥𝑇𝑃𝛥𝛢𝑥| + |𝑥𝑇𝑃𝑤| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + |𝑥𝑇||𝛥𝛢𝛵||𝛲||𝑥| + |𝑤𝑇||𝑃||𝑥| + |𝑥𝑇||𝑃||𝛥𝛢||𝑥| + |𝑥𝑇||𝑃||𝑤| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + |𝑥||𝛥𝛢||𝛲||𝑥| + |𝑤||𝑃||𝑥| + |𝑥||𝑃||𝛥𝛢||𝑥| + |𝑥||𝑃||𝑤| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2|𝑥||𝛥𝛢||𝛲||𝑥| + 2|𝑤||𝑃||𝑥| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2|𝑥|2𝛿𝛼|𝛲| + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2𝛿𝛼|𝛲|𝑥𝑇𝐼𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

Έστω 

𝐿 = 2𝛿𝛼|𝑃|𝐼 = [

2𝛿𝛼|𝑃| 0 … 0
0 2𝛿𝛼|𝑃| … 0
…
0

. . .
0

… …

0 2𝛿𝛼|𝑃|

] 

Οπότε, τελικά καταλήγουμε 

𝑉̇ ≤  −𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑥𝑇𝐿𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

𝑉̇ ≤  −𝑥𝑇(𝑄 − 𝐿)𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

Άσκηση 

Για το παρακάτω σύστημα 

𝑥̇ = ([
0 1
3 4

] + [
0 0
0 𝛿

]) 𝑥 + [
0
1

] 𝑢 + [
𝑤1

𝑤2
], |δ|≤0.1, |w|≤1 

Σχεδιάζουμε ένα ελεγκτή ΓΤΕ, επιλέγοντας 

𝑄 = [
𝑞 0
0 𝑞

] , 𝑅 = 𝑟 

 

Οι επιλογές για τις παραμέτρους q, r και η αντίστοιχη λύση P της Algebraic Riccati Equation 

(ARE), είναι οι παρακάτω: 



r =1, q =  1 

𝑃 = [
5.1244     6.1623
 6.1623 9.4152

] 

r =10, q =1 

𝑃 = [
40.0039      60.1662
  60.1662 93.0408

] 

r =1, q =10 

𝑃 = [
15.8144        7.3589

 7.3589 10.3810
] 

r =0.1000, q =1 

𝑃 = [
1.5814         0.7359

  0.7359 1.0381
] 

r =0.0100, q =1 

𝑃 = [
1.1280        0.1344
     0.1344 0.1595

] 

r =0.1000, q =0.1000 

𝑃 = [
    0.5124         0.6162    

  0.6162     0.9415
] 

Να βρείτε ποιες από τις παραπάνω επιλογές οδηγούν σε εύρωστους ελεκγτές (δηλαδή 

ελεγκτές που οδηγούν το μέτρο της κατάστασης να συγκλίνει σε κάποιο πεπερασμένο 

σύνολο), και από τους εύρωστους ελεγκτές, να βρείτε ποιος είναι ο «καλύτερος». 

Επίλυση 

Η ανίσωση που πρέπει να πληρείται είναι: 

𝑉̇ ≤  −𝑥𝑇(𝑄 − 𝐿)𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

όπου 𝐿 = 2𝛿𝛼|𝑃|𝐼 

Στα συστήματα που θα εξεταστούν ισχύει: 

𝛥𝛢 = [
0 0
0 𝛿

] ,    𝛿 ≤ 0.1 ⟹ 

|𝛥𝛢| = 𝑚𝑎𝑥 {√02 + 02, √02 + 0.12 = 𝑚𝑎𝑥{0,0.1} = 0.1 

συνεπώς |𝛥𝛢| ≤ 𝛿𝛼 => 𝛿𝛼 = 0.1 ⟹  𝐿 = 0.2|𝑃|𝐼 

Περίπτωση 1: 

𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 1 => 𝑃 = [
5.1244 6.1623
6.1623 9.4152

] 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√5.12442 + 6.16232, √6.16232 + 9.41522} = 𝑚𝑎𝑥{8.01,11.25} = 11.25 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇(𝑄 − 𝐿)𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥|, όπου 𝑤0 = 1 αφού |𝑤| ≤ 1 

𝑉̇ ≤ −xT ([
1 0
0 1

] − 0.2 ∗ 11.25 ∗ [
1 0
0 1

]) x + 2 ∗ 1 ∗ 11.25 ∗ |x| 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇 ([
−1.25 0

0 −1.25
]) 𝑥 + 22.5 ∗ |𝑥| 

𝑉̇ ≤ 1.25𝑥1
2 + 1.25𝑥2

2 + 22.5|𝑥| 



Οπότε, δεν μπορούμε να αποδείξουμε ευρωστία του συστήματος, αφού ο όρος 1.25𝑥1
2 +

1.25𝑥2
2 είναι θετικός (για 𝑥 διαφορετικό του 0). 

Περίπτωση 2: 

𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 10 => 𝑃 = [
40.0039 60.1662
60.1662 93.0408

] 

 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√40.00392 + 60.16622, √60.16622 + 93.04082} = 𝑚𝑎𝑥{72.25,110.8}

= 110.8 

𝑉̇ ≤ −𝑥𝑇(𝑄 − 𝐿)𝑥 + 2𝑤0|𝑃||𝑥| 

 V̇ ≤ −xT ([
1 0
0 1

] − 0.2 ∗ 110.8 ∗ [
1 0
0 1

]) x + 2 ∗ 1 ∗ 110.8 ∗ |x| 

V̇ ≤ −xT ([
−21.16 0

0 −21.16
]) x + 2 ∗ 1 ∗ 110.8 ∗ |x| 

V̇ ≤ 21.16x1
2 + 21.16x2

2 + 221.6|x| 

Όπως στην Περίπτωση 1, δεν μπορούμε να αποδείξουμε ευρωστία του συστήματος 

Περίπτωση 3: 

𝑄 = [
10 0
0 10

] , 𝑅 = 1 => 𝑃 = [
15.8144 7.3589
7.3589 10.3810

] 

 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√15.81442 + 7.35892, √7.35892 + 10.38102} = 𝑚𝑎𝑥{17.44,12.72} = 17.44 

V̇ ≤ −xT(Q − L)x + 2w0|P||x|, όπου w0 = 1 αφού |w| ≤ 1 

V̇ ≤ −xT ([
10 0
0 10

] − 0.2 ∗ 17.44 ∗ [
1 0
0 1

]) x + 2 ∗ 1 ∗ 17.44 ∗ |x| 

V̇ ≤ −xT ([
6.512 0

0 6.512
]) x + 34.88|x| 

V̇ ≤ −6.512x1
2 − 6.512x2

2 + 34.88|x| 

Το σύστημα οδηγεί σε εύρωστο ελεγκτή, αφού ο όρος −6.512x1
2 − 6.512x2

2 είναι αρνητικός 

(για 𝑥 διαφορετικό του 0). 

Περίπτωση 4:  

𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 0.1 => 𝑃 = [
1.5814 0.7359
0.7359 1.0981

] 

 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√1.58142 + 0.73592, √0.73592 + 1.09812} = 𝑚𝑎𝑥{1.745,1.274} = 1.745 

 

𝑉̇ ≤ −xT(Q − L)x + 2w0|P||x|, όπου w0 = 1 αφού |w| ≤ 1 

𝑉̇ ≤ −xT ([
1 0
0 1

] − 0.2 ∗ 1.745 ∗ [
1 0
0 1

]) x + 2 ∗ 1 ∗ 1.745 ∗ |x| 

𝑉̇ ≤ −xT ([
0.651 0

0 0.651
]) x + 3.49 ∗ |x| 

𝑉̇ ≤ −0.651x1
2 − 0.651x2

2 + 3.49|x| 

 

Το σύστημα οδηγεί σε εύρωστο ελεγκτή. 

Περίπτωση 5: 



𝑄 = [
1 0
0 1

] , 𝑅 = 0.01 => 𝑃 = [
1.128 0.1344

0.1344 0.1595
] 

 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√1.1282 + 0.13442, √0.13442 + 0.15952} = 𝑚𝑎𝑥{1.135,0.208} = 1.135 

𝑉̇ ≤ −0.773𝑥1
2 − 0.773𝑥2

2 + 2.27|𝑥| 

Το σύστημα 𝛐𝛅𝛈𝛄𝛆ί σε εύρωστο ελεγκτή 

Περίπτωση 6: 

𝑄 = [
0.1 0
0 0.1

] , 𝑅 = 0.1 => 𝑃 = [
0.5124 0.6162
0.6162 0.9415

] 

 

|𝑃| = 𝑚𝑎 𝑥 {√0.51242 + 0.61622, √0.61622 + 0.94152} = 𝑚𝑎𝑥{0.8,1.125} = 1.125 

𝑉̇ ≤ 0.125𝑥1
2 + 0.125𝑥2

2 + 2.25|𝑥| 

Οπότε, δεν μπορούμε να αποδείξουμε ευρωστία του συστήματος 

Συνοψίζοντας, οι περιπτώσεις που οδηγούν σε εύρωστο ελεγκτή είναι οι: 

Περίπτωση 3: 𝑉̇ ≤ −6.512x1
2 − 6.512x2

2 + 34.88|x| 

Περίπτωση 4: 𝑉̇ ≤ −0.651x1
2 − 0.651x2

2 + 3.49|x| 

Περίπτωση 5: 𝑉̇ ≤ −0.773𝑥1
2 − 0.773𝑥2

2 + 2.27|𝑥| 

Κάνοντας χρήση της 

2𝑤0|𝑃||𝑥| ≤ 2|𝑎𝑤0|𝑃||2 +
1

2𝑎2
(|𝑥|2) 

έχουμε ότι 

Περίπτωση 3: 

𝑉̇ ≤ −6.512𝑥1
2 − 6.512𝑥2

2 + 2 ∗ 1 ∗ 17.44|𝑥| 

𝑉̇ ≤ −6.512|𝑥|2 + 2𝑎21217.442 +
1

2
(

|𝑥|

𝑎
)

2

 

𝑉̇ ≤ −6.512|𝑥|2 + 608.3𝑎2 +
1

2𝑎2
|𝑥|2 

𝑉̇ ≤ − (6.512 −
1

2𝑎2
) |𝑥|2 + 608.3𝑎2 

Όποτε έχουμε ότι 𝑉̇ ≤ 0 για 

|𝑥|2 ≥
608.3𝑎2

(6.512 −
1

2𝑎2)
= 𝐴1 

 

Περίπτωση 4: Παρομοίως 

Όποτε έχουμε ότι 𝑉̇ ≤ 0 για 

 



|𝑥|2 ≥
6.09𝑎2

(0.651 −
1

2𝑎2)
= 𝐴2 

και 

Περίπτωση 5:  

Όποτε έχουμε ότι 𝑉̇ ≤ 0 για 

|𝑥|2 ≥
2.576𝑎2

(0.773 −
1

2𝑎2)
= 𝐴3 

Το ποιος από τους 3 ελεγκτές είναι ο καλύτερος εξαρτάται από το α που θα επιλεχθεί κάθε 

φορά. Για κάθε ελεγκτή το πιο ιδανικό α είναι διαφορετικό. 

Χρησιμοποιώντας το Matlab μπορούμε να βρούμε τα κατάλληλα α σε σημεία όπου οι 

𝛢1, 𝛢2, 𝛢3 = 𝑚𝑖𝑛 μέσω των : 

Κώδικας:  

function=@(x) 

val=fminbnd(function,1,0001, 1000) 

min=function(val) 

𝐴1: 𝑚𝑖𝑛 = 101,1995 𝛾𝜄𝛼 𝑣𝑎𝑙 = 𝑎 = 1,0001 

𝐴2: 𝑚𝑖𝑛 = 28,7399 𝛾𝜄𝛼 𝑣𝑎𝑙 = 𝑎 = 1,2394 

𝐴3: 𝑚𝑖𝑛 = 8.6222 𝛾𝜄𝛼 𝑣𝑎𝑙 = 𝑎 = 1,1374 

Επομένως, αν έχουμε την ευχέρεια να επιλέξουμε το κατάλληλο α μέσω του κώδικα, ο 

«καλύτερος ελεγκτής» που μπορούμε να επιλέξουμε είναι αυτός της περίπτωσης 5. 

 

  

  



Ανάλυση ευρωστίας συστήματος κλειστού βρόχου (στην περίπτωση εξωγενων 

διαταραχών και αβεβαιότητας στον πίνακα Α και στον πίνακα Β) 

𝑥̇ = (𝛢 + 𝛥𝛢)𝑥 + (𝐵 + 𝛥𝛣)𝑢 + 𝑤  

 

Μέθοδος 𝐈𝐧𝐭𝐞𝐠𝐫𝐚𝐭𝐨𝐫 𝐛𝐚𝐜𝐤𝐬𝐭𝐞𝐩𝐩𝐢𝐧𝐠 

 

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = ([

0 1
3 4

] + [
0 0
0 𝛿

]) 𝑥 + ([
0
1

 ] + [
0
𝛾

 ]) 𝑢 + [
𝑤1

𝑤2
 ] 

|𝛿| ≤ 0.5 
|𝛾| ≤ 0.8 

Εισάγουμε τις παρακάτω μεταβλητές 

𝑢̇ = 𝑣       𝑧1 = 𝑥1    𝑧2 = 𝑥2   𝑧3 = 𝑢  

Έχουμε ότι 

[

𝑧1̇

𝑧2̇

𝑧3̇

] =  [
0 1 0
3 4 + 𝛿 1 + 𝛾
0 0 0

] [

𝑧1

𝑧2

𝑧3

] + [
0
0
1

] 𝑣 + [
𝑤1

𝑤2

0
] 

𝑧̇ = ([
0 1 0
3 4 1
0 0 0

] + [
0 0 0
0 𝛿 𝛾
0 0 0

]) 𝑧 + [
0
0
1

] 𝑣 + 𝑤̅ 

Στο παραπάνω σύστημα οι αβεβαιότητες του πίνακα Β, «μεταφέρονται» σαν 

αβεβαιότητες στον πίνακα Α. 

 

Α ΔΑ

Α 

Β ΔΒ 


