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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ I 
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1.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 

Αν ( ),u u x==== ( )v v x==== είναι δύο συναρτήσεις του x µε συνεχείς παραγώγους τότε 

                           uv dx uv u vdx′ ′′ ′′ ′′ ′= −= −= −= −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫   ή   udv uv vdu= −= −= −= −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫  

 

2.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΑΠΛΩΝ ΡΗΤΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 
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Αν 2 4 0β αγβ αγβ αγβ αγ−−−− ≺≺≺≺   τότε 
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3.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΡΗΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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4.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΡΗΤΗΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ ΤΟΥ ηµx και συνx ( , ) .x x dxηµ συνηµ συνηµ συνηµ συνℜℜℜℜ∫∫∫∫  
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iii)  Αν ( , ) ( , )x x x xηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ − , θέτουµε x tσυνσυνσυνσυν ==== . 

 

 iv)  Αν ( , ) ( , )x x x xηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνηµ συν ηµ συνℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ −ℜ = −ℜ − , θέτουµε x tηµηµηµηµ ==== . 

 

5.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ  
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i)     Αν 
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7.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ   2 2( , ) ,    0,   .x a x dx a x aℜ − ⋅ℜ − ⋅ℜ − ⋅ℜ − ⋅∫∫∫∫ � ≺� ≺� ≺� ≺  
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9.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ   2 2( , ) ,    0.x x a dx aℜ + ⋅ℜ + ⋅ℜ + ⋅ℜ + ⋅∫∫∫∫ ����  
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10.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ   2( , ) .x x x dxα β γα β γα β γα β γℜ + + ⋅ℜ + + ⋅ℜ + + ⋅ℜ + + ⋅∫∫∫∫  
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ii)  Αν  0a ����  και  ∆ 0≺≺≺≺
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v)    Αν  ∆ 0����  θέτουµε 
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11.  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ   1( , ..., ) .n xx
e e dx

µµµµµµµµℜ ⋅ℜ ⋅ℜ ⋅ℜ ⋅∫∫∫∫  
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xe t==== . 
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11.  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΟΡΙΣΜΕΝΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ    

 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ 

 

Ι.  Αν : [ , ]f I α βα βα βα β= →= →= →= → ����   είναι συνεχής συνάρτηση στο I , τότε το εµβαδόν του τόπου που 

περικλείεται  από την καµπύλη ( ),y f x====  τις ευθείες ,   x xα βα βα βα β= == == == =  και άξονα X OX′′′′  δίνεται 

από τον τύπο 

                                                               ( ) .E f x dx

ββββ

αααα

= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅∫∫∫∫  

ΙΙ.  Αν , : [ , ]f g I α βα βα βα β= →= →= →= → ����   είναι δύο συνεχείς συναρτήσεις και 
0

[ , ]x α βα βα βα β∀ ∈∀ ∈∀ ∈∀ ∈  η ευθεία     

0
x x==== τέµνει τις δύο καµπύλες

1
( )y f x==== ,

2
( )y g x==== σ’ένα µόνο σηµείο, τότε το εµβαδόν του 

τόπου µεταξύ των δύο καµπύλων  και των ευθειών ,   x xα βα βα βα β= == == == =  δίνεται από τον τύπο 

                                                              ( ) ( ) .E f x g x dx

ββββ

αααα

= − ⋅= − ⋅= − ⋅= − ⋅∫∫∫∫  

Σηµείωση:   To εµβαδόν του τόπου που περικλείεται από απλή κλειστή καµπύλη  και 

αποτελείται από τις καµπύλες 
1
( ),y f x====  

2
( ),y f x==== ορισµένες στο διάστηµα  [ , ]α βα βα βα β  

δίνεται από τον τύπο 

                                                       
1 2
( ) ( ) .E f x f x dx

ββββ

αααα

= − ⋅= − ⋅= − ⋅= − ⋅∫∫∫∫  

ΙII.  Αν η συνάρτηση : [ , ]f I α βα βα βα β= →= →= →= → ����    ορίζεται µε παραµετρική µορφή από τις συναρτήσεις 

                                                        
1 2

( )

( ),     [ , ]

x x t

y y t t t t

====

= ∈= ∈= ∈= ∈
 

και οι ( ),   ( )x t y t′ ′′ ′′ ′′ ′ είναι συνεχείς στο I , τότε το εµβαδόν του τόπου που περικλείεται   

από την καµπύλη ( ),y f x====  τις ευθείες ,   x xα βα βα βα β= == == == =  και άξονα X OX′′′′  δίνεται από τον τύπο 

                                                      
2

1

( ) ( ) ,

t

t

E y t x t dt′′′′= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅∫∫∫∫  όπου 
1 2

( ) ,  ( ) .x t x tα βα βα βα β= == == == =  

IV.   Αν η καµπύλη c  έχει εξίσωση ( )r r θθθθ====  σε πολικές συντεταγµένες, τότε το εµβαδόν του 

τόπου που περικλείεται από την καµπύλη c  και τις ηµιευθείες 
1

θ θθ θθ θθ θ====  και 
2

θ θθ θθ θθ θ====  δίνεται από τον 

τύπο 

                                                            
1

1

21
.

2
E r d

θθθθ

θθθθ

θθθθ==== ∫∫∫∫  

 

ΟΓΚΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ ΑΠΟ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

 

Ι.   Έστω : [ , ]f I α βα βα βα β= →= →= →= → ����  είναι συνεχής συνάρτηση στο I , D  ο  τόπος που περικλείεται από 

την καµπύλη ( ),y f x====  τις ευθείες ,   x xα βα βα βα β= == == == =  και άξονα X OX′′′′ . Αν ο  τόπος D  στραφεί 

γύρω από τον άξονα X OX′′′′  τότε ο όγκος του στερεού που σχηµατίζεται δίνεται από τον τύπο 

                                                             
2

[ ( )] .V f x dx

ββββ

αααα

ππππ==== ∫∫∫∫  
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ΙΙ.   Αν η συνάρτηση : [ , ]f I α βα βα βα β= →= →= →= → ����    ορίζεται µε παραµετρική µορφή από τις συναρτήσεις 

                                                        
1 2

( )

( ),     [ , ]

x x t

y y t t t t

====

= ∈= ∈= ∈= ∈
 

και οι ( ),   ( )x t y t′ ′′ ′′ ′′ ′ είναι συνεχείς στο I , τότε 

                                                            
2

1

2
[ ( )] ( ) ,

t

t

V y t x t dtππππ ′′′′= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅∫∫∫∫     όπου
1 2

( ) ,  ( ) .x t x tα βα βα βα β= == == == =  

ΙII.  Αν η εξίσωση της καµπύλης c σε πολικές συντεταγµένες είναι 
1 2

( ) :[ , ] ,   ( )r r rθ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θ= →= →= →= → ����  

είναι συνεχής στο διάστηµα 
1 2

[ , ]θ θθ θθ θθ θ  και D ο τόπος που περικλείεται από την καµπύλη c  και τις 

ηµιευθείες 
1

θ θθ θθ θθ θ====  και 
2

θ θθ θθ θθ θ==== , τότε ο όγκος του στερεού που προκύπτει από περιστροφή του D 

γύρω από τον άξονα X OX′′′′  είναι 

                                                           
2

1

32
.

3
V r d

θθθθ

θθθθ

ππππ
ηµθ θηµθ θηµθ θηµθ θ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅∫∫∫∫  

ΙV.   Αν  , : [ , ]f g I α βα βα βα β= →= →= →= → ����   δύο συναρτήσεις συνεχείς στο [ , ]α βα βα βα β . Αν D είναι ο τόπος που 

περικλείεται από τις καµπύλες ,f g  και τις ευθείες ,   x xα βα βα βα β= == == == =  τότε ο όγκος του στερεού που 

προκύπτει από περιστροφή του D γύρω από τον άξονα X OX′′′′  είναι 

                                                            
2 2

[ ( )] [ ( )] .V f x g x dx

ββββ

αααα

ππππ= −= −= −= −∫∫∫∫  


