
2.  OΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΑΠΛΩΝ ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

Ρητή συνάρτηση ονοµάζεται κάθε συνάρτηση f που γράφεται µε τη µορφή  f(x) = 
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όπου  p,q  είναι πολυώνυµα µιας µεταβλητής x µε συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς  και  

πεδίο ορισµού ένα υποσύνολο του � . 

  

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε την ολοκλήρωση απλών ρητών παραστάσεων, δηλαδή 

παραστάσεων της µορφής 

Ι.           f(x) = 
A

x a−
   

ΙΙ.         g(x) = 
n

A

(x a)−
 ,            1n ≠≠≠≠  

III.        
2 2

( )
A

u x
x a

====
++++

 

 IV.       h(x) =
2

Ax + B

ax bx + c+
 

VI.         j(x) =
2 n

Ax + B

(ax bx + c)+
,   n = 2,3… , 

όπου Α,Β,a,b,c είναι πραγµατικοί αριθµοί. Για τις συναρτήσεις h,j υποθέτουµε επιπλέον ότι  

το πολυώνυµο a 2x + bx + c δεν έχει πραγµατικές ρίζες, δηλαδή είναι 2b −  4ac < 0. 

 

Τα ολοκληρώµατα των συναρτήσεων f,g, υπολογίζονται πολύ απλά και είναι αντίστοιχα 
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Για τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων  
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         Αντικαθιστούµε στα ολοκληρώµατα 4I  και 5I  οπότε προκύπτει 

         

     4I  = 
2 2

A
2

( )

b
t B

a

a t k

 − + 
 

+∫ dt  = 
A

a
2 2

t

t k+∫ dt  + 
AB

a
2 2

1

t k+∫ dt  =  

          =  
A

2a

2 2ln( )t k+  + 
AB

a
2

2

1
 

1

dt

t
k

k

  +  
   

∫  = 
A

2a

2 2ln( )t k+  + 
AB

ak
arctan

t

k
 + c 

     5I  = 
2 2

A
2

( )n n

b
t B

a

a t k

 − + 
 

+∫ dt  = 
A

n
a

2 2( )n

t

t k+∫ dt  + 
AB

n
a

2 2

1

( )n
t k+∫ dt  = 

          = 
A

2 n
a

2 2

2 2

( )

( )n

t k

t k

′+
+∫ dt  + 

AB
n

a
2 2

1

( )n
t k+∫ dt  = 

A

2 (1 )n
a n− 2 2 1

1

( )n
t k

−+
+   

                                                                                       
AB

n
a

2 2

1

( )n
t k+∫ dt . 

Μία µέθοδος υπολογισµού του ολοκληρώµατος nI  =
2 2

1

( )n
t k+∫ dt  είναι η κατά παράγοντες 

ολοκλήρωση µε αναγωγικό τύπο      nI  =  n-12 2 2 2 n-1

2 -3
I  +  + c,   2.

2 ( -1) 2 ( -1)(t )

n t
n

k n k n k
∀ ≥

+
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       Επανερχόµενοι στην αρχική µεταβλητή έχουµε 
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