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Image Transformations

Έκφραση μίας εικόνας σε ένα
σύνολο στοιχειωδών εικόνων
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Στοιχειώδης (elementary) Εικόνα

Στοιχειώδης εικόνα είναι τo εξωτερικό γινόμενο (outer product) δύο
διανυσμάτων (vectors)
Εάν έχουμε δύο vectors Νx1:

Οπότε το εξωτερικό γινόμενο είναι το:
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Ένας γενικός τύπος γραμμικού μετασχηματισμού μία
εικόνας f, μπορεί να γραφτεί ως:

Όπου g είναι η εικόνα εξόδου και τα hc και hr είναι οι
πίνακες μετασχηματισμού.

Εάν λύσουμε ως προς το f, η εξίσωση διαμορφώνεται
ως:
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Singular Value Decomposition

Εάν επιλέξουμε τους πίνακες U και V έτσι ώστε
η μετασχηματιζόμενη εικόνα g να είναι ένας
διαγώνιος πίνακας, τότε η εικόνα f θα
αποτελείται μόνο από τα μη μηδενικά στοιχεία
του g.
Αυτό μπορεί να γίνει με μία διεργασία που
ονομάζεται matrix diagonalization και ονομάζεται
Singular Value Decomposition της εικόνας
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Diagonalize a matrix
Ένας πίνακας g με τάξη r μπορεί να γραφεί ως:

)2(2/1 TVUg Λ=

Όπου U και V είναι ορθογώνιοι πίνακες μεγέθους N x r και ο Λ1/2 είναι ένας
διαγώνιος r x r πίνακας.

Αν αντιμεταθέσουμε την εξίσωση (1) παίρνουμε:

Αν πολλαπλασιάσουμε της εξισώσεις (1) και (2) τελικά παίρνουμε:

Αυτό δείχνει ότι ο πίνακας V αποτελείται από τα eigenvectors του πίνακα gTg

)1(2/1 TT UVg Λ=

)3(TT UUgg Λ=

)4(TT VVgg Λ=

Παρατηρούμε ότι ο πίνακας Λ αποτελείται από r non-zero eigenvalues του
πίνακα ggT ενώ ο U αποτελείται από τα eigenvectors του ίδιου πίνακα.

Παρόμοια αν πολλαπλασιάσουμε τις εξισώσεις (2) και (3) παίρνουμε:
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Singular Value Decomposition (SVD)

H Singular Value Decomposition μίας εικόνας g ορίζεται
ως η επέκτασή της σε διανύσματα εξωτερικού
γινομένου, όπου τα διανύσματα αυτά αποτελούνται από
τα eigenvectors του ggT και του gTg. Ενώ τα βάρη είναι
οι eigenvalues των πινάκων αυτών. Σε αυτήν την
περίπτωση η αρχική μας η εξίσωση μετατρέπεται:
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Προσέγγιση εικόνα με SVD

Εάν αποφασίσουμε να κρατήσουμε μόνο
k < r τμήματα, τότε θα αναπαράγουμε μία
προσεγγιστική έκδοση της εικόνας
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Υπολογισμός του Λάθους

Η διαφορά μεταξύ της αρχικής μας εικόνας με
την προσεγγιστική της έκδοση είναι:
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Πόσο μεγάλο «αριθμητικά» είναι το λάθος?
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Το λάθος είναι ίσο με το άθροισμα των
eigenvalues που απορρίπτουμε
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Ελαχιστοποίηση του Λάθους

Εάν ταξινομήσουμε τις eigenvalues λi από
την μεγαλύτερη τιμή στην μικρότερη, και
επιλέξουμε τις πρώτες k<r τιμές, τότε η
προσεγγιστική εικόνα που θα
ανακατασκευάσουμε, θα έχει το ελάχιστο
τετραγωνικό λάθος (least square error).
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Σύνολο Στοιχειωδών Εικόνων

Υπάρχουν διάφορα σύνολα στοιχειωδών
εικόνων, στα οποία όλες οι εικόνες
μπορούν να μετατραπούν.
Αυτά καθορίζονται από ένα σύνολο από
πλήρες και ορθοκανονικά σύνολα, που
αποτελούνται από διακριτές τιμές
διάφορων διακριτών συναρτήσεων
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Πλήρες και Ορθοκανονικά Σύνολα Συναρτήσεων

Ένα σύνολο συναρτήσεων Sn(t), όπου n ακέραιος, είναι ορθογώνιο
σε ένα διάστημα [0,Τα] με μία συνάρτηση βάρους w(t) εάν:
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Το σύνολο λέγεται ορθοκανονικό εάν k=1. 
Το σύνολο λέγεται πλήρες εάν δεν μπορούμε να βρούμε άλλη
συνάρτηση που να είναι ορθογώνια στο σύνολο και δεν ανήκει στο
σύνολο.
Ένα παράδειγμα πλήρους και ορθοκανονικού συνόλου είναι το
σύνολο των συναρτήσεων ejnt, το οποίο χρησιμοποιείται ως βάση
για τους μετασχηματισμούς Fourier



Δ.Π.Θ.- Εργαστήριο Ανάλυσης Ηλεκτρικών Κυκλωμάτων Καθηγητής Ν. Παπαμάρκος
16

Σημαντικότερα πλήρη σύνολα
ορθοκανονικών διακριτών συναρτήσεων

Σύνολο συναρτήσεων Haar, οι οποίες παίρνουν
τιμές από το σύνολο:

,......}3,2,1,2,1,0{ =±± pp

Σύνολο συναρτήσεωνWalsh, οι οποίες
παίρνουν τιμές από το σύνολο:

{+1,-1}
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Haar Συναρτήσεις
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Άσκηση
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Walsh Συναρτήσεις

Όπου [j/2] σημαίνει τον μεγαλύτερο ακέραιο που είναι μικρότερος ή
ίσος με το J/2,q=0 ή 1, j=0,1,2, και :
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Haar transform basis images
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Walsh transform basis images
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Πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα των
Walsh και Haar μετασχηματισμών

Ο Haar μετασχηματισμός μας επιτρέπει να
ανακατασκευάσουμε με διαφορετικά επίπεδα
λεπτομέρειας, διαφορετικά μέρη της εικόνας
Αντίθετα το λάθος στην ανακατασκευή μια εικόνας, με
Walsh μετασχηματισμό, διαχέεται σε όλη την εικόνα
Όμως ο Walsh μετασχηματισμός είναι πιο εύκολος να
εφαρμοστεί από έναν υπολογιστή καθώς είναι πιο απλός
(παίρνει μόνο δύο τιμές: 
-1 και 1)
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Discrete Fourier Transform
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1-διάσταση του discrete μετασχηματισμού
Fourier μίας συνάρτησης f(k) είναι:

2-διάσταση του discrete μετασχηματισμού
Fourier μιας εικόνας ΝxM είναι:
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Inverse Discrete Fourier

To Inverse Discrete Fourier είναι:
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Discrete Fourier Transform σε μορφή πίνακα
Κατασκευάζουμε πίνακα U με στοιχεία:

N
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x παίρνει τιμές 0,1,….,Ν-1 για κάθε στήλη
α παίρνει τιμές από 0,1,….,Ν-1 για κάθε γραμμή
Ο πίνακας U είναι συμμετρικός: UT=U
2-διάστατη discrete Fourier Transform σε μορφή πίνακα δίνεται:

Α=UgU
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Οι στοιχειώδεις εικόνες του
Discrete Fourier Transform

Επειδή η συνάρτηση του
μετασχηματισμού Fourier είναι περίπλοκη
και οι στοιχειώδεις εικόνες είναι
περίπλοκες.
Δημιουργούνται με το εξωτερικό γινόμενο
δύο γραμμών του πίνακα U
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Real part of the Fourier transform basis images
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Imaginary part of the Fourier transform basis images
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Πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα του
Discrete Fourier transform

Μπορεί να οριστεί έτσι ώστε να υπακούει στο
convolution theorem
Χρησιμοποιεί πολύ λεπτομερείς βασικές συναρτήσεις, 
οπότε η προσέγγιση της εικόνας δίνει λιγότερο λάθος
από τους άλλους μετασχηματισμούς και σταθερό αριθμό
όρων.
Για n αριθμό βασικών εικόνων απαιτεί 2n συντελεστές
για την ανακατασκευή της αρχικής εικόνας αντί για n που
απαιτούν οι μετασχηματισμοί Haar και Walsh
Λόγω, κυρίως ότι υπακούει στο convolution theorem, ο
μετασχηματισμός Fourier είναι ο πιο χρησιμοποιούμενος
μετασχηματισμός στις εικόνες
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Convolution Theorem

O μετασχηματισμός Fourier της συνέλιξης
δύο συναρτήσεων είναι ίσος με το
γινόμενο των μετασχηματισμών Fourier 
των δύο συναρτήσεων
Για την περίπτωση εικόνων, το θεώρημα
ισχύει εάν η εικόνα επαναλαμβάνεται
περιοδικά προς όλες τις κατευθύνσεις
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Αν μία συνάρτηση ισούται με την συνέλιξη δύο συναρτήσεων, ο τύπος
που δίνει την σχέση μεταξύ του DFT (Discrete Fourier Transform) της και
των DFT των δύο συναρτήσεων είναι:
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Θεωρώντας ότι:
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Σχεδίαση του Discrete Fourier Transform
Όπως γνωρίζουμε οι ποσότητες του μετασχηματισμού
Fourier μιας εικόνας αποτελούν τους συντελεστές των
στοιχειωδών εικόνων. Άρα όσο μεγάλη είναι η εικόνα, 
τόσους περισσότερους συντελεστές έχουμε και μάλιστα
οι υψηλές συχνότητες της εικόνας γίνονται λιγότερο
σημαντικές με αποτέλεσμα και οι ανάλογοι συντελεστές
να είναι γίνονται μικρότεροι
Οπότε υπάρχει δυσκολία στην παρουσίαση όλων των
συντελεστών καθώς η διαφορά τιμής τους είναι μεγάλη
Οπότε για τους σκοπούς εμφάνισης, και μόνο για
αυτούς, χρησιμοποιείται ο παρακάτω τύπος

)),(1log(),( qpGqpd +≡
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Ο Discrete Fourier Transforms μίας εικόνας
που έχουμε περιστρέψει θ γωνία δίνετε σε
σχέση με τον DFT της ίδιας μη
περιστρεφόμενης εικόνας δίνεται

G(w,φ) = G(w,φ+θ)

Δηλαδή βλέπουμε ότι ο Discrete Fourier 
Transform δεν επηρεάζεται από την
περιστροφή της εικόνας
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Έστω μία εικόνα g(k,l) την μετακινούμε κατά ko,lo οπότε
τότε ορίζεται ως g(k-ko,l-lo). Η σχέση του discrete 
Fourier transform της εικόνας g(k,l) και του discrete 
Fourier transform της εικόνας δίνεται:
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Η σχέση μεταξύ του discrete Fourier Transforms 
μιας εικόνας και του discrete Fourier Transforms 
της ίδιας εικόνας όμως έχοντας αλλάξει την
κλίμακά της με scaling factors α και β δίνεται από
τον τύπο:

),(1),(
βααβ
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Όπου G(m,n) είναι o DFT της scaled εικόνας
Και g(m,n) είναι ο DFT της unscaled εικόνας
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Περίληψη
Οι μετασχηματισμοί αναλύουν κάθε εικόνα σε ένα
σύνολο από στοιχειώδεις βασικές εικόνες
Υπάρχει δυνατότητα να ταξινομήσουμε τις εικόνες αυτές
με βάση την πληροφορία που περιέχουν
Μπορούμε να επιλέξουμε την «ποσότητα» λεπτομέρειας
της εικόνας, επιλέγοντας να κρατήσουμε ένα σύνολο
βασικών εικόνων
Ο καλύτερο τρόπος πετυχαίνεται χρησιμοποιώντας σαν
βασικές εικόνες τις eigenimages της βασικής εικόνας
Όμως αυτό δεν είναι ευέλικτο καθώς οι βασικές εικόνες
μας αλλάζουν από εικόνα σε εικόνα
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Περίληψη

Οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κάποιες
προκαθορισμένες βασικές εικόνες, οι οποίες
καθορίζονται με την βοήθεια των ορθοκανονικών
συνόλων
Τέτοια σύνολα είναι π.χ. τα Haar και Walsh
Ο πιο διαδομένος μετασχηματισμός είναι ο
Fourier
Με τον Fourier μπορούμε να επηρεάσουμε μία
εικόνα με την βοήθεια μίας απλής συνέλιξης


