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Εισαγωγή
Ένα δέντρο καλείται δέντρο διασύνδεσης όταν προκύπτει από ένα γράφημα το οποίο περιέχει όλες τις ακμές του εκτός από τους κύκλους. Με άλλα λόγια μπορούμε να δημιουργήσουμε ένα ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης από ένα υπάρχον γράφημα αν αφαιρέσουμε μια ακμή από κάθε μονοπάτι που σχηματίζει κύκλο.
Αυτό που τελικά προκύπτει είναι ένα άλλο γράφημα το οποίο είναι ταυτόχρονα και ένα δέντρο. Αν αυτό το δέντρο περιέχει Ν κορυφές τότε θα έχει και Ν-1 ακμές. 
Περιέχει το λιγότερο Ν-1 ακμές γιατί τόσες χρειάζονται για να συνδέσουμε κάθε κορυφή στο γράφημα. Αν λοιπόν το γράφημα περιέχει 1 κορυφή τότε δεν χρειαζόμαστε καμία ακμή για να συνδέσουμε την κορυφή στο γράφημα. Αν όμως προσθέσουμε κορυφές στο γράφημα, μια κάθε φορά, τότε χρειαζόμαστε μια ακμή για κάθε κορυφή που προσθέτουμε στο γράφημα. Στην αντίθετη περίπτωση αν προσθέταμε μια κορυφή και δεν προσθέταμε μια ακμή τότε θα δημιουργούσαμε ένα γράφημα με μία μόνο κορυφή. Δεν θα προεκτείναμε δηλαδή το γράφημα, γιατί δεν πραγματοποιήσαμε καμιά σύνδεση της νέας κορυφής με οποιαδήποτε κορυφή του γραφήματος.
Περιέχει το πολύ Ν-1 κορυφές γιατί παραπάνω από μία ακμή ανά κορυφή θα δημιουργήσει κύκλο, κάτι το οποίο παραβιάζει τον ορισμό του δέντρου. Αν υποθέσουμε ότι έχουμε ένα γράφημα που περιέχει τον ελάχιστο αριθμό ακμών Ν-1, τότε κάθε προσπάθεια να προσθέσουμε μια ακμή θα οδηγούσε στη δημιουργία ενός κύκλου. Ο λόγος είναι ότι κάθε κορυφή είναι ήδη συνδεδεμένη με κάποια άλλη κορυφή του γραφήματος. Αν προσθέσουμε μια επιπλέον ακμή σε μια κορυφή τότε θα τη συνδέσουμε με μια άλλη κορυφή στο ίδιο γράφημα. Επομένως το γράφημα θα έχει κύκλους και δε θα είναι πια δέντρο.
Δημιουργία δέντρων διασύνδεσης
Διερεύνηση γραφημάτων
Μπορούμε με διαφόρους τρόπους να δημιουργήσουμε δέντρα διασύνδεσης διερευνώντας γραφήματα. Δύο από αυτούς, οι οποίοι οδηγούν μάλιστα και στη  δημιουργία ελάχιστων δέντρων διασύνδεσης είναι οι εξής:

· Αναζήτηση σε βάθος (Depth-First Search)
· Αναζήτηση κατά πλάτος (Breadth-First Search)
Και οι δύο τρόποι αναζήτησης είναι παρόμοιοι με τους αλγόριθμους που χρησιμοποιούνται για να διερευνήσουμε δέντρα. Η μεθοδολογία των δύο αλγορίθμων είναι διαφορετική όπως θα δείξει και η περαιτέρω ανάλυσή τους. 
Η διαφορά με τους αλγορίθμους με τους οποίους διερευνούμε δέντρα είναι ότι τώρα θα σημειώνουμε τις κορυφές από τις οποίες έχουμε περάσει έτσι ώστε να αποφύγουμε να επισκεφτούμε ξανά αυτές τις κορυφές – θα αφήνουμε δηλαδή ίχνη. Αυτό είναι αναγκαίο διότι τα γραφήματα μπορεί να περιέχουν κύκλους και αυτό είναι κάτι που θα πρέπει να αποφύγουμε, δηλαδή να διατρέχουμε συνέχεια τις ίδιες κορυφές και ακμές.
Μπορούμε να δημιουργήσουμε ένα δέντρο διασύνδεσης αν κρατάμε πληροφορίες σχετικά με το μονοπάτι που ακολουθήσαμε για να φτάσουμε σε κάθε κορυφή. Αν λοιπόν θέλουμε να διερευνήσουμε ένα γράφημα, τότε ξεκινάμε με ένα άλλο γράφημα (αρχικά άδειο) και για κάθε δρόμο που ακολουθούμε στο πρωτεύων γράφημα δημιουργούμε και την αντίστοιχη ακμή στο δευτερεύων γράφημα.
Επομένως αν στο πρωτεύων γράφημα διατρέχουμε από την Κορυφή Χ στην Κορυφή Υ τότε προσθέτουμε και στο καινούριο γράφημα μια ακμή από την Κορυφή Χ στην Κορυφή Υ. Το νέο γράφημα τελικά περιέχει τις ίδιες κορυφές με το αρχικό, με τη διαφορά όμως ότι μόνο μια ακμή ενώνει κάθε ζευγάρι κορυφών. 
Διερεύνηση σε βάθος (Depth First Search)
Η διερεύνηση σε βάθος είναι μια γενίκευση της pre-order traversal. Ξεκινώντας αυθαίρετα από μια κορυφή v, σημαδεύουμε την κορυφή v έτσι ώστε να ξέρουμε ότι την επισκεφτήκαμε, την επεξεργαζόμαστε και αναδρομικά διατρέχουμε όλες τις γειτονικές κορυφές της v που δεν είναι σημαδεμένες. Κάθε φορά που καλείται ο αλγόριθμος η κορυφή v είναι διαφορετική.
Όταν επισκεφτούμε μια κορυφή της οποίας έχουμε επισκεφτεί όλες τις γειτονικές κορυφές της, τότε επιστρέφουμε στην προηγούμενη κορυφή και επισκεπτόμαστε μια από τις γειτονικές κορυφές από τις οποίες δεν περάσαμε και επαναλαμβάνουμε αναδρομικά με τον ίδιο τρόπο την διαδικασία. Συνεχίζουμε μέχρι να επισκεφτούμε όλες τις γειτονικές κορυφές της αρχικής κάθε φορά κορυφής, κάτι το οποίο υποδηλώνει ότι τελειώσαμε. Η αναδρομική διαδικασία μας οδηγεί στο να επεξεργαστούμε ολόκληρο το γράφημα, με τη βοήθεια μιας μνήμης στοίβας (stack) και με τις λειτουργίες push (τοποθέτηση στη στοίβα) και pop (απόσυρση από την στοίβα)
Παρακάτω βλέπουμε τα βήματα που ακολουθούμε για να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο της διερεύνησης σε βάθος στο γράφημα του σχήματος 1.1:
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Σχήμα 1. 1
· Μπορούμε να ξεκινήσουμε από οποιαδήποτε κορυφή. Διαλέγουμε την Κορυφή 1 (push 1).

· Από την Κορυφή 1 μπορούμε να πάμε τις Κορυφές 0,2 ή 3.

· Επισκεπτόμαστε την Κορυφή 0 (push 0). [0]
· Από την Κορυφή 0 μπορούμε να πάμε στις Κορυφές 4 ή 5 (επισκεφτήκαμε ήδη την Κορυφή 1). Επισκεπτόμαστε την Κορυφή 4 (push 4). [4 , 0]
· Από την Κορυφή 4 μπορούμε να πάμε στις Κορυφές 3 ή 5 (επισκεφτήκαμε ήδη την Κορυφή 0). Επισκεπτόμαστε την Κορυφή 3 (push 3). [3 , 4 , 0]
· Από την Κορυφή 3 μπορούμε να πάμε στις Κορυφές 2 ή 4 (επισκεφτήκαμε ήδη την Κορυφή 1). Επισκεπτόμαστε την Κορυφή 2 (push 2). [2 , 3 , 4 , 0]
· Φτάσαμε όσο πιο μακριά γίνεται αφού έχουμε ήδη επισκεφτεί τις Κορυφές 1 και 3. Ξεκινάμε να επιστρέφουμε.
· Επιστρέφουμε στην 3. (pop 2) [3 , 4 , 0]
· Ήδη επισκεφτήκαμε τις Κορυφές 1,2 και 4. Επιστρέφουμε.
· Επιστρέφουμε στην 4. (pop 3) [4 , 0]
· Ήδη επισκεφτήκαμε τις Κορυφές 0,3 ,αλλά όχι την 5. Επισκεπτόμαστε την 5. (push 5) [5 , 4 , 0] (pop 5) (pop 4) (pop 0)[]
· Τελειώσαμε.
Ψευδοκώδικας για την Διερεύνηση σε Βάθος

public void depthFirstSearch(Vertex v)

{


v.visited = true;

        // print the node or add it to the new spanning tree here


for(each vertex w adjacent to v)



if(!w.visited)




depthFirstSearch(w);



}

Διερεύνηση κατά πλάτος (Breadth First Search)
Η διερεύνηση κατά πλάτος ψάχνει το γράφημα ένα επίπεδο τη φορά (μια ακμή τη φορά πιο μακριά από την αρχική κορυφή). Αυτή η μέθοδος είναι παρόμοια με την διερεύνηση κατά επίπεδα που χρησιμοποιείται στα δέντρα (level-order traversal).
Επιλέγοντας αυθαίρετα μια κορυφή v, σημαδεύουμε την v έτσι ώστε να ξέρουμε ότι την έχουμε επισκεφτεί, την επεξεργαζόμαστε και έπειτα επισκεπτόμαστε και επεξεργαζόμαστε όλες τις γειτονικές κορυφές της.
Ως τώρα έχουμε επισκεφτεί και επεξεργαστεί όλες τις γειτονικές κορυφές της v. Στη συνέχεια επισκεπτόμαστε τις γειτονικές κορυφές των γειτονικών κορυφών της v. Δηλαδή επισκεπτόμαστε μια γειτονική κορυφή της v και από κει επισκεπτόμαστε όλες τους γείτονες της. Συνεχίζουμε μέχρι να επισκεφτούμε όλες τις κορυφές του γραφήματος. Στην περίπτωση της διερεύνησης κατά πλάτος δεν χρησιμοποιούμε αναδρομική μέθοδο για να διατρέξουμε το γράφημα. Αυτό που θέλουμε είναι να διερευνούμε το γράφημα ένα επίπεδο κάθε φορά.
Έστω ότι ξεκινάμε την διερεύνηση ενός γραφήματος από μια κορυφή v. Επισκεπτόμαστε όλους τους γείτονές της w και έπειτα όλους τους γείτονες κάθε κορυφής w.  Πώς είναι δυνατόν να θυμόμαστε όλους τους γείτονες w της κορυφής v, έτσι ώστε να γυρίζουμε κάθε φορά πίσω και να επεξεργαζόμαστε τους δικούς τους γείτονες κάθε φορά; Αφού επισκεφτούμε και επεξεργαστούμε όλες τις κορυφές w πώς είναι να δυνατόν να βρούμε τις γειτονικές κορυφές κάθε κορυφής w, αν δεν θυμόμαστε που βρίσκονται αυτές οι κορυφές w; Αυτά τα ερωτήματα προκύπτουν από το γεγονός ότι στην διερεύνηση κατά πλάτος δεν χρησιμοποιούμε μνήμη stack για να κρατάμε αρχείο των κορυφών, δηλαδή δεν χρησιμοποιούμε αναδρομική μέθοδο (recursion). 
Για να εφαρμόσουμε τη διερεύνηση κατά πλάτος χρησιμοποιούμε ένα άλλο είδος μνήμης, την μνήμη ουράς (queue). Κάθε φορά που επισκεπτόμαστε ένα γείτονα της κορυφής w, βγάζουμε από την ουρά (de-queue) την κορυφή w και τοποθετούμε (en-queue) το γείτονα της κορυφής w. Έτσι κρατάμε ένα αρχείο σχετικά με το σε ποια κορυφή ανήκει κάθε γείτονας. Αυτή είναι η ίδια τεχνική που εφαρμόζεται στη διερεύνηση κατά πλάτος (level-order traversal)  ενός δέντρου. Και σε αυτήν τη μέθοδο θα σημαδεύουμε κάθε κορυφή που επισκεπτόμαστε, έτσι ώστε να μην την επισκεφτούμε ξανά.  
Παρακάτω βλέπουμε τα βήματα που ακολουθούμε για να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο της διερεύνησης κατά πλάτος στο γράφημα του σχήματος 1.2:
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Σχήμα 1. 2
· Επιλέγουμε την κορυφή 1 για να ξεκινήσουμε. (en-queue 1) [1]
· Επισκεπτόμαστε τις κορυφές 0 , 2 και 3 που βρίσκονται μια ακμή πιο πέρα από την κορυφή 1. (de-queue 1, en-queue 0, en-queue 2, en-queue 3) [0 2 3]
· Επειδή επισκεφτήκαμε την κορυφή 0 πρώτα, επιστρέφουμε στην 0 και επισκεπτόμαστε τους γείτονες της 4 και 5. (dequeue 0, enqueue 4, enqueue 5) [2 3 4 5]
· Οι 2 και 3  έχουν γείτονες που έχουμε ήδη επισκεφτεί. (dequeue 2, dequeue 3, dequeue 4, dequeue 5) [ ]

· Τέλος
Ψευδοκώδικας για την Διερεύνηση κατά πλάτος
public void breadthFirstSearch(vertex v)

{


Queue q = new Queue();


v.visited = true;


q.enQueue(v);


while( !q.isEmpty() )


{

  

Vertex w = (Vertex)q.deQueue();

                // Pritn the node or add it to the spanning tree here.



for(each vertex x adjacent to w)



{







if( !x.visited )




{





x.visited = true;





q.enQueue(x);




}



}


}

}

Εύρεση ελάχιστου δέντρου διασύνδεσης ενός μη-κατευθυνόμενου συνεκτικού γραφήματος
Ένα ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος είναι ένα δέντρο το οποίο σχηματίζεται από τις ακμές του γραφήματος που συνδέουν όλες τις κορυφές του με το μικρότερο συνολικό βάρος. Βασική προϋπόθεση για την ύπαρξη ενός δέντρου διασύνδεσης σε ένα γράφημα είναι η συνεκτικότητά του. Όπως γνωρίζουμε ένα γράφημα είναι συνεκτικό (connected) αν κάθε ζεύγος διακεκριμένων κορυφών του μπορεί να συνδεθεί με μια τουλάχιστον διαδρομή. Σε ένα γράφημα είναι δυνατόν να υπάρχουν περισσότερα από ένα δέντρα διασύνδεσης.
Αν  αριθμός των κορυφών του γραφήματος είναι ίσος με Ν τότε ο αριθμός  των ακμών σε ένα ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης του δοθέντος γραφήματος είναι ίσος με Ν-1. Ένα ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης, είναι δέντρο γιατί δεν περιέχει κύκλους, είναι διασύνδεσης γιατί συνδέει όλες τις κορυφές ενός γραφήματος και είναι ελάχιστο γιατί έχει το μικρότερο συνολικό βάρος. Αν λοιπόν για παράδειγμα θέλουμε να καλωδιώσουμε το σπίτι μας τότε θα πρέπει να βρούμε το ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης του γραφήματος του ηλεκτρικού σχεδιαγράμματος του σπιτιού μας.
Σπουδαιότητα ελάχιστων δέντρων διασύνδεσης
Αν λάβουμε υπόψη μας ότι πολλές από τις καθημερινές και πραγματικές καταστάσεις μπορούν να μοντελοποιηθούν με βάση τη θεωρία των γραφημάτων τότε η λύση τους μπορεί να προκύψει από την εφαρμογή των μεθόδων εύρεσης ελάχιστων δέντρων διασύνδεσης στο γράφημα του μοντέλου.
Ένα παράδειγμα της εφαρμογής της θεωρίας των γραφημάτων για τη μοντελοποίηση πραγματικών καταστάσεων είναι η ηλεκτρική εγκατάσταση ενός σπιτιού. Έστω ότι έχουμε ένα σύνολο πριζών που θέλουμε να εγκαταστήσουμε και ένα ηλεκτρικό πίνακα από τον οποίο ξεκινάνε όλες οι παροχές. Ας θεωρήσουμε λοιπόν τις πρίζες και τον κεντρικό πίνακα ως τις κορυφές ενός γραφήματος και τους τοίχους ως τις ακμές του ίδιου γραφήματος. Το μήκος επομένως κάθε ακμής είναι ίσο με το μήκος του τοίχου που μεσολαβεί μεταξύ των δύο ηλεκτρικών συνδέσεων.
Σαν αποτέλεσμα ο ηλεκτρολόγος έχει διάφορες επιλογές όσον αφορά τη διαδρομές που θα ακολουθήσει για την καλωδίωση του σπιτιού. Πρέπει επομένως να βρεθεί το ελάχιστο μήκος καλωδίων που απαιτείται για τη καλωδίωση, κάτι το οποίο μας γλυτώνει από χρήμα και χρόνο. Για την επίλυση του προβλήματος θεωρούμε το γράφημα με κορυφές όπως είπαμε τις πρίζες και τον πίνακα και για ακμές τους τοίχους και βρίσκουμε το ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης. Οι ακμές του δέντρου που θα προκύψει από την επίλυση του προβλήματος μας δίνουν τις διαδρομές που θα ακολουθήσει μέσα από τους τοίχους ο ηλεκτρολόγος. Η λύση είναι η πλέον οικονομική.
Greedy αλγόριθμοι
Μια κατηγορία αλγορίθμων για την εύρεση ελάχιστων δέντρων διασύνδεσης ενός γραφήματος είναι και οι Greedy αλγόριθμοι. Η λειτουργία τους βασίζεται στο «σπάσιμο» μιας απόφασης σε πολλά μικρά βήματα και βελτιστοποιώντας την απόφαση σε κάθε βήμα ξεχωριστά. Αυτή η προσέγγιση οδηγεί στην καλύτερη συνολική λύση για ένα μεγάλο πλήθος προβλημάτων. Ένας τέτοιος αλγόριθμος είναι και ο αλγόριθμος του Kruskal.
Ο αλγόριθμος του Kruskal 

Ο βασικός αλγόριθμος είναι αρκετά ευθύς στην εφαρμογή του. Απλά επιχειρούμε να προσθέσουμε κάθε ακμή του αρχικού γραφήματος στο προς επίλυση ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης ξεκινώντας από την ακμή με το χαμηλότερο βάρος και τελειώνοντας με την ακμή με το μεγαλύτερο βάρος. Προσθέτουμε μια ακμή στο δέντρο μόνο αν αυτή δεν σχηματίζει κύκλο (τα δέντρα δεν περιέχουν κύκλους), αλλιώς την απορρίπτουμε. Συνεχίζουμε να προσθέτουμε ακμές μέχρι να φτάσουμε στις Ν-1 ακμές, όπου Ν οι κορυφές του γραφήματος και του δέντρου διασύνδεσης. Όπως είπαμε τα δέντρα διασύνδεσης έχουν ακριβώς Ν-1 ακμές.
Για να μπορέσουμε να επεξεργαστούμε σωστά τις υποψήφιες ακμές τις τοποθετούμε με βάση το «βάρος» τους (από το χαμηλότερο στο υψηλότερο) σε μια ουρά προτεραιότητας (priority queue – heap). Έτσι θα μπορούσαμε προγραμ-ματιστικά να γράψουμε μια συνάρτηση deleteMin() η οποία θα αναλάβει να επιλέγει κάθε φορά την επόμενη ακμή.
Η αρχική διάταξη πριν την εφαρμογή του αλγόριθμου θυμίζει ένα δάσος από δέντρα, με δεδομένο ότι κάθε κορυφή αποτελεί ένα ξεχωριστό δέντρο. Προσθέτοντας επομένως μια ακμή ενσωματώνουμε (merge) δύο δέντρα σε ένα. Όταν ολοκληρωθεί ο αλγόριθμος Kruskal θα υπάρχει μόνο ένα δέντρο και αυτό θα είναι ένα ελάχιστο δέντρο διασύνδεσης.
Ας δούμε λοιπόν το αλγόριθμο σε εφαρμογή στο γράφημα του σχήματος 1.3.
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Σχήμα 1. 3
Στον παρακάτω πίνακα δίνονται ταξινομημένες με βάση το βάρος οι ακμές του παραπάνω γραφήματος και αν η ακμή έγινε τελικά αποδεκτή ή απορρίφθηκε. Η επεξεργασία κάθε ακμής γίνεται μια κάθε φορά και από την κορυφή του πίνακα προς τα κάτω.
	Ακμή
	Βάρος
	Action

	(1,4)
	1
	Αποδεκτή

	(6,7)
	1
	Αποδεκτή

	(1,2)
	2
	Αποδεκτή

	(3,4)
	2
	Αποδεκτή

	(2,4)
	3
	Απορρίπτεται γιατί δημιουργεί κύκλο

	(1,3)
	4
	Απορρίπτεται γιατί δημιουργεί κύκλο

	(4,7)
	4
	Αποδεκτή

	(3,6)
	5
	Απορρίπτεται γιατί δημιουργεί κύκλο

	(5,7)
	6
	Αποδεκτή

	(4,5)
	7
	Απορρίπτεται γιατί δημιουργεί κύκλο

	(4,6)
	8
	Απορρίπτεται γιατί δημιουργεί κύκλο


Πίνακας 1. 1
Χρησιμοποιώντας σύνολα για την εύρεση των κύκλων
Είναι πολύ σημαντικό στην περίπτωση του αλγόριθμου Kruskal το να γνωρίζουμε αν προσθέτοντας μια ακμή δημιουργούμε κύκλο, μιας και αυτό είναι το κριτήριο για να απορρίψουμε τελικά την ακμή. Ας υποθέσουμε ότι κάθε κορυφή του γραφήματος αποτελεί ένα σύνολο από μόνη της.
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Σχήμα 1. 4
Αν λοιπόν συνδέσουμε δύο κορυφές που ανήκουν στο ίδιο σύνολο τότε δημιουργούμε ένα κύκλο. Αν όμως συνδέσουμε κορυφές που ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα δεν δημιουργείται κύκλος και άρα δεν έχουμε πρόβλημα.
Οι κορυφές Α και Β στο παρακάτω σχήμα 1.5 ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα και επομένως μπορώ να τις συνδέσω.
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Σχήμα 1. 5
Τώρα η ΑΒ είναι ένα σύνολο. Μπορώ όμως να συνδέσω την C; Η C και η ΑΒ ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα και άρα μπορώ να τα συνδέσω. Προκύπτει το σύνολο ABC (σχήμα 1.6).
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Σχήμα 1. 6
Μπορώ να συνδέσω το B με το C; Όχι βέβαια γιατί ανήκουν στο ίδιο σύνολο και άρα θα δημιουργήσουμε ένα κύκλου (σχήμα 1.7).
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Σχήμα 1. 7
Λειτουργίες Union και Find σε σύνολα
Για το συγκεκριμένο πρόβλημα χρειαζόμαστε δύο πολύ χρήσιμες λειτουργίες όσον αφορά τα σύνολα που δημιουργούνται στην πορεία του αλγορίθμου. Αυτές οι λειτουργίες είναι οι:

· Find: να ψάχνουμε σε ένα σύνολο για να δούμε αν κάποιο στοιχείο ανήκει σε αυτό.
· Union: να ενώνουμε δύο σύνολα.

Θεωρούμε πάλι ότι κάθε κορυφή του γραφήματος αποτελεί ένα σύνολο από μόνη της. Κάθε σύνολο κορυφών είναι ένα δέντρο. Πριν όμως συνδέσουμε οποιαδήποτε ακμή, κάθε κορυφή είναι ένα δέντρο και επομένως το γράφημα είναι ένα δάσος από δέντρα.
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Σχήμα 1. 8
Θα χρησιμοποιήσουμε ένα πίνακα για αναπαραστήσουμε τα δέντρα. Κάθε δείκτης (index) του πίνακα αναπαριστά  την αντίστοιχη κορυφή του γραφήματος. Αρχικά τοποθετούμε μια τιμή -1 σε κάθε στοιχείο του πίνακα. Η τιμή αυτή υποδηλώνει την αρχή (root) του δέντρου. Πριν συνδέσουμε οποιαδήποτε ακμή, κάθε κορυφή είναι ένα δέντρο και άρα η αρχή του δέντρου δηλαδή η τιμή είναι -1. 
   0     1     2     3     4     5     6     7

[-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [-1]

Στη συνέχεια συνδέουμε την κορυφή 7  με την κορυφή 1. Ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα άρα μπορώ να τις συνδέσω (σχήμα 1.9).
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Σχήμα 1. 9
   0     1     2     3     4     5     6     7

[-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [-1] [ 1]

Ο πρόγονος του 7 είναι τώρα το 1 και επομένως το 7 δεν είναι πλέον η αρχή του δέντρου. Αν θέλουμε να βρούμε τον πρόγονο του 7, δεν έχουμε παρά να κοιτάξουμε την τιμή στον πίνακα και αυτή είναι το 1. Για να βρούμε τον πρόγονο του 1 κοιτάζουμε την τιμή στον πίνακα και η οποία είναι -1. Αυτό δηλώνει ότι το 1 είναι η αρχή του δέντρου.

Συνδέουμε το 2 με το 1, γιατί ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα (σχήμα 1.10).
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Σχήμα 1. 10
   0     1     2     3    4      5    6     7

[-1] [-1] [ 1] [-1] [-1] [-1] [-1] [ 1]

Συνδέουμε το 0 με το 7, γιατί και αυτά ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα (σχήμα 1.11).  
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Σχήμα 1. 11
  0      1     2    3     4     5     6     7

[ 7] [-1] [ 1] [-1] [-1] [-1] [-1] [ 1]

Μπορούμε επίσης να συνδέσουμε το 4 με το 6 που και αυτά ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα (σχήμα 1.12).  
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Σχήμα 1. 12
  0      1     2     3     4    5     6     7

[ 7] [-1] [ 1] [-1] [ 6] [-1] [-1] [ 1]

Το ίδιο ισχύει και για τις κορυφές 5 και 6 (σχήμα 1.13).
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Σχήμα 1. 13
   0     1     2     3    4     5     6    7

[ 7] [-1] [ 1] [-1] [ 6] [ 6] [-1] [ 1]

Αν προσπαθήσουμε να συνδέσουμε το 4 με το 5 που ανήκουν στο ίδιο σύνολο θα προκύψει κύκλος. Άρα απορρίπτεται αυτή η σύνδεση.

Συνδέουμε το 1 με 4 που ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα (σχήμα 1.14).
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Σχήμα 1. 14
   0     1    2     3     4     5    6     7
[ 7] [ 4] [ 1] [-1] [ 6] [ 6] [-1] [ 1]

Πώς μπορούμε να βρούμε σε ποιο σύνολο ανήκει μια συγκεκριμένη κορυφή του γραφήματος; Απλά ακολουθούμε τους προγόνους της με βάση τον πίνακα μέχρι να βρούμε ένα στοιχείο με τιμή -1. Έτσι λοιπόν στο παρόν παράδειγμα όλες οι κορυφές εκτός από την 3 ανήκουν στο σύνολο (δέντρο) το οποίο έχει για αρχή την κορυφή 6.
