
Χριςιμοι Αλγόρικμοι

• Διαδρομι ελαχίςτου βάρουσ από τθν a ςτθν s

• Κφκλωμα ελάχιςτου μικουσ, περιζχει όλεσ τισ ακμζσ 
ςτακμιςμζνου ςυνεκτικοφ ψευδογράφου.

• Ζλεγχοσ φπαρξθσ κυκλϊματοσ ςε ψευδογράφθμα.

• Εφρεςθ δζνδρου ςφνδεςθσ ςε ςυνεκτικό 
ψευδογράφθμα

• Εφρεςθ δζνδρου ςφνδεςθσ ελάχιςτου βάρουσ

• Τπολογιςμόσ του πλικουσ των δζνδρων ςφνδεςθσ 
ςε ςυνεκτικό ψευδογράφο.



Dijkstra’s Flow Chart



Επιλζγεται θ κορυφι r



Ελζγχονται οι προςκείμενεσ ςτθν r κορυφζσ 



Τπολογίηονται τα βάρθ

1

5

4



Επιλζγεται το μικρότερο

1

4

5



Ειέγτοληαη οη προζθείκελες ζηελ v1 θορσθές 

1

4

5



5

Υποιογίδοληαη ηα βάρε

1

1+7

4



Υποιογίδοληαη ηα βάρε

1

1+7

1+2

4



Υποιογίδοληαη ηα βάρε

1

8

3

1+7

1+2

4



Επηιέγεηαη ε θορσθή ειατίζηοσ βάροσς 

1

8

3

4



Επηιέγεηαη ε θορσθή ειατίζηοσ βάροσς 

1

8

3

4



888

Ειέγτοληαη οη προζθείκελες ζηελ v3 θορσθές 

1

3

4

9

4

87



888

Επηιέγεηαη ε v4
(ζα κπορούζε λα επηιεγεί ε δηαδροκή r - v4 )

1

3

4

9

4

87

12
2



888

Ειέγτοληαη οη προζθείκελες ζηελ v4 θορσθές 

1

4

9

4

87

3

12
2

4+6



888

Ειέγτοληαη οη προζθείκελες ζηελ v4 θορσθές 

1

4

9

4

87

3

12
2

4+6

7

4+3

12
2



888

Επηιέγεηαη ε v6 θορσθή

1

4

9

4

87

3

12
2

7



888

Επηιέγοληαη οη προζθείκελες v6 θορσθή

1

4

9

4

87

3

12
2

7

10
2

7+3

15

7+8



888

Επηιέγοληαη οη προζθείκελες v6 θορσθή

1

4

9

4

87

3

12
2

7

10
2

15



888

Επηιέγοληαη οη προζθείκελες v6 θορσθή

1

4

9

4

87

3

12
2

7

10
2

15



Κφκλωμα ελάχιςτου μικουσ που περιζχει όλεσ τισ ακμζσ 
ςτακμιςμζνου ςυνεκτικοφ ψευδογράφου G.

1. Αν δεν υπάρχουν κορυφζσ περιττοφ βακμοφ ο ζλεγχοσ ςτο 7.

2. Σθμειϊνονται οι κορυφζσ περιττοφ βακμοφ u1, u2, … ,u2m.

3. Εφαρμόςτε τον αλγόρικμο Dijkstra για κάκε ηεφγοσ κορυφϊν περιττοφ 
βακμοφ.

4. Καταγράψτε όλουσ τουσ δυνατοφσ ςυνδυαςμοφσ ηευγϊν περιττοφ βακμοφ 
και ςθμειϊςτε το άκροιςμα των βαρϊν ςε κάκε περίπτωςθ.

5. Αντιγράψτε κάκε ακμι του G που αντιςτοιχεί ςε ελάχιςτθ διαδρομι ανάμεςα 
ςε ηεφγθ κορυφϊν που επιλζχκθκαν ςτο βιμα 4. Ονομάςτε το νζο 
ψευδογράφο G’.

6. Βρείτε Οϊλεριανό κφκλωμα για το G’. Κάκε ακμι που δεν είναι ςτο G’ 
αντιςτοιχεί ςε ακμι του G που διαςχίηεται περιςςότερο από μια φορά. STOP

7. Το Οϊλεριανό κφκλωμα για το Γ είναι το κφκλωμα ελαχίςτου βάρουσ. STOP



Κφκλωμα ελάχιςτου μικουσ που περιζχει όλεσ τισ 
ακμζσ ςτακμιςμζνου ςυνεκτικοφ ψευδογράφου

• θμειϊνονται a, e, g και j

• Από τθν εφαρμογι του αλγόρικμου 
Dijkstra ςτα ζξι ηεφγθ  δίνει τισ 
διαδρομζσ ελαχίςτου βάρουσ:

– w(a,e)=6 a-b-e  (a-b-f-e)

– w(a,g)=8 a-d-h-k-g.

– w(a,j)=7 a-d-i-j

– w(e,g)=10 e-h-k-g

– w(e,j)=7 e-f-j (e-i-j)

– w(g,j)=8 g-k-i-j

• Οι δυνατοί ςυνδυαςμοί είναι

– w(a,e)+w(g,j)=6+8=14

– w(a,g)+w(e,j)=8+7=15

– w(a,j)+w(e,g)=7+10=17



Κφκλωμα ελάχιςτου μικουσ που περιζχει όλεσ τισ 
ακμζσ ςτακμιςμζνου ςυνεκτικοφ ψευδογράφου

• θμειϊνονται a, e, g και j

• Οι δυνατοί ςυνδυαςμοί είναι

– w(a,e)+w(g,j)=6+8=14

– w(a,g)+w(e,j)=8+7=15

– w(a,j)+w(e,g)=7+10=17



Κφκλωμα ελάχιςτου μικουσ που περιζχει όλεσ τισ 
ακμζσ ςτακμιςμζνου ςυνεκτικοφ ψευδογράφου

• Επιλζγεται το πρϊτο ςφςτθμα 
ηευγϊν και προςτίκενται οι 
αντίςτοιχεσ διαδρομζσ ςτο G για να 
προκφψει ο γράφοσ τθσ εικόνασ

• Εφαρμόηεται ο αλγόρικμοσ Dijkstra
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Δζνδρα ςφνδεςθσ (Spanning trees)

• Οριςμόσ:  Δζνδρο ςφνδεςθσ ςε ζνα ςυνεκτικό 
ψευδογράφο είναι κάκε υπογράφθμα δζνδρο 
Σ’ του G που ςυνδζει όλεσ τισ κορυφζσ του G.



Δζνδρα ςφνδεςθσ

• Πρόβλθμα 1ο : Να ςχεδιαςτεί ζνα δζνδρο 
ςφνδεςθσ ςε ζνα γράφο G.

• Πρόβλθμα 2ο : Να ςχεδιαςτεί ζνα δζνδρο 
ςφνδεςθσ ελαχίςτου βάρουσ ςε ζνα 
ςτακμιςμζνο ςυνεκτικό γράφο G.

• Πρόβλθμα 3ο : Να υπολογιςκεί το πλικοσ των 
δζνδρων ςφνδεςθσ ςε ζνα ςυνεκτικό 
ψευδογράφο. 



Αλγόρικμοσ ελζγχου φπαρξθσ κυκλϊματοσ

1. G←G Απόςυρςθ όλων των κορυφϊν μθδενικοφ βακμοφ

2. Αν G ζχει μια μόνο κορυφι πιγαινε ςτο 4.

3. Ο ψευδογράφοσ δεν ζχει κυκλϊματα. STOP

4. Aν G ζχει μια κορυφι βακμοφ 1, πιγαινε ςτο 6.

5. Ο ψευδογράφοσ δεν ζχει κυκλϊματα. STOP

6. G←G Απόςυρςθ όλων των κορυφϊν βακμοφ 1 και των ακμϊν 
που καταλιγουν ςε αυτζσ.

7. Πιγαινε ςτο 1.



Εφαρμογι



Εθαρκογή



Εθαρκογή



Εθαρκογή



Εθαρκογή



Εθαρκογή



Εφαρμογι

• (να γραφοφν ςχόλια)



Πρόβλθμα 1ο         - Αλγόρικμοσ 

1. Διαμορφϊςτε μια διατεταγμζνθ λίςτα L.

2. Αρχικά L←Ø, j←o, i ←1

3. j=n-1; Αν όχι ο ζλεγχοσ ςτο 5.

4. “L είναι το ςφνολο ακμϊν το δζνδρου ςφνδεςθσ”. STOP

5. Η ←ο υπογράφοσ του G με ςφνολο ακμϊν L{ei}.

6. Διακρίνεται ςτον Η ζνα κφκλωμα; Αν ναι ο ζλεγχοσ ςτο 8.

7. L ←L {ei}, j ←j+1

8. i ←i+1
9. O ζλεγχοσ ςτο 3.



Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 
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Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 
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Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 
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Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 
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Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 
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Πρόβιεκα 1ο         - Αιγόρηζκος 



Χριςιμοι υπερςφνδεςμοι

Jawa 

Γελλήηρηα

γράθωλ



Πρόβλθμα 2ο - Αλγόρικμοσ Kruskal

1. Αρικμιςτε τισ ακμζσ του G, κατά τθν τάξθ μεγζκουσ των 
βαρϊν.

2. Ονομάςτε S το γράφο που αποτελείται μόνο από τισ ακμζσ 
του G.

3. i←1

4. Αν, το S ζχει n-1 ακμζσ ο ζλεγχοσ ςτο 8.

5. Αν θ προςάρτθςθ τθσ ακμισ ei κλείνει κφκλωμα, ο ζλεγχοσ 
ςτο 7.

6. Προςάρτθςε ςτο S τθν ei του G. Ονόμαςε το νζο γράφο, S.

7. i←i+1, ο ζλεγχοσ ςτο 4.

8. “S είναι δζνδρο ςφνδεςθσ ελάχιςτου βάρουσ”. STOP



Πρόβιεκα 2ο - Αιγόρηζκος Kruskal
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Εθαρκογή
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Πρόβιεκα 2ο - Αιγόρηζκος Kruskal
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Σηο ζεκείο ασηό επεηδή

Το δέλδρο έτεη 8 αθκές

Σβήλοσκε ηης σπόιοηπες αθκές
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Τπολογιςμόσ του πλικουσ των δζνδρων          ςφνδεςθσ 
ενόσ γράφου G

• Ο αρικμόσ t (G) των δζντρων που καλφπτουν ζνα 
ςυνδεδεμζνο γράφθμα είναι μια ςθμαντικι αναλλοίωτθ. 

• ε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ, είναι εφκολο να υπολογίςει το t(G) 
άμεςα. 

• Χρθςιμοποιείται ευρφτατα ςε δομζσ δεδομζνων και ςε 
διάφορεσ γλϊςςεσ υπολογιςτι. 

• Μερικι περίπτωςθ: αν G είναι δζντρο, προκφπτει ότι,      t(G) 
= 1, ενϊ αν G είναι θ Cn κυκλικόσ γράφοσ με n κορυφζσ, τότε t 
(G) = n. Για κάκε γράφο G, το t(G) μπορεί να υπολογιςτεί 
χρθςιμοποιϊντασ τθν ορίηουςα του προςκείμενου πίνακα του 
Kirchhoff.



ΘΕΩΡΗΜΑ: Τπολογιςμόσ του πλικουσ t(G) των δζνδρων            
ςφνδεςθσ ενόσ γράφου G.

• Ζςτω Α = *αij]nn ο προςκείμενοσ πίνακασ του γράφου G με 
κορυφζσ v1, v2, …, vn.

• Ζςτω Β = *bij]nn ο πίνακασ με ςτοιχεία  bij = -αij όταν ij και bii

= deg(vi).

• Ζςτω S ο *n-1]  [n-1]  πίνακασ που αντιςτοιχεί ςτο ςτοιχείο 
b11

• Σότε, det [S] είναι το πλικοσ των δζνδρων ςφνδεςθσ του 
γράφου



Παράδειγμα

• Ο προςκείμενοσ Α είναι

0 1 0 0 1

1 0 1 0 1

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1

1 1 1 1 0

v1

v4

v5 v2

v3



Παράδεηγκα

Ο Β είλαη
v1

v4

v5 v2

v3

2 -1 0 0 -1

-1 3 -1 0 -1

0 -1 3 -1 -1

0 0 -1 2 -1

-1 -1 -1 -1 4



Παράδεηγκα

Ο σποπίλαθας S, ποσ 

αληηζηοητεί ζηο b5,5

είλαη

Det(S)=21

v1

v4

v5 v2

v3

2 -1 0 0

-1 3 -1 0

0 -1 3 -1

0 0 -1 -2

2 -1 0 0

0 5/2 -1 0

0 0 13/5 -1

0 0 0 21/13



Υποιογηζκός ηοσ πιήζοσς ηωλ δέλδρωλ          

ζύλδεζες ελός γράθοσ

Τύπος Cayley είλαη κηα θόρκοσια γηα ηολ αρηζκό ηωλ δέλδρωλ ποσ 
θαιύπηοσλ ηο πιήρες Kn γράθεκα κε n θορσθές. Ο ηύπος αλαθέρεη 
όηη ε t(Kn) = nn-2. Έλας άιιος ηρόπος δειώλοληας ηύπος Cayley είλαη 
όηη σπάρτοσλ αθρηβώς nn-2 επηζεκαίλοληα δέληρα κε n θορσθές. 
Τύπος Cayley κπορεί λα αποδεητζεί κε ηε βοήζεηα πίλαθα ηοσ 
Kirchhoff, ή κέζω ηοσ θώδηθα Prüfer. 

Αλ G είλαη πιήρες δηκερής  Kp,q , ηόηε t(G) = pq – 1 qp – 1.

Aλ G είλαη σπερθύβος δηάζηαζες n Qn, ηόηε 

Οη ηύποη ασηοί επίζες ζσλέπεηες ηοσ προεγούκελοσ Θεωρήκαηος. 

2 1

2

( ) 2
n

n
n

kn

k

t G k
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