4.3 ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΤΟΥ EULER ΚΑΙ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ ΗΑΜILTΌΝ

Ο Leonard Euler Λεονάρδος Όιλερ) 1707 -1783 θεωρείται "πατέρας" της θεωρίας γραφημάτων, που εμφανίζεται στο χώρο των μαθηματικών με το έργο του Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertimentis. Σε αυτό το έργο γενικεύει και λύνει το περίφημο πρόβλημα της γέφυρας του Kφnigsberg. Το Kφnigsberg, πόλις της ανατολικής Πρωσίας, ήταν πατρίδα του φιλοσόφου Immanuel Kant καθώς και του γνωστού φυσικού Gustav Robert Kirkoff, που γεννήθηκε σε αυτήν την πόλη στις 12 Μαρτίου 1824 . Σήμερα το Kφnigsberg ονομάζεται Καλίνινγκραντ και ανήκει στη Δημοκρατία της Ρωσσίας. Η πόλη χτισμένη στις όχθες του ποταμού Pregel (σημερινή ονομασία Pregolya, σε τοποθεσία όπου ο ποταμός διιακλαδίζεται και σχηματίζει δυο μικρές νησίδες. Οι δύο όχθες και η νησίδα επικοινωνούσαν με σύστημα γεφυρών, όπως αυτό που φαίνεται στο σχήμα 4.20. Το πρόβλημα που συχνά απασχολούσε τους κατοίκους της πόλης, ήταν αν υπάρχει δυνατότητα κάποιος να κάμει μια βόλτα στην πόλη, περνώντας όλες τις γέφυρες από μία φορά και τέλος να γυρίσει στο σημείο από όπου είχε ξεκινήσει.
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Σχήμα 4.20 Στο σχήμα 4.21 φαίνεται η αναπαράσταση της περιοχής

                 με τη βοήθεια ενός ψευδογράφου, όπου γη είναι οι κορυφές και γέφυρες οι ακμές.
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Σχήμα 4.21

Το πρόβλημα αναπροσαρμοζόμενο στο ψευδογράφημα είναι: "Είναι δυνατό να βρεθεί ένα κύκλωμα που περιλαμβάνει κάθε ακμή μόνο μία φορά;"

Φευδογραφήματα που περιέχουν ένα κύκλωμα στο οποίο ανήκουν όλες τους οι ακμές χωρίς όμως αυτές να επαναλαμβάνονται, ονομάζονται Οιλεριανά. Μια Οιλεριανή διαδρομή (Eulerian Path), είναι μια διαδρομή που περιέχει κάθε ακμή ακριβώς μία μόνο φορά. Μια τέτοια διαδρομή δεν απαιτείται να τελειώνει εκεί που αρχίζει. Ο Euler ανακάλυψε ποια ακριβώς ψευδογραφήματα έχουν αυτή την ιδιότητα.

Ο σερ William Rowan Hamilton (1805 - 1865) ήταν Ιρλανδός μαθηματικός που συνέβαλε σημαντικά στην ανάπτυξη της άλγεβρας. Λίγο ή πολύ όλοι σας γνωρίζετε τα λεγόμενα Χαμιλτονιανά συστήματα. Στα 1859 ανακάλυψε και κυκλοφόρησε στην αγορά ένα νέο παιχνίδι που το ονόμασε "Γύρος του κόσμου". Στο παιχνίδι αυτό οι παίκτες προσπαθούσαν να βρουν ένα κύκλωμα που να διέρχεται κάθε κορυφή του γραφήματος του σχήματος 4.22, ακριβώς μόνο μία φορά.
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       Σχήμα 4.22

Ένας Χαμιλτονιανός ψευδογράφος είναι εκείνος που περιέχει ένα κύκλωμα το οποίο επισκέπτεται κάθε κορυφή ακριβώς μία φορά. Μια Χαμιλτονιανή διαδρομή, επισκέπτεται κάθε κορυφή ακριβώς μία φορά αλλά δεν αρχίζει και τελειώνει στο ίδιο ακριβώς σημείο. Σε αυτήν την παράγραφο επιχειρείται μια παρουσίαση των ψευδογράφων του Euler καθώς και εκείνων του Hamilton ενώ παράλληλα θα παρουσιαστούν αλγόριθμοι που οδηγούν στον προσδιορισμό Οιλεριανών και Χαμιλτονιανών διαδρομών και κυκλωμάτων, υπό την προϋπόθεση της ύπαρξης τους. Πρώτα όμως θα γίνει μια σύντομη παρουσίαση εφαρμογών που αναφέρονται σε κάθε ένα τύπο από αυτά τα ψευδογραφήματα.

 

Ένας οδικός, ή ένας αεροπορικός χάρτης περιέχει ένα ψευδογράφημα, με τις συγκοινωνιακές γραμμές ως ακμές και τις πόλεις ως κορυφές, για το οποίο όμως δεν υπάρχει καμία εγγύηση πως περιλαμβάνει ένα Χαμιλτονιανό κύκλωμα. Χρειαζόμαστε λοιπόν έναν αλγόριθμο που εντοπίζει Χαμιλτονιανές διαδρομές και κυκλώματα, όταν αυτά υπάρχουν.

Παρατίθεται πρώτα το θεώρημα του Euler (1736) που χαρακτηρίζει τα Οιλεριανά ψευδογραφήματα.

Θεώρημα του Εuler Ένα συνεκτικό ψευδογράφημα G είναι Οιλεριανό αν και μόνα αν ο βαθμός κάθε κορυφής άρτιας τάξης.
Το πρόβλημα εύρεσης μιας κλειστής διαδρομής ελαχίστου μήκους θα μας απασχολήσει αργότερα.

Οι γνώσεις μας σχετικά με τα Χαμιλτονιανά κυκλώματα δεν είναι αρκετά ικανοποιητικές. Κανένας μέχρι τώρα δεν έχει βρει έναν εύκολο τρόπο ο οποίος να μας λέει ότι ένα δοσμένο ψευδογράφημα έχει (ή δεν έχει) ένα Χαμιλτονιανό κύκλωμα. Ακόμα και όταν ένα ψευδογράφημα έχει ένα Χαμιλτονιανό κύκλωμα, δεν υπάρχει εύκολος τρόπος για τον προσδιορισμό του. Υπάρχουν μερικοί αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται σε υπολογιστές και ελέγχουν ψευδογραφήματα με σκοπό τον εντοπισμό Χαμιλτονιανών κυκλωμάτων. Αν και κανένας τους δεν είναι φημισμένος για την αρτιότητα του, εκείνος των Roberts και Flores (1966) εφαρμόζεται με σχετική ασφάλεια σε ψευδογραφήματα λογικού μεγέθους. Ο αλγόριθμος αυτός είναι στην πραγματικότητα μια πρώτη ανίχνευση σε βάθος για Χαμιλτονιανά κυκλώματα και διαδρομές.

Ο αλγόριθμος των Roberts και Flores κάνει χρήση ενός πίνακα των γειτονικών κορυφών που καταρτίζεται με απλό τρόπο.

 

 

 

 

 

