1.    Πως ελέγχετε την ύπαρξη κυκλώματος σε ψευδογράφημα; 
2.     Πως βρίσκετε ένα δένδρο σύνδεσης σε συνεκτικό ψευδογράφημα; 
3.     Πως βρίσκετε ένα δένδρο σύνδεσης ελάχιστου βάρους σε σταθμισμένο συνεκτικό ψευδογράφημα; 
4.     Πως βρίσκετε το συνολικό αριθμό δένδρων σύνδεσης σε ένα συνεκτικό ψευδογράφημα; 
5.     Πoιό πρόβλημα επιλύει ο αλγόριθμος του Prim; Συγκρίνετε τους αλγορίθμους του Prim και του Kruskal. 
Απαντήσεις
  
1.           Ο αλγόριθμος είναι ο εξής : 
-         Έστω ένα γράφημα: 
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-         Απομάκρυνση κορυφών που δεν συνδέονται με άλλη / άλλες  κορυφή / κορυφές (αυτές λέγονται και μηδενικού βαθμού) 
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-         Απομάκρυνση κορυφών που συνδέονται με μόνο μία (διαφορετική) κορυφή (αυτές λέγονται και κορυφές βαθμού ένα) και των σχετικών ακμών 
-         Επαναλαμβάνουμε την διαδικασία μέχρις ότου: 
1.     Να μην έχω καθόλου κορυφές, οπότε το αρχικό γράφημα δεν είχε κύκλωμα. 
2.     Οι κορυφές που έχουν μείνει είναι βαθμού μεγαλύτερου της μονάδας (2 και πάνω) οπότε έχω τουλάχιστο ένα κύκλωμα. 
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2.
Εφαρμόζουμε τον εξής αλγόριθμο : 
-         Μετράμε τις κορυφές του γραφήματος . Έστω ότι είναι ν. 
-         Το δένδρο σύνδεσης θα αποτελείται από ν-1 ακμές που ανήκουν στο γραφήματος. 
-         Ξεκινάμε πάντα από μία κορυφή. Υπάγουμε στην κορυφή αυτή όλες τις ακμές που ξεκινάν από αυτήν. 
-         Ελέγχουμε αν έχουμε ν-1 ακμές. Αν είναι όντως ν-1, τότε οι ακμές αυτές είναι δένδρο σύνδεσης. 
-         Αν όχι, τότε προσαρτούμε και άλλες ακμές από τα άκρα των κορυφών των ακμών που έχουμε υπάγει με την προϋπόθεση ότι δεν δημιουργείται κύκλωμα. Αν προκύψει κύκλωμα προσαρτώ ακμή από άλλη κορυφή. 
-         Σταματώ, όταν το γράφημα έχει ν-1 ακμές. 
  
 Εύλογο είναι, ότι δεν υπάρχει μοναδικό δένδρο σύνδεσης για ένα γράφημα
  
3.
Ο αλγόριθμος θα είναι συνδυασμός του προηγούμενου και του αλγόριθμου Dijkstra

Μια καλή μέθοδος θα ήταν η εξής :
-         Παίρνω την κορυφή στην οποία υπάγονται οι περισσότερες κορυφές  με τo ελάχιστο συνολικό βάρος. Η επιλογή του σημείου αυτού είναι πολύ κρίσιμη και βασίζεται στο ότι είναι το μεγαλύτερο βήμα για την προσέγγιση των ν-1 κορυφών.
-         Συνεχίζω από κορυφές οι οποίες έχουνε αρκετές προσκείμενες ακμές, ελέγχω το βάρος τους και προσέχω να μην δημιουργείται κύκλωμα.
-         Έπειτα προσαρτώ όπου είναι δυνατό τις ακμές με τα μικρότερα βάρη (σε σχέση με άλλες ακμές).
-         Ελέγχω πότε ο αριθμός ακμών θα είναι ν-1 αν ν είναι ο αριθμός κορυφών του γραφήματος .
  

  
4.       Ο ζητούμενος αλγόριθμος είναι ο εξής :
-         Παίρνουμε τον προσκείμενο πίνακα του γραφήματος, έστω ότι είναι ο πίνακας Α
-         Βρίσκω τον πίνακα –Α
-         Μετρώ το (αλγεβρικό) άθροισμα των στοιχείων της κάθε σειράς και βρίσκω το μέτρο του αρνητικού αριθμού που προκύπτει , έστω Σi με i = 1,2,3…ν όπου ν η διάσταση του πίνακα Α (ν,ν)
-         Αντικαθιστώ τα μηδενικά στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του πίνακα –Α ως εξής : Στο στοιχείο α11 βάζω το Σ1 , στο α22 το Σ2 κ.ο.κ. , έστω προκύπτει ο πίνακας Ε
-         Υπολογίζουμε μία ελάσσονα  ορίζουσα του πίνακα Ε και ο αριθμός που προκύπτει δίνει τον αριθμό των δένδρων σύνδεσης .
  
5.     Ο αλγόριθμος του Prim μας δίνει δένδρα σύνδεσης ελαχίστου βάρους. Είναι κάτι αντίστοιχο με τον αλγόριθμο του Kruskal. Η βασική διαφορά ανάμεσα στις δύο μεθόδους είναι, ότι στη μέθοδο του Kruskal, ελέγχονται όλες οι σταθμισμένες ακμές με τη σειρά ώσπου να φτάσουμε σε δέντρο σύνδεσης. Σε περίπτωση κυκλώματος εγκαταλείπονται οι ακμές που οδηγούν σε κάτι τέτοιο. Αντίθετα , στη μέθοδο του  Prim αρχίζουμε από ακμή ελαχίστου βάρους και τυχαία προσαρτούμε συνεχώς στο γράφημα νέες ακμές (συνδέσιμες με την αρχικά επιλεγμένη ακμή) ελαχίστου πάλι βάρους. Η μέθοδος του Prim είναι, λοιπόν, λιγότερο αναλυτική αλλά η πιθανότητα να φτάσουμε σε δένδρο σύνδεσης συντομότερα είναι μεγαλύτερη. Η μέθοδος του Kruskal είναι περισσότερο αναλυτική και δίνει σιγουρότερα δένδρο σύνδεσης ελαχίστου βάρους. Αυτό γιατί έχει προβλεφτεί από την αρχή οι κορυφές να είναι διαδοχικού βάρους κάτι που δεν προϋποθέτει ο αλγόριθμος του Prim.
  
  
  
Εφαρμογή για αλγόριθμο εύρεσης αριθμού δένδρων σύνδεσης σε ένα συνεκτικό ψευδογράφημα. 
  
Έστω το παρακάτω γράφημα, χωρίς την διακεκομμένη κόκκινη γραμμή :
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Έχει 8 κορυφές. Ο προσκείμενος πίνακας για το άνω γράφημα είναι ο εξής :
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Αντικαθιστώντας τα μηδενικά στοιχεία της κυρίας διαγωνίου με :
2,2,3,3,2,2,2 και 2 και υπολογίζοντας μία ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα βρίσκω ότι υπάρχουν 23 διαφορετικά δένδρα σύνδεσης.
  
Αν στο γράφημα εντάξω και την κόκκινη ακμή, ο πίνακας γίνεται :
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Αντικαθιστώντας τα μηδενικά στοιχεία της κυρίας διαγωνίου με :
2,2,3,4,2,2,3 και 2 και υπολογίζοντας μία ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα βρίσκω ότι υπάρχουν 56 διαφορετικά δένδρα σύνδεσης.
  
Αυτό είναι λογικό, αφού ενώ δεν αυξήσαμε τον αριθμό κορυφών, του γραφήματος, έχουμε μία ακόμα ακμή να χρησιμοποιήσουμε για δένδρο σύνδεσης. Έτσι, είναι σαν να αυξήσαμε κατά κάποιον τρόπο τον βαθμό ελευθερίας του γραφήματος. 
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Edsger Wybe Dijkstra 
