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2.12.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗΕΙΣΑΓΩΓΗ

ΗΗ ανάλυσηανάλυση συχνότηταςσυχνότητας τηςτης υδρολογικήςυδρολογικής πληροφορίαςπληροφορίας συμβάλλεισυμβάλλει
ουσιαστικάουσιαστικά στονστον ορθολογικόορθολογικό σχεδιασμόσχεδιασμό τωντων έργωνέργων πουπου έχουνέχουν άμεσηάμεση ήή
έμμεσηέμμεση σχέσησχέση μεμε τοτο νερόνερό.. ΠαραδείγματαΠαραδείγματα τέτοιωντέτοιων έργωνέργων πουπου πρέπειπρέπει νανα
σχεδιάζονταισχεδιάζονται μεμε βάσηβάση τητη σχέσησχέση μεγέθουςμεγέθους -- συχνότηταςσυχνότητας εμφάνισηςεμφάνισης τουτου
υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου είναιείναι μεταξύμεταξύ τωντων άλλωνάλλων οιοι εκχειλιστέςεκχειλιστές ασφαλείαςασφαλείας
τωντων φραγμάτωνφραγμάτων,, τατα δίκτυαδίκτυα αποχέτευσηςαποχέτευσης ομβρίωνομβρίων νερώννερών,, τατα στραγγιστικάστραγγιστικά
δίκτυαδίκτυα,, οιοι γέφυρεςγέφυρες καικαι οιοι αντιπλημμυρικέςαντιπλημμυρικές κατασκευέςκατασκευές..

ΗΗ στατιστικήστατιστική ανάλυσηανάλυση τηςτης υδρολογικήςυδρολογικής πληροφορίαςπληροφορίας δενδεν συνεισφέρεισυνεισφέρει
μόνομόνο στοστο σχεδιασμόσχεδιασμό υδραυλικώνυδραυλικών κατασκευώνκατασκευών μεμε μικρήμικρή επικινδυνότηταεπικινδυνότητα
λειτουργίαςλειτουργίας αλλάαλλά κυρίωςκυρίως στονστον αποδοτικόαποδοτικό σχεδιασμόσχεδιασμό τωντων έργωνέργων.. ΈναςΈνας
πραγματικάπραγματικά αποδοτικόςαποδοτικός σχεδιασμόςσχεδιασμός πρέπειπρέπει νανα προέρχεταιπροέρχεται απόαπό συνδυασμόσυνδυασμό
ανάλυσηςανάλυσης συχνότηταςσυχνότητας εμφάνισηςεμφάνισης τουτου υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου μεμε τηντην
οικονομικήοικονομική ανάλυσηανάλυση ((ανάλυσηανάλυση κόστουςκόστους -- ωφέλειαςωφέλειας)) καικαι τηντην ανάλυσηανάλυση τωντων
συνολικώνσυνολικών επιπτώσεωνεπιπτώσεων απόαπό τηντην κατασκευήκατασκευή τουτου έργουέργου ((περιβαλλοντικώνπεριβαλλοντικών,,
κοινωνικώνκοινωνικών,, αισθητικήςαισθητικής τοπίουτοπίου,, κλπκλπ).).
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ΗΗ μεθοδολογίαμεθοδολογία πουπου παρουσιάζεταιπαρουσιάζεται στιςστις επόμενεςεπόμενες
παραγράφουςπαραγράφους έχειέχει τοτο πλεονέκτημαπλεονέκτημα νανα συνδέεισυνδέει κάθεκάθε μέγεθοςμέγεθος
μεμε τοντον αντίστοιχοαντίστοιχο βαθμόβαθμό επικινδυνότηταςεπικινδυνότητας πράγμαπράγμα πουπου δενδεν θαθα
μπορούσεμπορούσε νανα δώσειδώσει οποιαδήποτεοποιαδήποτε άλληάλλη αιτιοκρατικήαιτιοκρατική εμπειρικήεμπειρική
ανάλυσηανάλυση..
ΗΗ ανάλυσηανάλυση συχνότηταςσυχνότητας τωντων υδρολογικώνυδρολογικών φαινομένωνφαινομένων
προϋποθέτειπροϋποθέτει ότιότι οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις είναιείναι τυχαίεςτυχαίες μεμε τητη
στατιστικήστατιστική έννοιαέννοια τουτου όρουόρου καικαι ομογενείςομογενείς ((χωρίςχωρίς δηλαδήδηλαδή νανα
έχειέχει επέλθειεπέλθει καμιάκαμιά μεταβολήμεταβολή κατάκατά τητη διάρκειαδιάρκεια τηςτης περιόδουπεριόδου
τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων).). ΟιΟι έλεγχοιέλεγχοι πουπου αφορούναφορούν στηνστην
τυχαιότητατυχαιότητα καικαι τηντην ομογένειαομογένεια τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων
παρουσιάζονταιπαρουσιάζονται στοστο δεύτεροδεύτερο μέροςμέρος τουτου κεφαλαίουκεφαλαίου αυτούαυτού..
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2.22.2 ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΕΣΧΡΟΝΟΣΕΙΡΕΣ ΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΦΑΙΝΟΜΕΝΩΝΦΑΙΝΟΜΕΝΩΝ

ΟρισμόςΟρισμός:: ΟιΟι μετρήσειςμετρήσεις ενόςενός υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου διαταγμένεςδιαταγμένες κατάκατά χρονολογικήχρονολογική
σειράσειρά αποτελούναποτελούν μιαμια χρονοσειράχρονοσειρά ((ήή σειράσειρά)) τουτου φαινομένουφαινομένου..

ΟιΟι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις συνεχούςσυνεχούς διάρκειαςδιάρκειας όπωςόπως τατα ημερήσιαημερήσια ύψηύψη βροχήςβροχής,, οιοι ημερήσιεςημερήσιες
παροχέςπαροχές,, οιοι μηνιαίεςμηνιαίες τιμέςτιμές τηςτης εξατμισοδιαπνοήςεξατμισοδιαπνοής αποτελούναποτελούν τιςτις ΠλήρειςΠλήρεις ΣειρέςΣειρές τωντων
αντίστοιχωναντίστοιχων υδρολογικώνυδρολογικών μεγεθώνμεγεθών.. ΟιΟι πλήρειςπλήρεις σειρέςσειρές επιδέχονταιεπιδέχονται ανάλυσηανάλυση είτεείτε στηνστην
αρχικήαρχική τουςτους μορφήμορφή ήή μεμε τηντην επιλοεπιλογγήή ορισμένωνορισμένων μεγεθώνμεγεθών πουπου έχουνέχουν σχέσησχέση μεμε τοτο
πρόβλημαπρόβλημα πουπου εξετάζεταιεξετάζεται.. ΣτηνΣτην τελευταίατελευταία περίπτωσηπερίπτωση έχουμεέχουμε τιςτις μερικέςμερικές καικαι τιςτις
ετήσιεςετήσιες σειρέςσειρές.. ΟιΟι ΜερικέςΜερικές ΣειρέςΣειρές αποτελούνταιαποτελούνται απόαπό τιμέςτιμές τουτου υδρολογικούυδρολογικού
φαινομένουφαινομένου πάνωπάνω ήή κάτωκάτω απόαπό μιαμια τιμήτιμή ((μερικέςμερικές σειρέςσειρές υπερβάσεωςυπερβάσεως ήή μημη υπερβάσεωςυπερβάσεως
αντίστοιχααντίστοιχα)) πουπου ταιριάζειταιριάζει στοστο πρόβλημαπρόβλημα,, ενώενώ οιοι ετήσιεςετήσιες σειρέςσειρές είναιείναι οιοι σειρέςσειρές μεμε
ετήσιεςετήσιες τιμέςτιμές ήή ετήσιουςετήσιους μέσουςμέσους όρουςόρους ήή προκύπτουνπροκύπτουν απόαπό τηντην επιλογήεπιλογή τωντων ετήσιωνετήσιων
μεγίστωνμεγίστων ήή ελαχίστωνελαχίστων.. ΣτιςΣτις μερικέςμερικές καικαι τιςτις ετήσιεςετήσιες σειρέςσειρές θεωρείταιθεωρείται ότιότι επαληθεύεταιεπαληθεύεται
ηη συνθήκησυνθήκη τηςτης τυχαιότηταςτυχαιότητας τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων.. ΕιδικάΕιδικά όμωςόμως στηνστην περίπτωσηπερίπτωση τωντων
μερικώνμερικών σειρώνσειρών πρέπειπρέπει νανα εξασφαλίζεταιεξασφαλίζεται ηη ανεξαρτησίαανεξαρτησία τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων.. ΑνΑν καικαι
οιοι ετήσιεςετήσιες σειρέςσειρές περιέχουνπεριέχουν συνήθωςσυνήθως λιγότερηλιγότερη πληροφορίαπληροφορία απόαπό ότιότι γενικάγενικά οιοι μερικέςμερικές
σειρέςσειρές,, χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται κυρίωςκυρίως λόγωλόγω τηςτης ευκολίαςευκολίας στηστη χρήσηχρήση.. ΤέλοςΤέλος αναν ηη τιμήτιμή πουπου
επιλέγεταιεπιλέγεται γιαγια μιαμια μερικήμερική σειράσειρά είναιείναι τέτοιατέτοια ώστεώστε οο αριθμόςαριθμός τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων τηςτης
μερικήςμερικής σειράςσειράς νανα είναιείναι ίσοςίσος μεμε τοντον αριθμόαριθμό τωντων ετώνετών τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων τότετότε ηη
μερικήμερική σειράσειρά λέγεταιλέγεται ΜερικήΜερική ΣειράΣειρά ΕτησίωνΕτησίων ΥπερβάσεωνΥπερβάσεων.. ΣτοΣτο ΣχΣχ. 2.1. 2.1 φαίνεταιφαίνεται ηη
διαδικασίαδιαδικασία μεμε τηντην οποίαοποία απόαπό μιαμια πλήρηπλήρη σειράσειρά ((μηνιαίωνμηνιαίων)) τιμώντιμών ενόςενός υδρολογικούυδρολογικού
φαινομένουφαινομένου προκύπτειπροκύπτει ηη ετήσιαετήσια σειράσειρά μεγίστωνμεγίστων καικαι ηη μερικήμερική σειράσειρά ετησίωνετησίων
υπερβάσεωνυπερβάσεων



44

2.32.3 ΠΕΡΙΟΔΟΣΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ

ΈστωΈστω ηη ετήσιαετήσια σειράσειρά μεγίστωνμεγίστων χχii ,i,i = 1 (1)= 1 (1) ΝΝ διατάσσεταιδιατάσσεται κατάκατά φθίνουσαφθίνουσα
σειράσειρά μεγέθουςμεγέθους..

ΔηλαδήΔηλαδή χχ11 >> χχ22 >>χχ33>>……>>ΧΧvv ΤότεΤότε ηη συχνότητασυχνότητα υπερβάσεωςυπερβάσεως τουτου μεγέθουςμεγέθους χχ
είναιείναι::

όπουόπου ΝΝ είναιείναι οο αριθμόςαριθμός τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων,, mm είναιείναι ηη σειράσειρά τουτου μεγέθουςμεγέθους
χχ στηνστην φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά χχχχ,, χχ22,...,,...,χχΝΝ.. ΗΗ εξίσωσηεξίσωση αυτήαυτή εφαρμόζεταιεφαρμόζεται
ικανοποιητικάικανοποιητικά στιςστις λεγόμενεςλεγόμενες κλειστέςκλειστές σειρέςσειρές στιςστις οποίεςοποίες δενδεν υπάρχειυπάρχει
πιθανότηταπιθανότητα νανα εμφανισθείεμφανισθεί κάποιοκάποιο μέγεθοςμέγεθος έξωέξω απόαπό τατα όριαόρια τηςτης
μεταβλητήςμεταβλητής τουτου δείγματοςδείγματος σσ'' έναένα άλλοάλλο δείγμαδείγμα ήή στοστο μέλλονμέλλον.. ΌμωςΌμως οιοι
χρονοσειρέςχρονοσειρές στηνστην υδρολογίαυδρολογία είναιείναι συνήθωςσυνήθως ανοικτέςανοικτές.. ΓιαυτόΓιαυτό ηη εκτίμησηεκτίμηση
τηςτης πιθανότηταςπιθανότητας υπερβάσεωςυπερβάσεως γίνεταιγίνεται μεμε τηντην ακόλουθηακόλουθη εξίσωσηεξίσωση::

Weibull(1939)Weibull(1939)

( )
m

P x x
N

 

( )
1

m
P x x

N
 



(2.1)

(2.2)



55ΣχΣχ. 2.1:. 2.1: ((αα)) ΠλήρηςΠλήρης σειράσειρά,   (,   (ββ)) ΕτήσιαΕτήσια σειράσειρά μεγίστωνμεγίστων, (, (γγ)) ΜερικήΜερική σειράσειρά ετησίωνετησίων υπερβάσεωνυπερβάσεων..
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ΆλλεςΆλλες εξισώσειςεξισώσεις πουπου επίσηςεπίσης χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται είναιείναι::

Hazen(1930) (2.3)Hazen(1930) (2.3)

Chegodayev(1955)(2.4)Chegodayev(1955)(2.4)

Tukey(1962)(2.5)Tukey(1962)(2.5)

ΠαράδειγμαΠαράδειγμα.. ΣτηνΣτην ακόλουθηακόλουθη σειράσειρά,, πουπου είναιείναι διατεταγμένηδιατεταγμένη κατάκατά φθίνουσαφθίνουσα τάξητάξη
μεγέθουςμεγέθους,, νανα υπολογισθείυπολογισθεί ηη πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης τηςτης τιμήςτιμής 324.324.

ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε τηντην ΕξΕξ.2.1.2.1

δηλαδήδηλαδή ηη πιθανότηταπιθανότητα νανα εμφανισθείεμφανισθεί σσ'' άλλοάλλο δείγμαδείγμα ήή στοστο μέλλονμέλλον τιμήτιμή μικρότερημικρότερη απόαπό
τοτο 324324 είναιείναι μηδενικήμηδενική.. ΌμωςΌμως σύμφωνασύμφωνα μεμε τηντην ΕξΕξ. 2.2. 2.2

δηλαδήδηλαδή υπάρχειυπάρχει μιαμια πιθανότηταπιθανότητα 0.0450.045 νανα εμφανισθείεμφανισθεί τιμήτιμή μικρότερημικρότερη απόαπό τοτο 324.324.
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ΟρισμόςΟρισμός:: ΠερίοδοςΠερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς δοθέντοςδοθέντος ετήσιουετήσιου μεγέθουςμεγέθους ενόςενός φαινομένουφαινομένου είναιείναι τοτο ΜέσοΜέσο
χρονικόχρονικό διάστημαδιάστημα ΤΤ ((έτηέτη)) μέσαμέσα στοστο οποίοοποίο τοτο θεωρούμενοθεωρούμενο υδρολογικόυδρολογικό φαινόμενοφαινόμενο θαθα
εμφανισθείεμφανισθεί μιαμια μόνομόνο φοράφορά μεμε τιμήτιμή ίσηίση ήή μεγαλύτερημεγαλύτερη τηςτης δοθείσαςδοθείσας.. ΑνΑν ηη σειράσειρά πουπου
εξετάζεταιεξετάζεται είναιείναι σειράσειρά ετησίωνετησίων μεγίστωνμεγίστων ηη περίοδοςπερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς αναφέρεταιαναφέρεται στοστο
μέγεθοςμέγεθος τουτου φαινομένουφαινομένου ωςως ετήσιοετήσιο μέγιστομέγιστο,, πράγμαπράγμα πουπου δενδεν συμβαίνεισυμβαίνει αναν ηη σειράσειρά είναιείναι
μερικήμερική..

ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε τοντον ορισμόορισμό προκειμένουπροκειμένου γιαγια ανάλυσηανάλυση μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών ενόςενός φαινομένουφαινομένου::

ήή

ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση τωντων σειρώνσειρών ελαχίστωνελαχίστων τιμώντιμών ενόςενός φαινομένουφαινομένου ισχύειισχύει::

ήή

ΑνΑν καικαι υπάρχειυπάρχει μιαμια μικρήμικρή διαφοράδιαφορά στοστο νόημανόημα τηςτης περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς μερικήςμερικής σειράςσειράς,,
((ΤΤΡΡ),), απόαπό τηντην περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς μιαςμιας ετήσιαςετήσιας σειράςσειράς ((ΓΓ),), στηνστην πράξηπράξη δενδεν γίνεταιγίνεται
διάκρισηδιάκριση μιαμια πουπου τατα αποτελέσματααποτελέσματα δενδεν διαφέρουνδιαφέρουν ουσιαστικάουσιαστικά γιαγια περιόδουςπεριόδους
μεγαλύτερεςμεγαλύτερες τωντων πέντεπέντε ετώνετών.. ΓενικάΓενικά υπάρχειυπάρχει ηη ακόλουθηακόλουθη σχέσησχέση μεταξύμεταξύ τωντων δύοδύο
περιόδωνπεριόδων επαναφοράςεπαναφοράς::

(2.8)(2.8)
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ΌπωςΌπως προκύπτειπροκύπτει απόαπό τοντον ορισμόορισμό τηςτης περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς γιαγια τατα μέγισταμέγιστα ΕξΕξ. 2.6,. 2.6, ηη
πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης σεσε έναένα έτοςέτος είναιείναι 1/1/ ΤΤ.. ΑνΑν θεωρήσουμεθεωρήσουμε ότιότι τοτο γεγονόςγεγονός τηςτης
υπέρβασηςυπέρβασης ((ήή μημη υπέρβασηςυπέρβασης)) είναιείναι ανεξάρτητοανεξάρτητο γιαγια κάθεκάθε έτοςέτος τότετότε ηη πιθανότηταπιθανότητα μημη
υπέρβασηςυπέρβασης τουτου μεγέθουςμεγέθους χχ καικαι σταστα nn έτηέτη ζωήςζωής τουτου έργουέργου είναιείναι

ΗΗ πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης ((έστωέστω καικαι μίαμία φοράφορά)) σταστα ηη έτηέτη λόγωλόγω τηςτης ΕξΕξ. 2.9. 2.9 είναιείναι

ΗΗ ΕξΕξ.2.10.2.10 λόγωλόγω τηςτης εξεξ.2.6.2.6 γίνεταιγίνεται

ΑπόΑπό τηντην τελευταίατελευταία σχέσησχέση πουπου εκφράζειεκφράζει τηντην πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης στηνστην περίοδοπερίοδο ηη
ετώνετών μπορείμπορεί νανα προκύψειπροκύψει ηη περίοδοςπερίοδος σχεδιασμούσχεδιασμού ηη

( ) ( ( )) (1 ( ))n n
nP X x P X x P X x     

( ) 1 ( ) 1 (1 ( ))n
n nP X x P X x P X x       
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     
 
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ΟρισμόςΟρισμός:: ΠερίοδοςΠερίοδος ΣχεδιασμούΣχεδιασμού,, ηη,, είναιείναι ηη περίοδοςπερίοδος σεσε έτηέτη κατάκατά τηντην οποίαοποία πιθανότηταπιθανότητα
υπέρβασηςυπέρβασης τουτου μεγέθουςμεγέθους χχ τουτου υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου ((μεμε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ))

δενδεν υπερβαίνειυπερβαίνει τητη δοθείσαδοθείσα τιμήτιμή πιθανότηταςπιθανότητας..

ΠαράδειγμαΠαράδειγμα 1.1. ΠοιαΠοια είναιείναι ηη πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης σεσε έναένα έτοςέτος μιαςμιας τιμήςτιμής παροχήςπαροχής
ενόςενός ρεύματοςρεύματος πουπου έχειέχει περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς 2020 έτηέτη;;

ήή 5%5%

ΠαράδειγμαΠαράδειγμα 2.2. ΠοιαΠοια είναιείναι ηη πιθανότηταπιθανότητα ηη πλημμυρικήπλημμυρική απορροήαπορροή τωντων 100100 ετώνετών νανα μηνμην
υπερβληθείυπερβληθεί σταστα επόμεναεπόμενα δύοδύο έτηέτη;;

ΠαράδειγμαΠαράδειγμα 3.3. ΠοιαΠοια είναιείναι ηη πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης σεσε διάστημαδιάστημα 33 συνεχώνσυνεχών
συγκεκριμένωνσυγκεκριμένων ετώνετών τηςτης παροχήςπαροχής πουπου έχειέχει περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς 2020 έτηέτη;;

1 1
( ) 0.05

20
P X x

T
   

2
1 1

( ) 1 1 0 .9 8 0 1 ~ 9 8 %
1 0 0

n
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T

           
   

3
1 1

( ) 1 1 0 .1 4 3 . 1 4 , 3 %
2 0

n
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T

           
   
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2.42.4 ΠΡΑΚΤΙΚΟΣΠΡΑΚΤΙΚΟΣ ΤΡΟΠΟΣΤΡΟΠΟΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣΑΝΑΛΥΣΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ

ΣτηΣτη περίπτωσηπερίπτωση πουπου τοτο υπόυπό μελέτημελέτη έργοέργο είναιείναι δευτερεύουσαςδευτερεύουσας σημασίαςσημασίας,, ηη
περίοδοςπερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς μικρήμικρή ((ΤΤ << 10)10) καικαι μικρότερημικρότερη απόαπό τηντην περίοδοπερίοδο τωντων
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων καικαι ηη χρονοσειράχρονοσειρά είναιείναι σχετικάσχετικά μικρήμικρή ((αριθμόςαριθμός παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων
< 30)< 30) είναιείναι δυνατόνδυνατόν ηη ανάλυσηανάλυση συχνότηταςσυχνότητας τουτου υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου νανα
γίνειγίνει μεμε τηντην εξήςεξής απλήαπλή διαδικασίαδιαδικασία::

ίί.. ΕπιλέγονταιΕπιλέγονται οιοι τιμέςτιμές πουπου θαθα αποτελέσουναποτελέσουν τοτο δείγμαδείγμα ώστεώστε νανα είναιείναι σχετικέςσχετικές
μεμε τοτο υπόυπό μελέτημελέτη πρόβλημαπρόβλημα..

ίίίί.. ΔιατάσσονταιΔιατάσσονται κατάκατά φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά μεγέθουςμεγέθους προκειμένουπροκειμένου γιαγια μέγισταμέγιστα καικαι
σεσε αύξουσααύξουσα σειράσειρά προκειμένουπροκειμένου γιαγια ελάχισταελάχιστα..

iiiiii.. ΥπολογίζονταιΥπολογίζονται οιοι περίοδοιπερίοδοι επαναφοράςεπαναφοράς καικαι οιοι πιθανότητεςπιθανότητες υπέρβασηςυπέρβασης
χρησιμοποιώνταςχρησιμοποιώντας τιςτις σχέσειςσχέσεις 2.22.2 καικαι 2.62.6 γιαγια μέγισταμέγιστα καικαι τιςτις σχέσειςσχέσεις 2.22.2 καικαι
2.72.7 γιαγια ελάχισταελάχιστα..

ΠαρατήρησηΠαρατήρηση:: ΑνΑν δύοδύο διαδοχικέςδιαδοχικές παρατηρήσειςπαρατηρήσεις στηστη φθίνουσαφθίνουσα ((ήή αύξουσααύξουσα))
σειράσειρά είναιείναι ίσεςίσες υπάρχουνυπάρχουν δύοδύο τρόποιτρόποι νανα υπολογισθείυπολογισθεί ηη πιθανότηταπιθανότητα
υπέρβασηςυπέρβασης τηςτης τιμήςτιμής αυτήςαυτής::
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((αα)) νανα δοθείδοθεί σειράσειρά mm καικαι mm + 1+ 1 στιςστις δύοδύο ίσεςίσες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μεμε αποτέλεσμααποτέλεσμα γιαγια τοτο ίδιοίδιο
μέγεθοςμέγεθος νανα υπάρχουνυπάρχουν δύοδύο διαφορετικέςδιαφορετικές πιθανότητεςπιθανότητες υπέρβασηςυπέρβασης..

((ββ)) νανα δοθείδοθεί καικαι στιςστις δύοδύο παρατηρήσειςπαρατηρήσεις σειράσειρά

ΑπόΑπό τουςτους παραπάνωπαραπάνω δύοδύο τρόπουςτρόπους οο δεύτεροςδεύτερος είναιείναι προτιμώτεροςπροτιμώτερος..

ίνίν.. ΟιΟι εκτιμήσειςεκτιμήσεις τωντων σχέσεωνσχέσεων μεγέθουςμεγέθους -- περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς γιαγια τηντην περίοδοπερίοδο πουπου
καλύπτεταικαλύπτεται απόαπό τοτο δείγμαδείγμα γίνεταιγίνεται μεμε γραμμικήγραμμική παρεμβολήπαρεμβολή σταστα μεγέθημεγέθη πουπου έχουνέχουν
προκύψειπροκύψει στοστο βήμαβήμα iiiiii τηςτης διαδικασίαςδιαδικασίας ήή μεμε εμπειρικήεμπειρική προέκτασηπροέκταση γιαγια περιόδουςπεριόδους
λίγολίγο μεγαλύτερεςμεγαλύτερες τουτου δείγματοςδείγματος..

ΕίναιΕίναι προφανέςπροφανές ότιότι ηη μέθοδοςμέθοδος δενδεν ενδείκνυταιενδείκνυται γιαγια προβλήματαπροβλήματα πουπου αναφέρονταιαναφέρονται στηνστην
εκτίμησηεκτίμηση μεγέθουςμεγέθους πολύπολύ μεγαλύτερηςμεγαλύτερης περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς σεσε σχέσησχέση μεμε τηντην
περίοδοπερίοδο πουπου καλύπτεικαλύπτει τοτο δείγμαδείγμα..

2 1

2

m 
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2.52.5 ΑΝΑΛΥΣΗΑΝΑΛΥΣΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ΜΕΜΕ ΤΗΤΗ ΧΡΗΣΗΧΡΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
ΚΑΤΑΝΟΜΗΣΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ -- ΕΚΤΙΜΗΣΗΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

ΤοΤο σύνηθεςσύνηθες πρόβλημαπρόβλημα στηνστην ανάλυσηανάλυση συχνότηταςσυχνότητας τωντων υδρολογικώνυδρολογικών φαινομένωνφαινομένων
είναιείναι ότιότι ηη περίοδοςπερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς είναιείναι μεγαλύτερημεγαλύτερη ((αναν όχιόχι πολλαπλάσιαπολλαπλάσια)) απόαπό
τοτο μέγεθοςμέγεθος τουτου δείγματοςδείγματος..

ΕπομένωςΕπομένως ηη μέθοδοςμέθοδος τηςτης προηγούμενηςπροηγούμενης παραγράφουπαραγράφου δενδεν μπορείμπορεί νανα εφαρμοσθείεφαρμοσθεί..
ΣΣ'' αυτήαυτή τηντην περίπτωσηπερίπτωση καταφεύγουμεκαταφεύγουμε στιςστις γνωστέςγνωστές συναρτήσειςσυναρτήσεις κατανομήςκατανομής
πιθανότηταςπιθανότητας.. ΌτανΌταν οιοι παράμετροιπαράμετροι μιαςμιας τέτοιαςτέτοιας συνάρτησηςσυνάρτησης κατανομήςκατανομής
προσδιορισθούνπροσδιορισθούν απόαπό τιςτις υπάρχουσεςυπάρχουσες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις τότετότε είναιείναι δυνατήδυνατή ηη
εκτίμησηεκτίμηση τηςτης τιμήςτιμής τουτου φαινομένουφαινομένου γιαγια μεγάλεςμεγάλες περιόδουςπεριόδους επαναφοράςεπαναφοράς μεμε τητη
χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τηςτης θεωρητικήςθεωρητικής κατανομήςκατανομής..

ΥπάρχουνΥπάρχουν οιοι εξήςεξής αναλυτικέςαναλυτικές τεχνικέςτεχνικές εκτιμήσεωςεκτιμήσεως τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων τωντων
θεωρητικώνθεωρητικών ΚατανομώνΚατανομών πιθανότηταςπιθανότητας::

1.1. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τωντων ΡοπώνΡοπών (method of moments)(method of moments)
2.2. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τουτου μέγιστουμέγιστου πιθανοφάνειαςπιθανοφάνειας ((method of maximum likelihoodmethod of maximum likelihood))
3.3. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τωντων ελαχίστωνελαχίστων τετραγώνωντετραγώνων ((method of least squaresmethod of least squares))
4.4. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τουτου ελαχίστουελαχίστου χχ22 ((minimum xminimum x22 methodmethod))
5.5. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τωντων έξιέξι διαιρέσεωνδιαιρέσεων ((method of sextilesmethod of sextiles))
6.6. ΗΗ μέθοδοςμέθοδος επιλογήςεπιλογής ειδικώνειδικών σημείωνσημείων (method   of  matching selected(method   of  matching selected

points).points).
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ΕκτενήςΕκτενής περιγραφήπεριγραφή τωντων μεθόδωνμεθόδων αυτώναυτών μπορείμπορεί νανα βρεθείβρεθεί σταστα βιβλίαβιβλία
στατιστικήςστατιστικής.. ΣτηνΣτην υδρολογίαυδρολογία αντίαντί τωντων παραπάνωπαραπάνω αναλυτικώναναλυτικών μεθόδωνμεθόδων
μεμε εξαίρεσηεξαίρεση ίσωςίσως τητη μέθοδομέθοδο τωντων ΡοπώνΡοπών,, χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται κυρίωςκυρίως οιοι
εξήςεξής μέθοδοιμέθοδοι::

(i)(i) ΗΗ γραφικήγραφική μέθοδοςμέθοδος -- χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας
(ii)(ii) ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας..
ΑκολουθείΑκολουθεί μιαμια συνοπτικήσυνοπτική παρουσίασηπαρουσίαση τηςτης γραφικήςγραφικής μεθόδουμεθόδου,, τηςτης μεθόδουμεθόδου

τωντων ΡοπώνΡοπών καικαι τουτου ΠαράγονταΠαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας..

ΓραφικήΓραφική μέθοδοςμέθοδος -- ΧαρτίΧαρτί πιθανότηταςπιθανότητας

ΜεΜε τοτο χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας ηη καμπύληκαμπύλη αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας γίνεταιγίνεται ευθείαευθεία
γραμμήγραμμή.. ΈτσιΈτσι μεμε τηντην τοποθέτησητοποθέτηση τωντων σημείωνσημείων πουπου παριστάνουνπαριστάνουν τηντην
""αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα"" στοστο χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας μιαςμιας θεωρητικήςθεωρητικής
κατανομήςκατανομής γίνεταιγίνεται ταυτόχροναταυτόχρονα έλεγχοςέλεγχος τηςτης καταλληλότηταςκαταλληλότητας τηςτης
κατανομήςκατανομής καικαι επέκτασηεπέκταση τουτου δείγματοςδείγματος μεμε βάσηβάση τητη θεωρητικήθεωρητική κατανομήκατανομή..

ΣτοΣτο ΣχΣχ. 2.2. 2.2 φαίνεταιφαίνεται ηη γραφικήγραφική κατασκευήκατασκευή τουτου χαρτιούχαρτιού πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης
κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής.. ΗΗ ανάλυσηανάλυση συχνότηταςσυχνότητας μεμε τοτο χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας
γίνεταιγίνεται ακολουθώνταςακολουθώντας τηντην εξήςεξής διαδικασίαδιαδικασία ((παράδειγμαπαράδειγμα μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών):):



1414ΣχΣχ. 2.2:. 2.2: ΓραφικήΓραφική κατασκευήκατασκευή τουτου χαρτιούχαρτιού πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής..
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ίί.. ΚατάταξηΚατάταξη τωντων δεδομένωνδεδομένων σεσε φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά μεγέθουςμεγέθους..

ii.ii.ΥπολογισμόςΥπολογισμός τηςτης πιθανότηταςπιθανότητας υπέρβασηςυπέρβασης κάθεκάθε τιμήςτιμής μεμε τοντον τύποτύπο

iii.iii.ΕπιλογήΕπιλογή τουτου τύπουτύπου τουτου χαρτιούχαρτιού πιθανότηταςπιθανότητας πουπου θαθα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί ((ππ..χχ..
ΚανονικήςΚανονικής ΚατανομήςΚατανομής,, ΚατανομήςΚατανομής ΑκραίωνΑκραίων ΤιμώνΤιμών ΤύπουΤύπου ΙΙ,, κλπκλπ).).

iv.iv.ΕμπειρικήΕμπειρική χάραξηχάραξη τηςτης ευθείαςευθείας πουπου προσαρμόζεταιπροσαρμόζεται καλύτερακαλύτερα σταστα δεδομέναδεδομένα..

ΣτοΣτο παράρτημαπαράρτημα αυτούαυτού τουτου βιβλίουβιβλίου δίνονταιδίνονται τατα χαρτιάχαρτιά πιθανότηταςπιθανότητας γιαγια τιςτις πιοπιο
συνήθειςσυνήθεις ΣυναρτήσειςΣυναρτήσεις ΚατανομώνΚατανομών πουπου χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται στηνστην
ανάλυσηανάλυση τηςτης υδρολογικήςυδρολογικής πληροφορίαςπληροφορίας..

ΕφαρμογήΕφαρμογή.. ΣτονΣτον ΠίνΠίν. 2.1. 2.1 βρίσκονταιβρίσκονται διατεταγμένεςδιατεταγμένες σεσε φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά
μεγέθουςμεγέθους οιοι μέσεςμέσες ετήσιεςετήσιες παροχέςπαροχές ενόςενός ρεύματοςρεύματος.. ΣτηνΣτην τρίτητρίτη στήληστήλη
τουτου πίνακαπίνακα βρίσκονταιβρίσκονται οιοι τιμέςτιμές τηςτης πιθανότηταςπιθανότητας υπέρβασηςυπέρβασης.. ΟιΟι τιμέςτιμές
αυτέςαυτές μεμε τατα αντίστοιχααντίστοιχα μεγέθημεγέθη τοποθετούνταιτοποθετούνται σεσε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας
κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής ((ΣχΣχ. 2.3).. 2.3). ΜεΜε τητη χάραξηχάραξη τηςτης ευθείαςευθείας γιαγια κάθεκάθε
μέγεθοςμέγεθος παροχήςπαροχής αντιστοιχείαντιστοιχεί μιαμια πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης ((καικαι μιαμια
περίοδοςπερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς)) καικαι αντίστροφααντίστροφα..

( )
1

m
P X x

N
 


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ΠίνΠίν. 2.1:. 2.1: ΥπολογισμόςΥπολογισμός τηςτης πιθανότηταςπιθανότητας υπέρβασηςυπέρβασης τωντων ημώνημών μιαςμιας σειράςσειράς μέσωνμέσων
ετησίωνετησίων παροχώνπαροχών ενόςενός ρεύματοςρεύματος..

ΣχΣχ. 2.3:. 2.3: ΤαΤα δεδομέναδεδομένα τουτου ΠίνΠίν. 2.1. 2.1 σεσε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης ΚανονικήςΚανονικής ΚατανομήςΚατανομής..
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ΌπωςΌπως γίνεταιγίνεται φανερόφανερό απόαπό τοτο ΣχΣχ. 2.3. 2.3 σταστα δεδομέναδεδομένα τουτου ΠίνΠίν. 2.1. 2.1 προσαρμόζεταιπροσαρμόζεται
ικανοποιητικάικανοποιητικά ηη κανονικήκανονική κατανομήκατανομή ((τατα δεδομέναδεδομένα ακολουθούνακολουθούν μιαμια ευθείαευθεία γραμμήγραμμή
σεσε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης ΚανονικήςΚανονικής ΚατανομήςΚατανομής).).

ΜέθοδοςΜέθοδος ΡοπώνΡοπών ΗΗ μέθοδοςμέθοδος τωντων ((στατιστικώνστατιστικών)) ΡοπώνΡοπών στηρίζεταιστηρίζεται στοστο γεγονόςγεγονός ότιότι αναν
όλεςόλες οιοι ροπέςροπές τηςτης κατανομήςκατανομής είναιείναι γνωστέςγνωστές όλαόλα τατα χαρακτηριστικάχαρακτηριστικά τηςτης κατανομήςκατανομής
είναιείναι γνωστάγνωστά*.*.

ΜεΜε τητη μέθοδομέθοδο τωντων ΡοπώνΡοπών εκτιμούνταιεκτιμούνται απόαπό τοτο δείγμαδείγμα ((αμερόληπτααμερόληπτα)) οιοι βασικέςβασικές
στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες όπωςόπως οο μέσοςμέσος όροςόρος,, μμ,, ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση,, σσ,, καικαι οο
συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας,,g,g,ωςως εξήςεξής::
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•• ΓιαΓια τιςτις διακριτέςδιακριτές μεταβλητέςμεταβλητές ηη ροπήροπή rr τάξηςτάξης ωςως προςπρος χχ = 0= 0 ορίζεταιορίζεται::

ΓιαΓια r=1r=1

ΌπουΌπου κλάσειςκλάσεις τουτου δείγματοςδείγματος καικαι ff11 ηη σχετικήσχετική συχνότητασυχνότητα τηςτης II κλάσηςκλάσης ..ΗΗ ροπήροπή rr ωςως
προςπρος μιαμια τιμήτιμή ΑΑ ορίζεταιορίζεται::

ΓιαΓια ΑΑ==vv11 καικαι r=2 =>r=2 =>μμ22(=(=διασποράδιασπορά=(=(σσ))22))
ΓιαΓια ΑΑ==vv11 καικαι r=r=33 =>=>μμ33

ΟΟ συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας gg == μμ33//σσ33 ((γιαγια συμμετρικήσυμμετρική κατανομήκατανομή gg = 0).= 0). ΑνΑν οιοι
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις δενδεν έχουνέχουν ενταχθείενταχθεί σεσε κλάσειςκλάσεις ηη σχετικήσχετική συχνότητασυχνότητα αντικαθίσταταιαντικαθίσταται
απόαπό τοτο 1/1/ΝΝ όπουόπου ΝΝ οο αριθμόςαριθμός τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων.. ΑμέσωςΑμέσως μετάμετά οιοι εκτιμήσειςεκτιμήσεις
εξισώνονταιεξισώνονται μεμε τιςτις στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες τηςτης αντίστοιχηςαντίστοιχης θεωρητικήςθεωρητικής ΚατανομήςΚατανομής
πιθανότηταςπιθανότητας καικαι μεμε τητη λύσηλύση τουτου προκύπτοντοςπροκύπτοντος συστήματοςσυστήματος γίνεταιγίνεται ηη εκτίμησηεκτίμηση τωντων
παραμέτρωνπαραμέτρων τηςτης ΚατανομήςΚατανομής πιθανότηταςπιθανότητας..

1
1

r
r rv f x 1 1 1

1

v f x

1

( )
k

r r i
i

f x A 


 
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ΜέθοδοςΜέθοδος τουτου ΠαράγονταΠαράγοντα ΣυχνότηταςΣυχνότητας

ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε τοντον ChowChow (1951)(1951) γιαγια πολλέςπολλές θεωρητικέςθεωρητικές κατανομέςκατανομές
πιθανότηταςπιθανότητας μπορείμπορεί νανα γραφείγραφεί ηη ακόλουθηακόλουθη σχέσησχέση

(2.16)(2.16)

όπουόπου::
χΤχΤ ::τοτο μέγεθοςμέγεθος τουτου γεγονότοςγεγονότος περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ,,
χχ ::οο μέσοςμέσος όροςόρος
cv     :cv     :οο συντελεστήςσυντελεστής διακύμανσηςδιακύμανσης ((ήή μεταβλητότηταςμεταβλητότητας) (=) (= σσ//χχ ),),
kTkT ::οο παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας πουπου εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τηντην περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ

καικαι τατα χαρακτηριστικάχαρακτηριστικά τηςτης κατανομήςκατανομής..
ΓιαΓια τιςτις συνήθειςσυνήθεις κατανομέςκατανομές πιθανότηταςπιθανότητας έχουνέχουν προκύψειπροκύψει σχέσειςσχέσεις γιαγια τοντον

υπολογισμόυπολογισμό τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας,, πουπου παρουσιάζονταιπαρουσιάζονται κατάκατά τηντην
ανάπτυξηανάπτυξη τωντων επιμέρουςεπιμέρους κατανομώνκατανομών πιθανότηταςπιθανότητας..

(1 )T v Tx x c k


 



2020

2.62.6 ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

ΜεΜε τηντην προϋπόθεσηπροϋπόθεση ότιότι οιοι τιμέςτιμές τουτου υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου είναιείναι τυχαίεςτυχαίες
καικαι ανεξάρτητεςανεξάρτητες,, ηη κατανομήκατανομή πιθανότηταςπιθανότητας εμφανίσεωςεμφανίσεως τωντων μπορείμπορεί νανα
περιγραφείπεριγραφεί απόαπό τιςτις θεωρητικέςθεωρητικές κατανομέςκατανομές πιθανότηταςπιθανότητας μερικέςμερικές απόαπό τιςτις
οποίεςοποίες περιγράφονταιπεριγράφονται συνοπτικάσυνοπτικά στιςστις επόμενεςεπόμενες παραγράφουςπαραγράφους..

ΗΗ ευκολίαευκολία χρησιμοποιήσεωςχρησιμοποιήσεως τωντων θεωρητικώνθεωρητικών κατανομώνκατανομών ενέχειενέχει τοντον
κίνδυνοκίνδυνο νανα παρασύρειπαρασύρει τουςτους μελετητέςμελετητές σεσε ανάλυσηανάλυση παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων μημη
ανεξάρτητωνανεξάρτητων μεταξύμεταξύ τουςτους.. ΓιαΓια παράδειγμαπαράδειγμα οιοι ημερήσιεςημερήσιες παροχέςπαροχές ενόςενός
ρεύματοςρεύματος δενδεν αποτελούναποτελούν ανεξάρτητεςανεξάρτητες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις επειδήεπειδή ηη παροχήπαροχή κατάκατά
μίαμία ημέραημέρα έχειέχει ισχυρήισχυρή συσχέτισησυσχέτιση μεμε τηντην παροχήπαροχή τηςτης προηγούμενηςπροηγούμενης
ημέραςημέρας.. ΕπίσηςΕπίσης σχετικάσχετικά μεμε τιςτις βροχοπτώσειςβροχοπτώσεις οιοι τιμέςτιμές πουπου αποτελούναποτελούν τοτο
δείγμαδείγμα θαθα πρέπειπρέπει νανα προέρχονταιπροέρχονται απόαπό διαφορετικέςδιαφορετικές ατμοσφαιρικέςατμοσφαιρικές
διαταράξειςδιαταράξεις.. ΒέβαιαΒέβαια υπάρχουνυπάρχουν περιπτώσειςπεριπτώσεις πουπου οο μελετητήςμελετητής μεμε
θεμελιωμένεςθεμελιωμένες παραδοχέςπαραδοχές μπορείμπορεί νανα παρεκλίνειπαρεκλίνει απόαπό τηντην αυστηρήαυστηρή απαίτησηαπαίτηση
τωντων ανεξαρτήτωνανεξαρτήτων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων μεμε τηντην ταυτόχρονηταυτόχρονη βέβαιαβέβαια γνώσηγνώση ότιότι
υπάρχειυπάρχει κίνδυνοςκίνδυνος εσφαλμένωνεσφαλμένων αποτελεσμάτωναποτελεσμάτων..
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ΤιςΤις περισσότερεςπερισσότερες φορέςφορές κατάκατά τοτο σχεδιασμόσχεδιασμό τωντων υδραυλικώνυδραυλικών έργωνέργων υπάρχειυπάρχει
ιδιαίτεροιδιαίτερο ενδιαφέρονενδιαφέρον όχιόχι γιαγια τιςτις αρχικέςαρχικές παρατηρήσειςπαρατηρήσεις τωντων υδρολογικώνυδρολογικών
φαινομένωνφαινομένων αλλάαλλά γιαγια τιςτις ακραίεςακραίες τιμέςτιμές τουτου υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου

((μέγιστεςμέγιστες
ήή ελάχιστεςελάχιστες).).

ΕίναιΕίναι γιαγια παράδειγμαπαράδειγμα προφανέςπροφανές ότιότι ηη διαστασιολόγησηδιαστασιολόγηση τηςτης διατομήςδιατομής μιαςμιας
αποστραγγιστικήςαποστραγγιστικής τάφρουτάφρου ήή ενόςενός υπερχειλιστήυπερχειλιστή ενόςενός φράγματοςφράγματος θαθα πρέπειπρέπει νανα
γίνουνγίνουν μεμε τιςτις μέγιστεςμέγιστες παροχέςπαροχές επειδήεπειδή τοτο έργοέργο πρέπειπρέπει νανα ανταποκρίνεταιανταποκρίνεται στιςστις
δυσμενέστερεςδυσμενέστερες συνθήκεςσυνθήκες..

ΑποδείχνεταιΑποδείχνεται ότιότι ηη ακραίαακραία τιμήτιμή απόαπό έναένα δείγμαδείγμα τυχαίωντυχαίων τιμώντιμών είναιείναι επίσηςεπίσης
τυχαίατυχαία.. ΕπίσηςΕπίσης αποδείχνεταιαποδείχνεται ότιότι ηη κατανομήκατανομή πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης
ακραίαςακραίας τιμήςτιμής εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τηντην αρχικήαρχική κατανομήκατανομή πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας
καικαι τοτο μέγεθοςμέγεθος τουτου αρχικούαρχικού δείγματοςδείγματος.. ΓιαΓια μεγάλομεγάλο αριθμόαριθμό αρχικώναρχικών
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ηη κατανομήκατανομή πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας γιαγια τιςτις ακραίεςακραίες τιμέςτιμές
περιγράφεταιπεριγράφεται απόαπό ασυμπτωτικέςασυμπτωτικές κατανομέςκατανομές ((GumbelGumbel 1954, 1958).1954, 1958).
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ΤρειςΤρεις τύποιτύποι ασυμπτωτικώνασυμπτωτικών κατανομώνκατανομών έχουνέχουν προταθείπροταθεί::

ΤύποςΤύπος ΙΙ :: ΑρχικήΑρχική κατανομήκατανομή χωρίςχωρίς όριοόριο προςπρος τηντην κατεύθυνσηκατεύθυνση τηςτης ακραίαςακραίας
τιμήςτιμής..

ΤύποςΤύπος IIII :: ΑρχικήΑρχική κατανομήκατανομή χωρίςχωρίς όριοόριο καικαι προςπρος τιςτις δύοδύο κατευθύνσειςκατευθύνσεις..

ΤύποςΤύπος IIIIII::ΑρχικήΑρχική κατανομήκατανομή μεμε όριοόριο προςπρος τηντην κατεύθυνσηκατεύθυνση τηςτης ακραίαςακραίας τιμήςτιμής..
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ΗΗ κατανομήκατανομή τύπουτύπου ΙΙ ((ήή GumbelGumbel)) ενδείκνυταιενδείκνυται νανα εφαρμόζεταιεφαρμόζεται συνήθωςσυνήθως γιαγια
ανάλυσηανάλυση μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών αναν ηη αρχικήαρχική κατανομήκατανομή είναιείναι ηη ΚανονικήΚανονική,,
ΛογαριθμοκανονικήΛογαριθμοκανονική,, ΕκθετικήΕκθετική ήή ΓάμμαΓάμμα καικαι γιαγια ελάχισταελάχιστα αναν ηη αρχικήαρχική
κατανομήκατανομή είναιείναι κανονικήκανονική..
ΗΗ κατανομήκατανομή ΤύπουΤύπου IIII ((ήή CauchyCauchy)) δενδεν έχειέχει σημαντικήσημαντική εφαρμογήεφαρμογή στηνστην
ΥδρολογίαΥδρολογία..
ΤέλοςΤέλος ηη κατανομήκατανομή ΤύπουΤύπου IIIIII ενδείκνυταιενδείκνυται νανα εφαρμόζεταιεφαρμόζεται γιαγια ανάλυσηανάλυση
μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών αναν ηη αρχικήαρχική κατανομήκατανομή είναιείναι ΒήταΒήτα καικαι γιαγια ελάχισταελάχιστα αναν ηη
αρχικήαρχική κατανομήκατανομή είναιείναι ΒήταΒήτα,, ΛογαριθμοκανονικήΛογαριθμοκανονική,, ΓάμμαΓάμμα ήή ΕκθετικήΕκθετική..
ΌπωςΌπως γίνεταιγίνεται φανερόφανερό προκειμένουπροκειμένου γιαγια ανάλυσηανάλυση μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών ενόςενός
υδρολογικούυδρολογικού φαινομένουφαινομένου περισσότεροπερισσότερο κατάλληληκατάλληλη φαίνεταιφαίνεται ηη ΚατανομήΚατανομή
ΤύπουΤύπου ΙΙ.. ΑυτόΑυτό συμπεραίνεταισυμπεραίνεται απόαπό τοτο γεγονόςγεγονός ότιότι τοτο όριοόριο τωντων υδρολογικώνυδρολογικών
μεταβλητώνμεταβλητών είναιείναι συνήθωςσυνήθως τοτο μηδένμηδέν καικαι επομένωςεπομένως δενδεν υπάρχειυπάρχει όριοόριο προςπρος
τηντην κατεύθυνσηκατεύθυνση τωντων μεγίστωνμεγίστων ((ακραίωνακραίων)) τιμώντιμών.. ΜεΜε όμοιοόμοιο συλλογισμόσυλλογισμό
συμπεραίνεταισυμπεραίνεται ότιότι ηη ΚατανομήΚατανομή ΤύπουΤύπου IIIIII είναιείναι καταλληλότερηκαταλληλότερη γιαγια
ανάλυσηανάλυση ελάχιστωνελάχιστων τιμώντιμών επειδήεπειδή υπάρχειυπάρχει τοτο όριοόριο ((δηλδηλ. 0). 0) προςπρος τηντην
κατεύθυνσηκατεύθυνση τωντων ((ελαχίστωνελαχίστων)) ακραίωνακραίων τιμώντιμών.. ΜιαΜια τέτοιατέτοια θεωρητικήθεωρητική
ΚατανομήΚατανομή πιθανότηταςπιθανότητας,, γνωστήγνωστή ωςως WeibullWeibull,, παρουσιάζεταιπαρουσιάζεται στοστο ΚεφάλαιοΚεφάλαιο
τηςτης ΞηρασίαςΞηρασίας σαυτόσαυτό τοτο βιβλίοβιβλίο..
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2.6.12.6.1 ΚανονικήΚανονική ΚατανομήΚατανομή ((Normal or GaussianNormal or Gaussian))

ΣυνάρτησηΣυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας ((pp..dd..ff.).)

ΜεΜε αντικατάστασηαντικατάσταση

ΠροκύπτειΠροκύπτει ηη μορφήμορφή::

2

2

1 ( )
( ) exp

22
p x

 
 

 
  

 

        0 

 



 

21
( ) exp

22

z
p z



 
  

 
z   



(2.17)

(2.18)

(2.19)
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ΗΗ συνάρτησησυνάρτηση αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας ((cc..dd..ff.).)

ΟιΟι τιμέςτιμές ΡΡ ((ζζ)) συναρτήσεισυναρτήσει τηςτης μεταβλητήςμεταβλητής ζζ υπάρχουνυπάρχουν σεσε πίνακεςπίνακες τηςτης
τυπικήςτυπικής κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής.. ΓιαΓια ευκολίαευκολία στονστον ΠίνΠίν. 2.2. 2.2 ηη τιμήτιμή τηςτης
μεταβλητήςμεταβλητής ζζ προκύπτειπροκύπτει απόαπό τηντην αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα σεσε ποσοστόποσοστό (%).(%).

ΕπειδήΕπειδή οιοι παράμετροιπαράμετροι τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής είναιείναι οο μέσοςμέσος όροςόρος καικαι ηη
τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση ((μμ καικαι σσ)) σύμφωνασύμφωνα μεμε τητη μέθοδομέθοδο τωντων ροπώνροπών ηη εκτίμησηεκτίμηση
τουςτους γίνεταιγίνεται απόαπό τατα δεδομέναδεδομένα μεμε βάσηβάση τιςτις ΕξΕξ. 2.13. 2.13 καικαι 2.14.2.14.

21
( ) exp

2 2

z z
P z dz



 
  

 
 (2.20)
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ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

ΜιαΜια σειράσειρά μέσωνμέσων ετησίωνετησίων παροχώνπαροχών έχειέχει μέσομέσο όροόρο
χχ == 60.560.5 mm3/3/ss καικαι τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση οο == 20.520.5 mm3/3/ss.. ΖητείταιΖητείται νανα βρεθείβρεθεί ηη ετήσιαετήσια παροχήπαροχή
μεμε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς 1010 έτηέτη μεμε τηντην παραδοχήπαραδοχή ότιότι ισχύειισχύει ηη κανονικήκανονική κατανομήκατανομή..

ΗΗ αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα ΡΡ((ζζ)) υπολογίζεταιυπολογίζεται

ΗΗ ανηγμένηανηγμένη μεταβλητήμεταβλητή γιαγια ΡΡ((ζζ) =) = 0.900.90 προκύπτειπροκύπτει απόαπό τοντον ΠίνΠίν. 2.2. 2.2 ζζ = 1.282.= 1.282. ΤέλοςΤέλος
απόαπό τηντην ΕξΕξ. 2.18. 2.18 μεμε τηντην εκτίμησηεκτίμηση τουτου θεωρητικούθεωρητικού μέσουμέσου όρουόρου μμ καικαι τηςτης τυπικήςτυπικής
απόκλισηςαπόκλισης σσ απόαπό τοτο μέσομέσο όροόρο χχ καικαι τηντην τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση σσ τουτου δείγματοςδείγματος ((μέγεθοςμέγεθος
τωντων ροπώνροπών)) υπολογίζεταιυπολογίζεται ηη παροχήπαροχή περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς 1010 ετώνετών

1
( ) ( ) 1 0.90P z P X x

T
    
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2.6.22.6.2 ΚατανομήΚατανομή ΑκραίωνΑκραίων ΤιμώνΤιμών ΤύπουΤύπου I (Gumbel)I (Gumbel)

ΣυνάρτησηΣυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας (p.d.f.):(p.d.f.):

όπουόπου αα είναιείναι ηη παράμετροςπαράμετρος κλίμακαςκλίμακας καικαι ββ είναιείναι παράμετροςπαράμετρος θέσεωςθέσεως..
ΤαΤα σύμβολασύμβολα ++ καικαι -- είναιείναι: (: (--)) γιαγια μέγισταμέγιστα καικαι (+)(+) γιαγια ελάχισταελάχιστα..
ΒασικέςΒασικές στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες::
ΠροσδοκώμενηΠροσδοκώμενη τιμήτιμή ΕΕ ((ΧΧ)) ββ + 0.577+ 0.577 αα ((μέγισταμέγιστα))

((μέσοςμέσος όροςόρος)) EE((ΧΧ) =) = ββ-- 0.5770.577 αα ((ελάχισταελάχιστα))
ΔιασποράΔιασπορά VarVar((XX)) ==1.6451.645 αα22 ((μέγισταμέγιστα καικαι ελάχισταελάχιστα)) (2.22)(2.22)
ΣυντελεστήςΣυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας gg== 1.13961.1396 ((μέγισταμέγιστα))

gg == --1.13961.1396 ((ελάχισταελάχιστα))

( ) exp exp
x x

p x
 

 
          



,    ,    0 

(2.21)
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ΜεΜε τηντην αντικατάστασηαντικατάσταση::

ΤελικάΤελικά

x
y







. .p d f  ( ) exp exp( )p y y y  

. .c d f  ( ) exp ( exp( ))
y

P y y y dy


   

( ) exp( exp( ))( )P y y   

( ) 1 exp( exp )( )P y y   

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.23)
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ΜεΜε βάσηβάση τιςτις τελευταίεςτελευταίες εξισώσειςεξισώσεις έχειέχει γίνειγίνει ηη πινακοποίησηπινακοποίηση τηςτης αθροιστικήςαθροιστικής
πιθανότηταςπιθανότητας ((UU..SS.. National Bureau of StandardsNational Bureau of Standards, 1953)., 1953).

ΜεΜε τητη μέθοδομέθοδο τωντων ροπώνροπών ηη εκτίμησηεκτίμηση τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων γίνεταιγίνεται ωςως εξήςεξής::

ΠαράδειγμαΠαράδειγμα.. ΣειράΣειρά ετησίωνετησίων μεγίστωνμεγίστων υψώνυψών βροχήςβροχής μιαςμιας ορισμένηςορισμένης διάρκειαςδιάρκειας
έχειέχει μέσομέσο όροόρο χχ == 14.1914.19 mmmm καικαι τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση σσ = 8.46= 8.46 mmmm..

ΧρησιμοποιώνταςΧρησιμοποιώντας τηντην κατανομήκατανομή GumbelGumbel νανα προσδιορισθείπροσδιορισθεί τοτο ύψοςύψος πουπου
αντιστοιχείαντιστοιχεί σεσε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ= 10= 10 έτηέτη.. ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε τητη μέθοδομέθοδο τωντων
ροπώνροπών αα == σσ/1.283 = 6.594,/1.283 = 6.594, ββ == χχ -- 0.450.45 σσ = == = 10.38.10.38. ΕπίσηςΕπίσης PP((yy)) = 1= 1 -- (1/(1/ΤΤ) =) =

0.900.90 καικαι επομένωςεπομένως expexp[[--expexp((--yy)] = 0.90)] = 0.90 ήή yy == --lnln[[--11nn 0.90] = 2.25.0.90] = 2.25.

ΤέλοςΤέλος χχ == ayay ++ββ==6.5946.594 ·· 2.25 + 10.38 = 25.222.25 + 10.38 = 25.22 mmmm..

ˆˆ
1.283


 

ˆ ˆ0.45   

ˆ ˆ0.45   

(2.28) (2.29)

(2.30)( )

( )
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ΜεΜε τητη μέθοδομέθοδο τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας γιαγια πολύπολύ μεγάλομεγάλο δείγμαδείγμα έχειέχει
προκύψειπροκύψει αναλυτικάαναλυτικά ηη σχέσησχέση μεταξύμεταξύ παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας καικαι περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς

ΓιαΓια μικράμικρά σχετικάσχετικά δείγματαδείγματα ((ΝΝ << 100)100) οο παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας υπολογίζεταιυπολογίζεται ωςως
ΕξήςΕξής

όπουόπου καικαι σσΝΝ ((μέσοςμέσος όροςόρος καικαι τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τηςτης ανηγμένηςανηγμένης μεταβλητήςμεταβλητής
yy)) βρίσκονταιβρίσκονται στονστον ΠίνΠίν. 2.3. 2.3 μεμε βάσηβάση τοντον αριθμόαριθμό τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων τουτου
δείγματοςδείγματος.. ΑνΑν στοστο προηγούμενοπροηγούμενο παράδειγμαπαράδειγμα εφαρμόσουμεεφαρμόσουμε τητη μεθοδολογίαμεθοδολογία
ΤουΤου ΠαράγονταΠαράγοντα ΣυχνότηταςΣυχνότητας ((ΕξΕξ. 2.31. 2.31 καικαι 2.32)2.32) τότετότε προκύπτουνπροκύπτουν τατα εξήςεξής
αποτελέσματααποτελέσματα::

( )N 

  0.7797 0.5772 ln ln / ( 1TK T T     

  ln ln / ( 1 N

T

T T y
K



    

(2.31)

(2.32)
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ΑπόΑπό τηντην ΕξΕξ. 2.31. 2.31

ΕπίσηςΕπίσης::

ΣυνεπώςΣυνεπώς σύμφωνασύμφωνα μεμε τηντην ΕξΕξ.2.16.2.16

ΑνΑν θεωρηθείθεωρηθεί δείγμαδείγμα μεμε αριθμόαριθμό παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων 2020 τότετότε απόαπό τηντην ΕξΕξ. 2.32. 2.32

ΚαιΚαι απόαπό τηντην ΕξΕξ 2.162.16

ΔηλαδήΔηλαδή αναν τοτο δείγμαδείγμα είναιείναι σχετικάσχετικά μικρόμικρό υπάρχειυπάρχει σημαντικήσημαντική απόκλισηαπόκλιση απόαπό τηντην
εκτίμησηεκτίμηση πουπου γίνεταιγίνεται μεμε τηντην υπόθεσηυπόθεση ότιότι οο αριθμόςαριθμός παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων

10
0.7797 0.5772 ln ln 1.3046

9

          

ˆ 8.46
0.5962

14.19vc
x


  

10 14.19(1 0.5962 1.2046) 25.23x mm  

10
ln ln 0.52355

9
1.625

1.06283TK

         

10 14.19(1 0.5962 1.625) 27.94x   

N 
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ΠίνΠίν. 2.3:. 2.3: ΤιμέςΤιμές τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων καικαι γιαγια διάφορεςδιάφορες τιμέςτιμές τουτου αριθμούαριθμού τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ΝΝNy 
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ΠαρατήρησηΠαρατήρηση

ΗΗ ΚατανομήΚατανομή ΑκραίωνΑκραίων ΤιμώνΤιμών ΤύπουΤύπου ΙΙ χρησιμοποιείταιχρησιμοποιείται .. γιαγια τηντην στατιστικήστατιστική
επεξεργασίαεπεξεργασία τωντων μεγίστωνμεγίστων τιμώντιμών ενόςενός υδρολογικούυδρολογικού μεγέθουςμεγέθους όπωςόπως οιοι
ραγδαίεςραγδαίες βροχέςβροχές,, οιοι πλημμυρικέςπλημμυρικές απορροέςαπορροές κλπκλπ..

ΌπωςΌπως φαίνεταιφαίνεται απόαπό τηντην παραπάνωπαραπάνω ανάπτυξηανάπτυξη γιαγια θετικάθετικά πρόσημαπρόσημα ηη κατανομήκατανομή
μπορείμπορεί νανα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί καικαι γιαγια ελάχιστεςελάχιστες τιμέςτιμές τωντων υδρολογικώνυδρολογικών μεγεθώνμεγεθών
((ππ..χχ.. χαμηλέςχαμηλές ροέςροές -- συνθήκεςσυνθήκες ξηρασίαςξηρασίας).). ΣτηνΣτην τελευταίατελευταία αυτήαυτή περίπτωσηπερίπτωση
επίσηςεπίσης κατάλληληκατάλληλη είναιείναι ηη ΚατανομήΚατανομή WeibullWeibull πουπου παρουσιάζεταιπαρουσιάζεται στοστο
ΚεφάλαιοΚεφάλαιο τηςτης ΞηρασίαςΞηρασίας..
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2.6.32.6.3 ΚατανομέςΚατανομές Pearson IIIPearson III

ΗΗ κατανομήκατανομή Pearson IIIPearson III έχειέχει τρειςτρεις παραμέτρουςπαραμέτρους πουπου συμβολίζονταισυμβολίζονται μεμε χχ0,0, ββ καικαι γγ.. ΣτηνΣτην
ειδικήειδική περίπτωσηπερίπτωση πουπου χχ00 = 0= 0 προκύπτειπροκύπτει ηη κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα.. ΕπίσηςΕπίσης στηνστην περίπτωσηπερίπτωση
γγ= 1= 1 προκύπτειπροκύπτει ηη εκθετικήεκθετική κατανομήκατανομή..

i.i. ΕκθετικήΕκθετική ΚατανομήΚατανομή

ΣυνάρτησηΣυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας ((pp..dd..ff.).) είναιείναι

καικαι συνάρτησησυνάρτηση αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας ((cc..dd..ff.).) είναιείναι

όπουόπου::

χχ00 :: είναιείναι παράμετροςπαράμετρος θέσηςθέσης καικαι
ββ :: είναιείναι παράμετροςπαράμετρος κλίμακαςκλίμακας

01
( ) exp

x x
p x

 
  

  
 

0( ) 1 exp
x x

p x


  
   

 

(2.33)

(2.34)



3636

ΣταΣτα ΣχήματαΣχήματα 2.42.4αα καικαι 2.42.4ββ φαίνονταιφαίνονται οιοι γραφικέςγραφικές παραστάσειςπαραστάσεις τωντων ΕξΕξ. 2.33. 2.33 καικαι 2.342.34
αντίστοιχααντίστοιχα γιαγια χχ00 = 10.= 10. ΒασικέςΒασικές στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες::

((μέσοςμέσος όροςόρος))

((ΔιασποράΔιασπορά))

((συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας))

ΜεΜε αντικατάστασηαντικατάσταση προκύπτειπροκύπτει::

ΚαιΚαι

ΗΗ τελευταίατελευταία συνάρτησησυνάρτηση μπορείμπορεί νανα πινακοποιηθείπινακοποιηθεί κατάκατά τρειςτρεις τρόπουςτρόπους όπωςόπως φαίνεταιφαίνεται
στονστον ΠίνΠίν. 2.4.. 2.4.

0( )E X x  

2( )Var X 

2g 

0( ) /y x x  

( ) exp( )p y y 

( ) 1 exp( )p y y  

( . . .)p d f

( . . .)c d f

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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ΣχΣχ. 2.4:. 2.4: ΓραφικήΓραφική παράστασηπαράσταση εκθετικήςεκθετικής κατανομήςκατανομής
αα.. συνάρτησησυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας γιαγια χχ00 == 1010
ββ.. συνάρτησησυνάρτηση αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας γιαγια χχ00 = 10.= 10.
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ΠίνΠίν.. 2.4:2.4: ΠινακοποίησηΠινακοποίηση κατάκατά τρειςτρεις τρόπουςτρόπους τηςτης ΕξΕξ. 2.37. 2.37 τηςτης ΕκθετικήςΕκθετικής κατανομήςκατανομής..
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iiii.. ΚατανομήΚατανομή ΓάμμαΓάμμα

ΣυνάρτησηΣυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας ((pp..dd..ff.).) είναιείναι

καικαι ηη συνάρτησησυνάρτηση αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας ((cc..dd..ff.).) είναιείναι

όπουόπου::

ΓΓ ((γγ):): είναιείναι ηη πλήρηςπλήρης συνάρτησησυνάρτηση ΓάμμαΓάμμα
ββ :: είναιείναι ηη παράμετροςπαράμετρος κλίμακαςκλίμακας καικαι
γγ :: είναιείναι ηη παράμετροςπαράμετρος σχήματοςσχήματος

1 exp( / )
( )

( )

x x
p x dx






 

 



0 

1

0

exp( / )
( )

( )

x x
p x dx

 




 

 




(2.38)

(2.39)
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ΒασικέςΒασικές στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες::

((ΜέσοςΜέσος όροςόρος))

((διασποράδιασπορά))

((συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας))

ΜεΜε τηντην αντικατάστασηαντικατάσταση yy == χχ//ββ προκύπτειπροκύπτει

ΚαιΚαι

ΗΗ τελευταίατελευταία συνάρτησησυνάρτηση μπορείμπορεί νανα πινακοποιηθείπινακοποιηθεί γιαγια κάθεκάθε τιμήτιμή τηςτης παραμέτρουπαραμέτρου γγ
((ΠίνΠίν.2.5)..2.5).

( )   

2( )Var   

2 /g 

1 exp( )
( )

( )

y y
p y





 




1

0

exp( )
( )

( )

y
y y

P y




 




( . . .)p d f

( . . .)c d f

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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ΠίνΠίν.. 2.5:2.5: ΤιμέςΤιμές τηςτης ανηγμένηςανηγμένης μεταβλητήςμεταβλητής yy τηςτης κατανομήςκατανομής ΓάμμαΓάμμα

Σχ. 2.5: Γραφική παράσταση της κατανομής Γάμμα
α. συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
β. συνάρτηση αθροιστικής πιθανότητας.
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ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

ΣεΣε μιαμια σειράσειρά μεγίστωνμεγίστων υψώνυψών βροχήςβροχής ((συγκεκριμένηςσυγκεκριμένης διάρκειαςδιάρκειας)) προσαρμόζεταιπροσαρμόζεται ηη
κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα.. ΤοΤο δείγμαδείγμα έχειέχει μέσομέσο όροόρο 4040 mmmm καικαι τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση 99 mmmm..

ΖητείταιΖητείται ηη τιμήτιμή μεμε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ == 1010 έτηέτη..

ΑπόΑπό τατα δεδομέναδεδομένα καικαι τιςτις ΕξΕξ 2.402.40 βγβγ=40=40 καικαι ββ22γγ=9=922

ΔηλαδήΔηλαδή ββ=2.025=2.025 καικαι γγ=19.753.=19.753.

ΕπίσηςΕπίσης 11--P (y)=P (y)=1/1/ΤαΤα=1/10=1/10 ήή P (y)=0.90.P (y)=0.90.

ΑπόΑπό τοντον ΠινΠιν.. 2.52.5 γιαγια γγ=20=20 καικαι P (y)=0.90P (y)=0.90 προκύπτειπροκύπτει y=25.90y=25.90 καικαι
χχ== ββy=2.025y=2.025··25.90=52.45 mm25.90=52.45 mm

ΠαρατήρησηΠαρατήρηση.. ΗΗ pp..dd..ff.. τηςτης κατανομήςκατανομής ΓάμμαΓάμμα γιαγια γγ= 1= 1 είναιείναι ηη pp..dd..ff.. τηςτης εκθετικήςεκθετικής μεμε
κάτωκάτω όριοόριο χχ00 = 0.= 0. ΕπίσηςΕπίσης γιαγια πολύπολύ μεγάλημεγάλη τιμήτιμή τουτου γγ
ηη ασυμμετρίαασυμμετρία γίνεταιγίνεται πολύπολύ μικρήμικρή καικαι ηη ΓάμμαΓάμμα κατανομήκατανομή προσεγγίζειπροσεγγίζει τηντην κανονικήκανονική
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iii.iii. ΚατανομήΚατανομή Pearson IIIPearson III

ΗΗ συνάρτησησυνάρτηση πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας καικαι ηη συνάρτησησυνάρτηση αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας
είναιείναι αντίστοιχααντίστοιχα

ΜεΜε τηντην αντικατάστασηαντικατάσταση z=z= χχ -- χχ00 προκύπτειπροκύπτει ηη κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα μεμε παραμέτρουςπαραμέτρους ββ καικαι γγ..ΔηλαδήΔηλαδή ηη
κατανομήκατανομή Pearson IIIPearson III είναιείναι ηη αντίστοιχηαντίστοιχη κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα αλλάαλλά μεμε αρχικόαρχικό όριοόριο χχ == χχ00 ≠≠ 0.0.ΒασικέςΒασικές
στατιστικέςστατιστικές ποσότητεςποσότητες::

((μέσοςμέσος όροςόρος))

((διασποράδιασπορά))

((συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας))

ΗΗ τυπικήτυπική μεταβλητήμεταβλητή yy == ((χχ -- χχ00)/)/ββ αυτήςαυτής τηςτης κατανομήςκατανομής είναιείναι ηη ίδιαίδια μεμε τηςτης ΓάμμαΓάμμα γιαγια τηντην ίδιαίδια
τιμήτιμή τηςτης παραμέτρουπαραμέτρου γγ..

 1
0 0( ) exp ( ) /

( )
( )

x x x x
p x






 

  




 
0

1
0 0( ) exp ( ) /

( )
( )

x

x

x x x x
P x dx






 

  




0( )E X x  

2( )Var X  

2 /g 

( . . )p d f

( . . )c d f

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

ΈναΈνα δείγμαδείγμα μεγίστωνμεγίστων παροχώνπαροχών πουπου κατανέμεταικατανέμεται μεμε τηντην κατανομήκατανομή PearsonPearson

IIIIII έχειέχει μέσομέσο όροόρο 5050 mm33//ss,, τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση 1515 mm33//ss καικαι συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας
0.90.0.90.ΖητείταιΖητείται τοτο μέγεθοςμέγεθος μεμε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς 1010 έτηέτη .. ΑπόΑπό τιςτις σχέσειςσχέσεις χχ00++βγβγ=50,=50,

ΒΒ22γγ=15=1522 καικαι 2/2/√γ√γ=0.9=0.9 προκύπτουνπροκύπτουν γγ=4.938,=4.938, ββ=6.75,=6.75, χχ00=16.67.=16.67.

ΕπίσηςΕπίσης P(y)=1P(y)=1--1/T=0.901/T=0.90ΑπόΑπό τοντον ΠινΠιν. 2.5. 2.5 γιαγια γγ=5(=5(προσεγγιστικάπροσεγγιστικά)) καικαι P(y)=0.90P(y)=0.90

προκύπτειπροκύπτει y=7.994y=7.994 καικαι χχ==χχ00++ββy=16.67+6.75y=16.67+6.757.994=70.67.994=70.633mm33/s/s

ΗΗ χρήσηχρήση τωντων κατανομώνκατανομών PearsonPearson διευκολύνεταιδιευκολύνεται μεμε τηντην μέθοδομέθοδο τουτου παράγονταπαράγοντα
συχνότηταςσυχνότητας ..ΟΟ παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας δίνεταιδίνεται σεσε πίνακεςπίνακες HarterHarter 1969)1969) μεμε βάσηβάση τηντην
αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα καικαι τοτο συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας όπωςόπως οο ΠίνΠίν. 2.6.. 2.6. ΓιαΓια αρνητικέςαρνητικές
τιμέςτιμές τουτου συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας ηη τιμήτιμή τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας βρίσκεταιβρίσκεται ωςως
εξήςεξής:: ΠρώταΠρώτα επιλέγεταιεπιλέγεται ηη τιμήτιμή πουπου αντιστοιχείαντιστοιχεί στηνστην αντίστοιχηαντίστοιχη θετικήθετική τιμήτιμή καικαι στηνστην
αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα 11 -- ΡΡ((χχ).). ΣτηνΣτην τιμήτιμή τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας πουπου προκύπτειπροκύπτει
απόαπό τοντον ΠίνΠίν. 2.6. 2.6 αλλάζεταιαλλάζεται τοτο πρόσημοπρόσημο..
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ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

ΣεΣε μιαμια σειράσειρά ετησίωνετησίων μέγιστωνμέγιστων παροχώνπαροχών ενόςενός ρεύματοςρεύματος έχουνέχουν υπολογιστείυπολογιστεί
..ΖητείταιΖητείται ηη παροχήπαροχή μεμε περίοδοπερίοδο

επαναφοράςεπαναφοράς 2020 έτηέτη.. ΗΗ αθροιστικήαθροιστική πιθανότηταπιθανότητα είναιείναι P(x)=1P(x)=1--1/T=0.95.1/T=0.95.ΕπειδήΕπειδή οο
συντελεστήςσυντελεστής ασυμμετρίαςασυμμετρίας είναιείναι αρνητικόςαρνητικός απόαπό τοντον ΠινΠιν.2.6.2.6 γιαγια αθροιστικήαθροιστική
πιθανότηταπιθανότητα 0.05 (0.05 (αντίαντί τηςτης 0.95)0.95) g=0.4g=0.4 προκύπτειπροκύπτει ΚΚΤΤ==--1.523571.52357 καικαι μεμε τηντην αλλαγήαλλαγή
προσήμουπροσήμου ΚΚΤΤ=1.52357.=1.52357.ΤελικάΤελικά

ΟΟ ΠίνακαςΠίνακας 2.62.6 μπορείμπορεί νανα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί τόσοτόσο γιαγια τηντην εκθετικήεκθετική κατανομήκατανομή όσοόσο καικαι γιαγια
τηντην κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα.. ΓιαΓια ευκολίαευκολία εκτόςεκτός τουτου ΠίνακαΠίνακα 2.62.6 παρατίθεταιπαρατίθεται καικαι οο
λιγότερολιγότερο λεπτομερήςλεπτομερής ΠίνΠίν. 2.7. 2.7 γιαγια τιςτις αρνητικέςαρνητικές τιμέςτιμές τουτου συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας..
ΛύνονταςΛύνοντας τατα παραδείγματαπαραδείγματα τωντων κατανομώνκατανομών PearsonPearson πουπου παρουσιάσθηκανπαρουσιάσθηκαν λυμέναλυμένα
προηγούμεναπροηγούμενα μεμε τητη χρήσηχρήση τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας προέκυψανπροέκυψαν τατα εξήςεξής
αποτελέσματααποτελέσματα::

ΕκθετικήΕκθετική :: ΚΚττ== 1.302591.30259 καικαι χχττ== 63.0363.03 mmmm ((αντίαντί 6363 mmmm))

ΓάμμαΓάμμα:: ΚΚΓΓ= 1.3199= 1.3199 καικαι χχττ== 51.8851.88 mmmm ((αντίαντί 52.4552.45 mmmm))

Pearson IIIPearson III :: ΚΚττ== 1.338891.33889 καικαι xxTT=70m3/s=70m3/s ((αντίαντί 6363 mm33/s)/s)

3(1 ) 6.10(1 1.45 1.52357) 19.58 /T v Tx x c K m s


    

36 10 /x m s


  3ˆ 1.45 /m s  0.40g  
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ΣτιςΣτις παραγράφουςπαραγράφους πουπου προηγήθηκανπροηγήθηκαν έχειέχει γίνειγίνει σιωπηρώςσιωπηρώς ηη υπόθεσηυπόθεση ότιότι ηη εκτίμησηεκτίμηση
τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων τωντων θεωρητικώνθεωρητικών κατανομώνκατανομών γίνεταιγίνεται μεμε τητη μέθοδομέθοδο τωντων ροπώνροπών καικαι οιοι
ποσότητεςποσότητες όπωςόπως προσδιορίζονταιπροσδιορίζονται είναιείναι στηνστην ουσίαουσία εκτιμήσειςεκτιμήσεις τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων..

ΣυνοπτικάΣυνοπτικά γιαγια τιςτις κατανομέςκατανομές PearsonPearson οιοι εκτιμήσειςεκτιμήσεις τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων μεμε τητη μέθοδομέθοδο τωντων
ροπώνροπών είναιείναι::

ΕκθετικήΕκθετική::

ΓάμμαΓάμμα::

PearsonPearson ΙΙΙΙΙΙ ::

ˆ ˆ  0ˆ ˆx x 


 

2 2ˆ ˆ/x 




2ˆ ˆ4 / g  ˆ ˆ ˆ / 2g 
0ˆ ˆ ˆ2 /x x g



 

2ˆ ˆ / x 








 
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ΠίνΠίν. 2.7:. 2.7: ΟΟ παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας γιαγια αρνητικέςαρνητικές τιμέςτιμές τουτου συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας στιςστις κατανομέςκατανομές
Pearson IIIPearson III καικαι ΓάμμαΓάμμα
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ΣημείωσηΣημείωση::

ΕιδικάΕιδικά γιαγια τηντην κατανομήκατανομή ΓάμμαΓάμμα θεωρείταιθεωρείται ότιότι καλύτερηκαλύτερη εκτίμησηεκτίμηση τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων
επιτυγχάνεταιεπιτυγχάνεται μεμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου μεγίστουμεγίστου τηςτης πιθανοφάνειαςπιθανοφάνειας.. ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε τηντην
προσεγγιστικήπροσεγγιστική μέθοδομέθοδο ThornThorn οιοι εκτιμήσειςεκτιμήσεις τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων δίνονταιδίνονται ωςως εξήςεξής::

καικαι ηη διόρθωσηδιόρθωση ΔΔ γγ προκύπτειπροκύπτει ωςως συνάρτησησυνάρτηση τηςτης αρχικήςαρχικής εκτίμησηςεκτίμησης 7 (7 (χωρίςχωρίς διόρθωσηδιόρθωση))

απόαπό τοντον ΠίνΠίν. 2.8. 2.8
ΠίνΠίν.. 2.8:2.8: ΔιόρθωσηΔιόρθωση τηςτης παραμέτρουπαραμέτρου γγ σύμφωνασύμφωνα μεμε τητη μέθοδομέθοδο ThornThorn (1958)(1958)

1 1 4 / 3ˆ ˆ
4

 
  

 


ˆ ˆ/  




1

1
ln ln

N

ix
N




   ό
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ΚατανομήΚατανομή ΛογαριθμικήΛογαριθμική PearsonPearson IIIIII ((Log PearsonLog Pearson IIIIII))

ΛέγονταςΛέγοντας ότιότι μιαμια σειράσειρά απόαπό παρατηρήσειςπαρατηρήσεις περιγράφεταιπεριγράφεται ικανοποιητικάικανοποιητικά απόαπό τηντην
κατανομήκατανομή ΛογαριθμικήΛογαριθμική PearsonPearson IIIIII ((Log PearsonLog Pearson IIIIII)) σημαίνεισημαίνει ότιότι οιοι
λογάριθμοιλογάριθμοι τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων περιγράφονταιπεριγράφονται απόαπό τηντην κατανομήκατανομή PearsonPearson IIIIII..
ΕπομένωςΕπομένως ηη διαδικασίαδιαδικασία πουπου ακολουθείταιακολουθείται περιλαμβάνειπεριλαμβάνει::

ίί)) ΑντικατάστασηΑντικατάσταση τωντων τιμώντιμών τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων χχii απόαπό τουςτους λογαρίθμουςλογαρίθμους τωντων yyii

όπουόπου yyii == loglog χχii

iiii)) ΥπολογισμόΥπολογισμό τουτου μέσουμέσου όρουόρου yy,, τηςτης τυπικήςτυπικής απόκλισηςαπόκλισης σσνν καικαι τουτου συντελεστήσυντελεστή
ασυμμετρίαςασυμμετρίας gg

iii)iii) ΥπολογισμόΥπολογισμό τουτου μεγέθουςμεγέθους yyTT περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ ετώνετών μεμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου
παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας ΚΚTT

ΌπουΌπου ΚΚTT απόαπό τοντον ΠινΠιν.2.6.2.6 ήή τοντον ΠίνΠίν 2.72.7 τηςτης κατανομήςκατανομής Pearson IIIPearson III

iv)iv) ΥπολογισμόςΥπολογισμός τουτου μεγέθουςμεγέθους χχ ΤΤ==antilog yantilog y TT

ˆT y Ty y K 
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ΛογαριθμοκανονικήΛογαριθμοκανονική ΚατανομήΚατανομή ((ΚατανομήΚατανομή GaltonGalton))

ΓιαΓια τηντην εφαρμογήεφαρμογή τηςτης ΛογαριθμοκανονικήΛογαριθμοκανονική ΚατανομήςΚατανομής χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται οιοι
λογάριθμοιλογάριθμοι τωντων τιμώντιμών τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ((συνήθωςσυνήθως οιοι νεπέρειοινεπέρειοι λογάριθμοιλογάριθμοι)) καικαι ηη
κανονικήκανονική κατανομήκατανομή.. ΜεΜε τητη χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τουτου πίνακαπίνακα τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής
υπολογίζεταιυπολογίζεται τοτο μέγεθοςμέγεθος yy TT περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ απόαπό τοτο οποίοοποίο

ΗΗ χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τηςτης ΛογαριθμοκανονικήςΛογαριθμοκανονικής κατανομήςκατανομής γίνεταιγίνεται ευκολότερηευκολότερη μεμε τοτο
αντίστοιχοαντίστοιχο χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας..

ΜεΜε τητη χρήσηχρήση τουτου παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής ΚΚΤΤ== ζζ προκύπτειπροκύπτει
ότιότι::

expT Tx y

ˆT Yy y z  

(2.46)
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2.72.7 ΕΛΕΓΧΟΣΕΛΕΓΧΟΣ ΚΑΤΑΛΛΗΛΟΤΗΤΑΣΚΑΤΑΛΛΗΛΟΤΗΤΑΣ ΤΗΣΤΗΣ
ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

ΟιΟι μέθοδοιμέθοδοι πουπου αναπτύχθηκαναναπτύχθηκαν στιςστις προηγούμενεςπροηγούμενες παραγράφουςπαραγράφους
προϋποθέτουνπροϋποθέτουν τηντην επιλογήεπιλογή τηςτης θεωρητικήςθεωρητικής κατανομήςκατανομής πιθανότηταςπιθανότητας πουπου
προσαρμόζεταιπροσαρμόζεται ικανοποιητικάικανοποιητικά σταστα δεδομέναδεδομένα τουτου δείγματοςδείγματος.. ΥπάρχουνΥπάρχουν δύοδύο
πρακτικοίπρακτικοί τρόποιτρόποι επιλογήςεπιλογής τηςτης κατανομήςκατανομής πιθανότηταςπιθανότητας::

αα)) μεμε τητη χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τουτου χαρτιούχαρτιού πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης αντίστοιχηςαντίστοιχης θεωρητικήθεωρητική
κατανομήςκατανομής

ββ)) μεμε τητη σύγκρισησύγκριση μεταξύμεταξύ ιστογράμματοςιστογράμματος σχετικώνσχετικών συχνοτήτωνσυχνοτήτων καικαι
θεωρητικήςθεωρητικής καμπύληςκαμπύλης πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας..

ΜεΜε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας εξετάζεταιεξετάζεται εμπειρικάεμπειρικά αναν τατα σημείασημεία πουπου προκύπτουνπροκύπτουν
απόαπό τιςτις παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μπορούνμπορούν νανα παρασταθούνπαρασταθούν ικανοποιητικάικανοποιητικά μεμε μιαμια
ευθείαευθεία γραμμήγραμμή..

ΤόσοΤόσο οο πρώτοςπρώτος όσοόσο καικαι οο δεύτεροςδεύτερος τρόποςτρόπος είναιείναι εμπειρικοίεμπειρικοί καικαι οο έλεγχοςέλεγχος είναιείναι
ουσιαστικάουσιαστικά υποκειμενικόςυποκειμενικός.. ΠερισσότεροΠερισσότερο αξιόπιστοιαξιόπιστοι στατιστικοίστατιστικοί έλεγχοιέλεγχοι είναιείναι

οο έλεγχοςέλεγχος χχ22 καικαι οο έλεγχοςέλεγχος KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov.. ΥπάρχουνΥπάρχουν καικαι άλλοιάλλοι
έλεγχοιέλεγχοι γιαγια τουςτους οποίουςοποίους οο αναγνώστηςαναγνώστης πρέπειπρέπει νανα ανατρέξειανατρέξει σταστα βιβλίαβιβλία
ΣτατιστικήςΣτατιστικής..
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ΈλεγχοςΈλεγχος χχ22

ΑνΑν οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις έχουνέχουν ενταχθείενταχθεί σεσε kk κλάσειςκλάσεις μεμε ΟΟii τοντον αριθμόαριθμό τωντων
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων στηνστην κλάσηκλάση ίί καικαι ΕΕii τοντον αριθμόαριθμό τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων πουπου προκύπτειπροκύπτει
απόαπό τηντην θεωρητικήθεωρητική κατανομήκατανομή γιαγια τηντην ίδιαίδια κλάσηκλάση ((ΕΕi=i= θεωρητικήθεωρητική σχετικήσχετική
συχνότητασυχνότητα πολλαπλασιασμένηπολλαπλασιασμένη επίεπί τοντον συνολικόσυνολικό αριθμόαριθμό παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων),),
υπολογίζεταιυπολογίζεται ηη ποσότηταποσότητα

ΗΗ ποσότηταποσότητα αυτήαυτή συγκρίνεταισυγκρίνεται μεμε αυτήναυτήν πουπου προκύπτειπροκύπτει απόαπό τηντην κατανομήκατανομή χχ22 μεμε kk --
pp -- 11 βαθμούςβαθμούς ελευθερίαςελευθερίας όπουόπου pp οο αριθμόςαριθμός τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων τηςτης θεωρητικήςθεωρητικής
κατανομήςκατανομής πουπου εκτιμώνταιεκτιμώνται απόαπό τατα δεδομέναδεδομένα.. ΗΗ υπόθεσηυπόθεση ότιότι οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις
προέρχονταιπροέρχονται απόαπό έναένα πληθυσμόπληθυσμό τηςτης θεωρητικήςθεωρητικής κατανομήςκατανομής πουπου εξετάζεταιεξετάζεται γίνεταιγίνεται
δεκτήδεκτή γιαγια έναένα επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης (1(1 -- αα πουπου συνήθωςσυνήθως εκλέγεταιεκλέγεται 0.750.75//0.99)0.99) αναν

2
2

1

( )k
i i

d
i i

O E
x

E




2 2
1 , 1d a k px x   

(2.47)

(2.48)
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ΗΗ ποσότηταποσότητα δεξιάδεξιά τηςτης ανισότηταςανισότητας βρίσκεταιβρίσκεται στονστον πίνακαπίνακα τηςτης κατανομήςκατανομής χχ22

γιαγια πιθανότηταπιθανότητα υπέρβασηςυπέρβασης αα καικαι νν == kk -- ρρ --11 βαθμούςβαθμούς ελευθερίαςελευθερίας.. ΓιαΓια
ευκολίαευκολία έναςένας τέτοιοςτέτοιος πίνακαςπίνακας παρουσιάζεταιπαρουσιάζεται στηνστην παράγραφοπαράγραφο αυτήαυτή ((ΠίνΠίν..
2.9).2.9).

ΠαρατήρησηΠαρατήρηση.. ΕπειδήΕπειδή οο έλεγχοςέλεγχος χχ22 είναιείναι ευαίσθητοςευαίσθητος στιςστις μικρέςμικρές συχνότητεςσυχνότητες
πρέπειπρέπει σεσε κάθεκάθε κλάσηκλάση νανα εξασφαλίζεταιεξασφαλίζεται ελάχιστοςελάχιστος αριθμόςαριθμός παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων
ίσοςίσος μεμε 3 (3 (κατκατ'' άλλουςάλλους 5).5). ΣτηΣτη περίπτωσηπερίπτωση πουπου ηη συνθήκησυνθήκη αυτήαυτή δενδεν
επαληθεύεταιεπαληθεύεται προτείνεταιπροτείνεται νανα συμπυκνώνονταισυμπυκνώνονται οιοι κλάσειςκλάσεις..
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ΈλεγχοςΈλεγχος KolmogorovKolmogorov -- SmirnovSmirnov

ΚατάΚατά τοντον έλεγχοέλεγχο KolmogorovKolmogorov -- SmirnovSmirnov υπολογίζεταιυπολογίζεται γιαγια κάθεκάθε
παρατήρησηπαρατήρηση τουτου δείγματοςδείγματος ηη πραγματικήπραγματική καικαι ηη θεωρητικήθεωρητική αθροιστικήαθροιστική
πιθανότηταπιθανότητα.. ΟΟ έλεγχοςέλεγχος KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov είναιείναι κατάλληλοςκατάλληλος γιαγια
συνεχείςσυνεχείς κατανομέςκατανομές.. ΗΗ μεγαλύτερημεγαλύτερη διαφοράδιαφορά μεταξύμεταξύ αυτώναυτών τωντων δύοδύο
πιθανοτήτωνπιθανοτήτων DmaxDmax συγκρίνεταισυγκρίνεται μεμε μιαμια κρίσιμηκρίσιμη τιμήτιμή DcrDcr γιαγια κάθεκάθε επίπεδοεπίπεδο
εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης πουπου υπάρχειυπάρχει στονστον αντίστοιχοαντίστοιχο πίνακαπίνακα ((ΠίνΠίν. 2.10).. 2.10). ΑνΑν γιαγια τοτο
επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης πουπου επιλέγεταιεπιλέγεται DmaxDmax << DcrDcr τότετότε γίνεταιγίνεται δεκτήδεκτή ηη
υπόθεσηυπόθεση ότιότι τοτο δείγμαδείγμα ανήκειανήκει σεσε πληθυσμόπληθυσμό τηςτης αντίστοιχηςαντίστοιχης κατανομήςκατανομής..

ΟΟ έλεγχοςέλεγχος διευκολύνεταιδιευκολύνεται αναν τατα δεδομέναδεδομένα έχουνέχουν τοποθετηθείτοποθετηθεί σεσε χαρτίχαρτί
πιθανότηταςπιθανότητας.. ΣΣ'' αυτήαυτή τηντην περίπτωσηπερίπτωση ((ΣχΣχ. 2.3). 2.3) εκτιμάταιεκτιμάται ηη ποσότηταποσότητα DmaxDmax
κατευθείανκατευθείαν πάνωπάνω στονστον άξοναάξονα τηςτης αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας.. ΣτοΣτο
παράδειγμαπαράδειγμα τουτου ΣχΣχ. 2.3. 2.3 ηη DmaxDmax εκτιμάταιεκτιμάται γραφικάγραφικά ίσηίση μεμε 0.040.04 περίπουπερίπου
((τιμήτιμή μεμε mm = 19= 19 τουτου ΠίνΠίν. 2.1).. 2.1). ΓιαΓια επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11--αα= 90%= 90% δηλαδήδηλαδή
αα== 0.100.10 καικαι αριθμόαριθμό παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ΝΝ == 3131 ηη τιμήτιμή DcrDcr=0.22 (=0.22 (ΠίνΠίν. 2.10).. 2.10).
ΕπομένωςΕπομένως γίνεταιγίνεται δεκτήδεκτή ηη υπόθεσηυπόθεση ότιότι τοτο δείγμαδείγμα ανήκειανήκει σεσε πληθυσμόπληθυσμό τηςτης
κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής..
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ΠίνΠίν. 2.9:. 2.9: ΤιμέςΤιμές τουτου χχ22 γιαγια δοθείσεςδοθείσες τιμέςτιμές τηςτης πιθανότηταςπιθανότητας υπέρβασηςυπέρβασης αα καικαι τουτου αριθμούαριθμού τωντων βαθμώνβαθμών
ελευθερίαςελευθερίας νν ((== kk -- ρρ -- 1)1)
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ΠίνΠίν. 2.10:. 2.10: ΚρίσιμεςΚρίσιμες τιμέςτιμές DcrDcr τουτου ελέγχουελέγχου KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov
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2.82.8 ΟΡΙΑΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ

ΜεΜε τητη χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τωντων θεωρητικώνθεωρητικών κατανομώνκατανομών πιθανότηταςπιθανότητας ηη σχέσησχέση μεγέθουςμεγέθους --
περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς είναιείναι αρκετάαρκετά αξιόπιστηαξιόπιστη γιαγια μεγέθημεγέθη κοντάκοντά στοστο μέσομέσο όροόρο.. ΜεΜε τηντην
επέκτασηεπέκταση τωντων τιμώντιμών γιαγια μεγάλεςμεγάλες περιόδουςπεριόδους επαναφοράςεπαναφοράς ηη πιθανότηταπιθανότητα σφάλματοςσφάλματος στηνστην
εκτίμησηεκτίμηση τουτου αντίστοιχουαντίστοιχου μεγέθουςμεγέθους μεγαλώνειμεγαλώνει.. ΤαΤα όριαόρια εκατέρωθενεκατέρωθεν τηςτης τιμήςτιμής χχTT πουπου
προκύπτειπροκύπτει απόαπό τηντην θεωρητικήθεωρητική κατανομήκατανομή γιαγια περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ βρίσκονταιβρίσκονται μεμε τητη
θεώρησηθεώρηση ενόςενός επιπέδουεπιπέδου εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11 -- αα.. ΣύμφωναΣύμφωνα μεμε έναένα εμπειρικόεμπειρικό τρόποτρόπο γίνεταιγίνεται ηη
υπόθεσηυπόθεση ότιότι ηη κατανομήκατανομή πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης χχTT είναιείναι κανονικήκανονική μεμε αποτέλεσμααποτέλεσμα νανα
χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται οιοι πίνακεςπίνακες τηςτης τυπικήςτυπικής κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής.. ΔηλαδήΔηλαδή επίπεδοεπίπεδο
εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11 -- αα == 90 %90 % σημαίνεισημαίνει ότιότι τατα όριαόρια επιλέγονταιεπιλέγονται κατάκατά τέτοιοτέτοιο τρόποτρόπο ώστεώστε τοτο
εμβαδόνεμβαδόν κάτωκάτω απόαπό τηντην καμπύληκαμπύλη τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης πυκνότηταςπυκνότητας πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης κανονικήςκανονικής
κατανομήςκατανομής νανα είναιείναι 0.90 (0.90 (ΣχΣχ. 2.6).. 2.6).

ΣχΣχ. 2.6:. 2.6: ΤαΤα όριαόρια εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης τηςτης τιμήςτιμής χΤχΤ γιαγια επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11--αα..
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ΤαΤα όριαόρια εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης υπολογίζονταιυπολογίζονται

όπουόπου ηη μεταβλητήμεταβλητή τηςτης τυποποιημένηςτυποποιημένης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής γιαγια αθροιστικήαθροιστική
πιθανότηταπιθανότητα μεταξύμεταξύ τωντων ορίωνορίων 11 -- αα,, καικαι SSTT ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τουτου χχττ πουπου είναιείναι ίσηίση::

όπουόπου::

== ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τουτου δείγματοςδείγματος μεγέθουςμεγέθους ΝΝ παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων καικαι

δδ =                                                          (=                                                          (γιαγια κανονικήκανονική κατανομήκατανομή))

δδ =                                                           (=                                                           (γιαγια τηντην κατανομήκατανομή Gumbel)Gumbel)

ΓιαΓια τηντην κατανομήκατανομή Pearson IIIPearson III ηη τιμήτιμή τηςτης παραμέτρουπαραμέτρου δδ δίνεταιδίνεται απόαπό πίνακαπίνακα ωςως
συνάρτησησυνάρτηση τηςτης περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς καικαι τουτου συντελεστήσυντελεστή ασυμμετρίαςασυμμετρίας ((ΠίνΠίν. 2.11).. 2.11).

,max 1 /2T T a TX X z S 

,min 1 /2T T a TX X z S 

1 /2az 

ˆ
TS





2 1/21 / 2)

21 1.3 1.1    

̂

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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ΠίνΠίν. 2.11:. 2.11: ΟιΟι τιμέςτιμές τηςτης παραμέτρουπαραμέτρου δδ στηνστην ΚατανομήΚατανομή Pearson IIIPearson III
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ΛόγωΛόγω τηςτης συμμετρίαςσυμμετρίας τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής ηη διαδικασίαδιαδικασία υπολογισμούυπολογισμού τωντων ορίωνορίων
εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης διευκολύνεταιδιευκολύνεται μεμε τητη χρήσηχρήση τωντων πινάκωνπινάκων τηςτης αθροιστικήςαθροιστικής
πιθανότηταςπιθανότητας γιαγια εμβαδόνεμβαδόν απόαπό 00 έωςέως zz.. ΠαΠα ευκολίαευκολία δίνονταιδίνονται παρακάτωπαρακάτω οιοι πιοπιο
συνηθισμένεςσυνηθισμένες τιμέςτιμές τουτου επιπέδουεπιπέδου εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11 -- αα καικαι τηςτης αντίστοιχηςαντίστοιχης
μεταβλητήςμεταβλητής ((ΠίνΠίν. 2.12).. 2.12).

ΠίνΠίν. 2.12:. 2.12: ΗΗ μεταβλητήμεταβλητή τηςτης τυποποιημένηςτυποποιημένης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής γιαγια αθροιστικήαθροιστική
πιθανότηταπιθανότητα μεταξύμεταξύ τωντων ορίωνορίων 11 -- αα

1 / 2az 
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ΕφαρμογήΕφαρμογή.. ΑπόΑπό τηντην ανάλυσηανάλυση τωντων ραγδαίωνραγδαίων βροχώνβροχών ενόςενός ΜετεωρολογικούΜετεωρολογικού ΣταθμούΣταθμού
προέκυψανπροέκυψαν τατα παρακάτωπαρακάτω στοιχείαστοιχεία γιαγια τοτο μέγιστομέγιστο ύψοςύψος βροχήςβροχής διάρκειαςδιάρκειας 1515 minmin
γιαγια τηντην περίοδοπερίοδο ετώνετών 19341934--64 (64 (ΠίνΠίν. 2.13. 2.13))

ΠίνΠίν. 2.13:. 2.13: ΜέγισταΜέγιστα όψηόψη βροχήςβροχής διάρκειαςδιάρκειας 1515 minmin τηςτης περιόδουπεριόδου 19341934--6464
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1.1. ΜεΜε τητη χρησιμοποίησηχρησιμοποίηση τηςτης ΚατανομήςΚατανομής ΑκραίωνΑκραίων τιμώντιμών ((ππ..χχ.. GumbelGumbel)) πουπου
προσαρμόζεταιπροσαρμόζεται ικανοποιητικάικανοποιητικά στοστο δείγμαδείγμα νανα υπολογισθείυπολογισθεί τοτο μέγιστομέγιστο ύψοςύψος βροχήςβροχής
διάρκειαςδιάρκειας 1515 minmin μεμε περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς 7=5, 10, 20, 507=5, 10, 20, 50 καικαι 100100 έτηέτη..

2.2. ΝαΝα προσδιορισθούνπροσδιορισθούν τατα όριαόρια γιαγια επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 95%95% τωντων μέγιστωνμέγιστων υψώνυψών
βροχήςβροχής ((διάρκειαςδιάρκειας 1515 minmin)) πουπου αντιστοιχούναντιστοιχούν στιςστις παραπάνωπαραπάνω τιμέςτιμές περιόδουπεριόδου
επαναφοράςεπαναφοράς..

3.3. ΝαΝα σχεδιασθείσχεδιασθεί ηη καμπύληκαμπύλη εντάσεωςεντάσεως--συχνότηταςσυχνότητας τηςτης βροχήςβροχής ((διάρκειαςδιάρκειας 1515 minmin))
καικαι ηη ζώνηζώνη εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης γιαγια επίπεδοεπίπεδο 95%.95%.

ΛύσηΛύση.. ((αα)) ΣτονΣτον ΠίνακαΠίνακα 2.142.14 γίνεταιγίνεται ηη μετατροπήμετατροπή τωντων υψώνυψών βροχήςβροχής σεσε εντάσειςεντάσεις καικαι
γίνεταιγίνεται κατάταξηκατάταξη τωντων τιμώντιμών σεσε φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά απόαπό πλευράςπλευράς μεγέθουςμεγέθους..
ΥπολογίζεταιΥπολογίζεται κατόπινκατόπιν ηη περίοδοςπερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς κάθεκάθε τιμήςτιμής απόαπό τηντην σχέσησχέση

όπουόπου ΝΝ οο αριθμόςαριθμός τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ((ΝΝ = 30)= 30) καικαι τητη ηη τάξητάξη μεγέθουςμεγέθους στηστη
φθίνουσαφθίνουσα σειράσειρά..

1

m

 
 
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ΠροσδιορίζονταιΠροσδιορίζονται ηη μέσημέση τιμήτιμή καικαι ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τωντων εντάσεωνεντάσεων rr τουτου δείγματοςδείγματος::

ΗΗ έντασηένταση βροχήςβροχής περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς ΤΤ υπολογίζεταιυπολογίζεται σύμφωνασύμφωνα μεμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου
παράγονταπαράγοντα συχνότηταςσυχνότητας::

ΌπουΌπου::

::τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση δείγματοςδείγματος
::ΜέσηΜέση τιμήτιμή δείγματοςδείγματος
::παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας πουπου είναιείναι συνάρτησησυνάρτηση τουτου ΤΤ..

ΣΣ'' αυτήαυτή τηντην εφαρμογήεφαρμογή ελέγχθηκεελέγχθηκε ηη προσαρμογήπροσαρμογή τηςτης ΚατανομήςΚατανομής ΑκραίωνΑκραίων ΤιμώνΤιμών τύπουτύπου
II ((GumbelGumbel)) σταστα δεδομέναδεδομένα.. ΌπωςΌπως φαίνεταιφαίνεται στοστο ΣχΣχ. 2.7. 2.7 όπουόπου τατα αποτελέσματααποτελέσματα τουτου ΠίνΠίν. 2.14. 2.14 έχουνέχουν
τοποθετηθείτοποθετηθεί σεσε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας τηςτης κατανομήςκατανομής GumbelGumbel,, ηη κατανομήκατανομή GumbelGumbel θεωρείταιθεωρείται
ικανοποιητικήικανοποιητική..

1 1293.2
43.11 /

30
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r
r mm hr

N
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

2( ) 18814 2987
25.47 /

1 29
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N
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ΠίνΠίν. 2.14:. 2.14: ΥπολογισμόςΥπολογισμός πιθανότηταςπιθανότητας υπερβάσεωςυπερβάσεως
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ΓιαΓια τηντην ΚατανομήΚατανομή ΑκραίωνΑκραίων ΤιμώνΤιμών ((GumbelGumbel)) πουπου χρησιμοποιείταιχρησιμοποιείται σσ'' αυτήαυτή τηντην
εφαρμογήεφαρμογή οο παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας υπολογίζεταιυπολογίζεται::

ΜεΜε τηντην βοήθειαβοήθεια τουτου αντίστοιχουαντίστοιχου πίνακαπίνακα γιαγια ΝΝ = 30= 30 προκύπτειπροκύπτει

ΑπόΑπό τηντην ΕξΕξ. 2.52. 2.52 καικαι 2.532.53 σχηματίζεταισχηματίζεται οο ΠίνακαςΠίνακας 2.152.15

ΠίνΠίν. 2.15:. 2.15: ΥπολογισμόςΥπολογισμός μεγίστουμεγίστου ύψουςύψους βροχήςβροχής ωςως συνάρτησησυνάρτηση τηςτης περιόδουπεριόδου
επαναφοράςεπαναφοράς

ln ln
1 n

T
n

T
y

T
K



           

0.53266ny  1.11238n 

(2.53)
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((ββ)) ΗΗ τιμήτιμή τηςτης εντάσεωςεντάσεως γιαγια μιαμια ορισμένηορισμένη περίοδοπερίοδο επαναφοράςεπαναφοράς πουπου προκύπτειπροκύπτει απόαπό τηντην
ΕξΕξ. 2.52. 2.52 είναιείναι ηη πιθανότερηπιθανότερη τιμήτιμή rr TT μιαςμιας σειράςσειράς τιμώντιμών πουπου μπορείμπορεί νανα θεωρηθείθεωρηθεί ότιότι
προσαρμόζονταιπροσαρμόζονται σεσε μιαμια κανονικήκανονική κατανομήκατανομή μεμε παραμέτρουςπαραμέτρους::

ΜέσηΜέση τιμήτιμή::

ΤυπικήΤυπική απόκλισηαπόκλιση::

ΌπουΌπου::

B=1.30(B=1.30(γιαγια ΝΝ μικρόμικρό))

σσ== τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση δείγματοςδείγματος
ΚΚΤΤ== παράγονταςπαράγοντας συχνότηταςσυχνότητας

2ˆ
(1 1.10 )T T TS bK K

     

Tr (2.54)

(2.55)
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ΠερίοδοςΠερίοδος επαναφοράςεπαναφοράς,, ΤΤ((έτηέτη))

2.7:2.7: ΚαμπύληΚαμπύλη εντάσεωςεντάσεως--συχνότητοςσυχνότητος
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ΤοΤο άνωάνω καικαι κάτωκάτω όριοόριο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης δίνονταιδίνονται απόαπό τιςτις εξισώσειςεξισώσεις::

όπουόπου ζζ ηη ανηγμένηανηγμένη μεταβλητήμεταβλητή τηςτης κανονικήςκανονικής κατανομήςκατανομής πουπου αντιστοιχείαντιστοιχεί στοστο
επιθυμητόεπιθυμητό όριοόριο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 11--αα=0.95=0.95 δηλαδήδηλαδή ((ΠίνΠίν. 2.12). 2.12)
ΜεΜε βάσηβάση τοντον ΠίνακαΠίνακα 2.152.15 καικαι τιςτις ΕξισώσειςΕξισώσεις 2.552.55 καικαι 2.562.56 προκύπτειπροκύπτει οο ΠίνακαςΠίνακας 2.16.2.16.
ΠίνΠίν. 2.16:. 2.16: ΥπολογισμόςΥπολογισμός τωντων ορίωνορίων εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης rrTminTmin,, rrΤΤmaxmax,, hhTminTmin καικαι hhTT maxmaxωςως συνάρτησησυνάρτηση τηςτης

περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς

ΗΗ τιμήτιμή τουτου ζζ στιςστις ΕξΕξ. 2.56. 2.56 μπορείμπορεί νανα εκτιμηθείεκτιμηθεί επίσηςεπίσης απόαπό τοντον ΠίνακαΠίνακα 2.22.2 τηςτης τυπικήςτυπικής κατανομήςκατανομής
γιαγια τιμήτιμή τηςτης αθροιστικήςαθροιστικής πιθανότηταςπιθανότητας 11 -- αα/2 = 97.5%:/2 = 97.5%: ΡΡ ((ζζ) = 97.5% => () = 97.5% => (μεμε γραμμικήγραμμική
παρεμβολήπαρεμβολή),), zz = 1.96.= 1.96.

((γγ)) ΣτοΣτο ΣχΣχ. 2.7. 2.7 σεσε χαρτίχαρτί πιθανότηταςπιθανότητας GumbelGumbel σχεδιάστηκεσχεδιάστηκε ηη καμπύληκαμπύλη έντασηςέντασης -- συχνότηταςσυχνότητας ((ήή
έντασηςέντασης -- περιόδουπεριόδου επαναφοράςεπαναφοράς)) πουπου έχειέχει μορφήμορφή ευθείαςευθείας γραμμήςγραμμής,, λόγωλόγω τουτου ειδικούειδικού χαρτιούχαρτιού
καικαι τηςτης καταλληλότηταςκαταλληλότητας τουτου σεσε ικανοποιητικόικανοποιητικό βαθμόβαθμό.. ΣτοΣτο ίδιοίδιο σχήμασχήμα παρουσιάζεταιπαρουσιάζεται καικαι ηη
ζώνηζώνη εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης γιαγια επίπεδοεπίπεδο εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης 95%.95%.

,maxT T Tr r zS 
,minT T Tr r zS 

1 /2 1.960az  

(2.56)
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ΒΒ'' ΜΕΡΟΣΜΕΡΟΣ:: ΣΤΟΙΧΕΙΑΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗΣΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣΑΝΑΛΥΣΗΣ

2.92.9 ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΕΣΧΡΟΝΟΣΕΙΡΕΣ ΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝΜΕΓΕΘΩΝ

ΟιΟι διαδοχικέςδιαδοχικές παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μιαςμιας υδρολογικήςυδρολογικής μεταβλητήςμεταβλητής ((ππ..χχ.. παροχήςπαροχής))
δενδεν είναιείναι συνήθωςσυνήθως ανεξάρτητεςανεξάρτητες απόαπό τιςτις προηγούμενεςπροηγούμενες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις όπωςόπως
θεωρήθηκεθεωρήθηκε στιςστις προηγούμενεςπροηγούμενες παραγράφουςπαραγράφους.. ΛόγωΛόγω αυτήςαυτής τηςτης έλλειψηςέλλειψης
ανεξαρτησίαςανεξαρτησίας,, οιοι ιδιότητεςιδιότητες τωντων χρονοσειρώνχρονοσειρών δενδεν μπορούνμπορούν νανα αναλυθούναναλυθούν μεμε
βάσηβάση τητη θεωρίαθεωρία τωντων κατανομώνκατανομών πιθανότηταςπιθανότητας αλλάαλλά χρειάζονταιχρειάζονται
πολυπλοκώτεραπολυπλοκώτερα στατιστικάστατιστικά μοντέλαμοντέλα..

ΤοΤο πρώτοπρώτο βήμαβήμα γιαγια νανα αντιληφθούμεαντιληφθούμε τηντην φύσηφύση τωντων προβλημάτωνπροβλημάτων πουπου
παρουσιάζειπαρουσιάζει ηη ανάλυσηανάλυση χρονοσειρώνχρονοσειρών είναιείναι νανα εξετάσουμεεξετάσουμε οπτικάοπτικά μερικέςμερικές
υδρολογικέςυδρολογικές καικαι μετεωρολογικέςμετεωρολογικές χρονοσειρέςχρονοσειρές..

ΣτοΣτο ΣχΣχ. 2.8. 2.8 φαίνεταιφαίνεται ηη χρονοσειράχρονοσειρά ετησίωνετησίων υψώνυψών βροχήςβροχής τουτου βαθμούβαθμού
ΜεσοχώραςΜεσοχώρας στηστη λεκάνηλεκάνη τουτου ΑχελώουΑχελώου ποταμούποταμού.. ΕξέτασηΕξέταση τηςτης σειράςσειράς
δείχνειδείχνει ότιότι τοτο μέγιστομέγιστο τουτου 19621962 πρέπειπρέπει νανα εξετασθείεξετασθεί ωςως ακραίαακραία τιμήτιμή.. ΤηΤη
σειράσειρά αυτήαυτή θαθα τητη χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε γιαγια τηντην εφαρμογήεφαρμογή τωντων παρακάτωπαρακάτω
δοκιμώνδοκιμών τυχαιότηταςτυχαιότητας..
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2.102.10 ΔΟΚΙΜΕΣΔΟΚΙΜΕΣ ΤΥΧΑΙΟΤΗΤΑΣΤΥΧΑΙΟΤΗΤΑΣ

ΜετάΜετά τηντην εξέτασηεξέταση τουτου γραφήματοςγραφήματος μιαςμιας χρονοσειράςχρονοσειράς καικαι πρινπριν τητη στατιστικήστατιστική ανάλυσηανάλυση
είναιείναι χρήσιμοχρήσιμο νανα εξετασθείεξετασθεί αναν ηη σειράσειρά αποτελείταιαποτελείται απόαπό ανεξάρτητεςανεξάρτητες τυχαίεςτυχαίες
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις.. ΣτιςΣτις περισσότερεςπερισσότερες περιπτώσειςπεριπτώσεις οο μημη τυχαίοςτυχαίος χαρακτήραςχαρακτήρας τηςτης
χρονοσειράςχρονοσειράς είναιείναι προφανήςπροφανής αλλάαλλά υπάρχουνυπάρχουν καικαι υδρομετεωρολογικέςυδρομετεωρολογικές σειρέςσειρές ((όπωςόπως
ππ..χχ.. οιοι ετήσιεςετήσιες βροχοπτώσειςβροχοπτώσεις καικαι οιοι ετήσιεςετήσιες παροχέςπαροχές)) όπουόπου χρειάζεταιχρειάζεται νανα ελεγχθείελεγχθεί ηη
τυχαιότητατυχαιότητα τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων..

ΗΗ μηδενικήμηδενική υπόθεσηυπόθεση είναιείναι ότιότι οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις προέρχονταιπροέρχονται απόαπό τηντην ίδιαίδια κατανομήκατανομή καικαι
είναιείναι ανεξάρτητεςανεξάρτητες.. ΟιΟι εναλλακτικέςεναλλακτικές υποθέσειςυποθέσεις είναιείναι πολπολλέςλές καικαι περιλαμβάνουνπεριλαμβάνουν
όλεςόλες τιςτις περιπτώσειςπεριπτώσεις εξάρτησηςεξάρτησης τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ππ..χχ.. τάσητάση,, εποχιακότηταεποχιακότητα,,
κυκλικότητακυκλικότητα καικαι αυτοσυσχέτισηαυτοσυσχέτιση ((ΣχΣχ. 2.9). 2.9) καικαι γιαγια τοτο λόγολόγο αυτόαυτό χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται
συνήθωςσυνήθως πολλέςπολλές δοκιμέςδοκιμές τυχαιότηταςτυχαιότητας.. ΕδώΕδώ περιγράφονταιπεριγράφονται μερικέςμερικές μημη παραμετρικέςπαραμετρικές
δοκιμέςδοκιμές δηλαδήδηλαδή αυτέςαυτές πουπου δενδεν προϋποθέτουνπροϋποθέτουν παραδοχέςπαραδοχές σχετικάσχετικά μεμε τηντην μορφήμορφή τηςτης
κατανομήςκατανομής τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων..
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ΣχΣχ. 2.8:. 2.8: ΕτήσιαΕτήσια ύψηύψη βροχήςβροχής στοστο σταθμόσταθμό ΜεσοχώραςΜεσοχώρας τηςτης λεκάνηςλεκάνης τουτου ΑχελώουΑχελώου ποταμούποταμού..
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ΣχΣχ. 2.9:. 2.9: ΠαραδείγματαΠαραδείγματα χρονοσεφώνχρονοσεφών μεμε ((αα)) ΤάσηΤάση,   (,   (ββ)) ΕποχικότηταΕποχικότητα, (, (γγ)) ΚυκλικότηταΚυκλικότητα,   (,   (δδ))
ΑυτοσυσχέτισηΑυτοσυσχέτιση..
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2.10.12.10.1 ΔοκιμέςΔοκιμές ΤάσηςΤάσης

((ii)) ΣυντελεστήςΣυντελεστής ΣυσχέτισηςΣυσχέτισης ΒαθμούΒαθμού SpearmanSpearman
ΗΗ δοκιμήδοκιμή αυτήαυτή γίνεταιγίνεται ωςως εξήςεξής::
ΟιΟι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις ΧιΧι,...,,...,χχii...,..., χχnn αντικαθίστανταιαντικαθίστανται απόαπό τουςτους βαθμούςβαθμούς τουςτους ((ranksranks)) yy,, κατάκατά

αυξανόμενηαυξανόμενη σειράσειρά μεγέθουςμεγέθους.. ΟΟ συντελεστήςσυντελεστής συσχέτισηςσυσχέτισης βαθμούβαθμού SpearmanSpearman είναιείναι

ΑνΑν ισχύειισχύει ηη μηδενικήμηδενική υπόθεσηυπόθεση ηη ασυμπτωτικήασυμπτωτική κατανομήκατανομή τουτου rrss ((nn >> 30)30) είναιείναι κανονικήκανονική
μεμε μέσομέσο καικαι διασποράδιασπορά αντίστοιχαντίστοιχαα

ΗΗ δοκιμήδοκιμή γίνεταιγίνεται μεμε τηντην ανηγμένηανηγμένη μεταβλητήμεταβλητή

ΓιαΓια nn <30<30 χρησιμοποιούμεχρησιμοποιούμε πίνακεςπίνακες τηςτης κατανομήςκατανομής τουτου rrss ((OwenOwen, 1962)., 1962).

2
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(ii)(ii)ΣυντελεστήςΣυντελεστής ΣυσχέτισηςΣυσχέτισης ΒαθμούΒαθμού KendallKendall

ΓιαΓια τητη δοκιμήδοκιμή αυτήαυτή υπολογίζουμευπολογίζουμε γιαγια κάθεκάθε παρατήρησηπαρατήρηση χχ,, τοντον αριθμόαριθμό ηη,, τωντων προηγουμένωνπροηγουμένων
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων χχjj ((jj<<ii)) τωντων οποίωνοποίων οο βαθμόςβαθμός yjyj είναιείναι μικρότεροςμικρότερος απόαπό τοτο yiyi..

ΗΗ στατιστικήστατιστική συνάρτησησυνάρτηση tt τηςτης δοκιμήςδοκιμής αυτήςαυτής είναείναιι

τηςτης οποίαςοποίας ηη κατανομήκατανομή είναιείναι ασυμπτωτικάασυμπτωτικά κανονικήκανονική μεμε μέσομέσο καικαι διασποράδιασπορά αντίστοιχααντίστοιχα

καικαι συνεπώςσυνεπώς ηη δοκιμήδοκιμή γίνεταιγίνεται μεμε τηντην ανηγμένηανηγμένη στατιστικήστατιστική συνάρτησησυνάρτηση

ΟιΟι δυοδυο αυτέςαυτές δοκιμέςδοκιμές είναιείναι εξίσουεξίσου αποτελεσματικέςαποτελεσματικές καικαι ηη ασυμπτωτικήασυμπτωτική αποτελεσματικότητααποτελεσματικότητα
τουςτους είναιείναι ίσηίση μεμε τηντην αποτελεσματικότητααποτελεσματικότητα τηςτης γραμμικήςγραμμικής παλινδρόμησηςπαλινδρόμησης μεμε τοτο χρόνοχρόνο..

ΗΗ δοκιμήδοκιμή KendallKendall έχειέχει τοτο πλεονέκτημαπλεονέκτημα ότιότι μπορείμπορεί νανα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί γιαγια τηντην εντόπισηεντόπιση τουτου
χρονικούχρονικού σημείουσημείου εμφάνισηςεμφάνισης τηςτης τάσηςτάσης ((SneyersSneyers,, ::19751975))
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(iii)(iii)ΔοκιμήΔοκιμή ΡοώνΡοών ((ΤάσηΤάση καικαι ΕποχικότηταΕποχικότητα))

ΗΗ ροήροή μιαςμιας σειράςσειράς παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων είναιείναι μιαμια συνεχήςσυνεχής σειράσειρά αλληλοδιαδόχωναλληλοδιαδόχων
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων πουπου όλεςόλες είναιείναι μεγαλύτερεςμεγαλύτερες ήή μικρότερεςμικρότερες απόαπό έναένα δεδομένοδεδομένο αριθμόαριθμό,,

συνήθωςσυνήθως τοντον διάμεσοδιάμεσο τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ((ΣχΣχ. 2.10).. 2.10).

ΣχΣχ.. 2.10:2.10: ΟρισμόςΟρισμός ροώνροών..

ΗΗ δοκιμήδοκιμή ροώνροών στηρίζεταιστηρίζεται στοστο ότιότι οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις είναιείναι ανεξάρτητεςανεξάρτητες καικαι ακολουθούνακολουθούν
τηντην ίδιαίδια κατανομήκατανομή καικαι υπάρχουνυπάρχουν αα ροέςροές μεμε παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μεγαλύτερεςμεγαλύτερες καικαι ββ ροέςροές μεμε
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μικρότερεςμικρότερες απόαπό έναένα δεδομένοδεδομένο αριθμόαριθμό ((συνήθωςσυνήθως τοντον διάμεσοδιάμεσο).).
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ΟΟ μέσοςμέσος καικαι ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τουτου ολικούολικού αριθμούαριθμού ροώνροών UU είναιείναι αντιστοίχωςαντιστοίχως

ΌπουΌπου αα++ββ==nn

ΓιαΓια μικράμικρά δείγματαδείγματα χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται οιοι πίνακεςπίνακες κατανομήςκατανομής τουτου UU ((OwenOwen, 1962)., 1962). ΓιαΓια
μεγάλαμεγάλα δείγματαδείγματα ((ηη > 20)> 20) μπορούμεμπορούμε,, νανα χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε τουςτους πίνακεςπίνακες τηςτης
ανηγμένηςανηγμένης κανονικήςκανονικής μεταβλητήςμεταβλητής
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((iviv)) ΔοκιμήΔοκιμή ΡοώνΡοών ΑνερχομένωνΑνερχομένων καικαι ΚατερχομένωνΚατερχομένων ΠαρατηρήσεωνΠαρατηρήσεων

ΗΗ ροήροή ανερχομένωνανερχομένων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων είναιείναι μιαμια σειράσειρά αλληλοδιαδόχωναλληλοδιαδόχων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων πουπου ηη
επόμενηεπόμενη είναιείναι μεγαλύτερημεγαλύτερη τηςτης προηγούμενηςπροηγούμενης.. ΟρίζουμεΟρίζουμε αντίστοιχααντίστοιχα τητη ροήροή
κατερχομένωνκατερχομένων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων..

ΣχΣχ. 2.11:. 2.11: ΡοέςΡοές ανερχόμενωνανερχόμενων καικαι κατερχόμενωνκατερχόμενων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων..

ΟΟ μέσοςμέσος καικαι ηη τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τουτου ολικούολικού αριθμούαριθμού υυ τωντων ανερχομένωνανερχομένων καικαι τωντων
κατερχομένωνκατερχομένων ροώνροών είναιείναι αντίστοιχααντίστοιχα

((νν)) ΔοκιμήΔοκιμή ΣτασιμότηταςΣτασιμότητας τηςτης ΔιασποράςΔιασποράς
ΗΗ στασιμότηταστασιμότητα τηςτης διασποράςδιασποράς μιαςμιας σειράςσειράς μπορείμπορεί νανα ελεγχθείελεγχθεί μεμε τηντην εφαρμογήεφαρμογή μιαςμιας
δοκιμήςδοκιμής τάσηςτάσης στηστη σειράσειρά τωντων απολύτωναπολύτων τιμώντιμών τωντων διαφορώνδιαφορών τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων απόαπό
τοντον μέσομέσο τηςτης σειράςσειράς..
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2.10.22.10.2 ΔοκιμήΔοκιμή ΑυτοσυσχέτισηςΑυτοσυσχέτισης

ΟΟ συντελεστήςσυντελεστής αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης kk τάξηςτάξης δίνεταιδίνεται απόαπό τοντον τύποτύπο::

OO συντελεστήςσυντελεστής rr11 ακολουθείακολουθεί ασυμπτωτικάασυμπτωτικά τηντην κανονικήκανονική κατανομήκατανομή μεμε διασποράδιασπορά 1/n1/n

καικαι συνεπώςσυνεπώς μπορείμπορεί νανα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί γιαγια τητη δοκιμήδοκιμή τυχαιότηταςτυχαιότητας μιαςμιας χρονολογικήςχρονολογικής
σειράςσειράς..
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2.112.11 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΑΝΕΛΙΞΕΙΣΑΝΕΛΙΞΕΙΣ

ΗΗ στατιστικήστατιστική ανάλυσηανάλυση ενόςενός συνόλουσυνόλου παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ((χχ11,...,,...,χχnn)) μπορείμπορεί νανα γίνειγίνει μόνομόνο μεμε
βάσηβάση έναένα μαθηματικόμαθηματικό μοντέλομοντέλο.. ΌτανΌταν υποθέτουμευποθέτουμε ότιότι οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις αυτέςαυτές είναιείναι
θεωρούμεθεωρούμε εξαρτημένεςεξαρτημένες,, τοτο μοντέλομοντέλο τηςτης στοχαστικήςστοχαστικής ανέλιξηςανέλιξης..

ΟιΟι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μιαςμιας χρονολογικήςχρονολογικής σειράςσειράς είναιείναι συνήθωςσυνήθως εξαρτημένεςεξαρτημένες καικαι συνεπώςσυνεπώς
γιαγια νανα προσδιορίσουμεπροσδιορίσουμε τητη δομήδομή τουςτους ήή νανα προβλέψουμεπροβλέψουμε τιςτις μέλλουσεςμέλλουσες τιμέςτιμές τουςτους
χρειαζόμαστεχρειαζόμαστε τηντην υπόθεσηυπόθεση ότιότι ηη σειράσειρά αυτήαυτή παράγεταιπαράγεται απόαπό μιαμια στοχαστικήστοχαστική ανέλιξηανέλιξη
τηςτης οποίαςοποίας υποθέτουμευποθέτουμε γνωστήγνωστή τητη μορφήμορφή καικαι εκτιμούμεεκτιμούμε τιςτις παραμέτρουςπαραμέτρους μεμε βάσηβάση τιςτις
δεδομένεςδεδομένες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις.. ΗΗ στοχαστικήστοχαστική ανέλιξηανέλιξη είναιείναι μιαμια απειροπληθήςαπειροπληθής οικογένειαοικογένεια
συναρτήσεωνσυναρτήσεων xx((tt)) τοντον χρόνοχρόνο..

όπουόπου ΤΤ είναιείναι τοτο σύνολοσύνολο τωντων τιμώντιμών τουτου γγ.. ΣτιςΣτις περισσότερεςπερισσότερες εφαρμογέςεφαρμογές ηη ανέλιξηανέλιξη
μπορείμπορεί νανα θεωρηθείθεωρηθεί διακριτήδιακριτή ((tt == ±±1,1, ±±2,...).2,...). ΣεΣε άλλεςάλλες περιπτώσειςπεριπτώσεις ηη χρονολογικήχρονολογική
σειράσειρά παράγεταιπαράγεται απόαπό μίαμία συνεχήσυνεχή στοχαστικήστοχαστική ανέλιξηανέλιξη ((ttεε ΤΤ όπουόπου ΤΤ είναιείναι διάστημαδιάστημα
χρόνουχρόνου).).

 ( )x t t (2.69)
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ΣτηνΣτην πιοπιο γενικήγενική περίπτωσηπερίπτωση ηη ανέλιξηανέλιξη περιλαμβάνειπεριλαμβάνει προσδιοριστικέςπροσδιοριστικές καικαι τυχαίεςτυχαίες
συνιστώσεςσυνιστώσες.. ΑυτόΑυτό σημαίνεισημαίνει ότιότι δενδεν μπορούμεμπορούμε νανα προβλέψουμεπροβλέψουμε ακριβώςακριβώς τηντην
παρατήρησηπαρατήρηση σεσε χρόνοχρόνο tt αναν γνωρίζουμεγνωρίζουμε τιςτις προηγούμενεςπροηγούμενες τιμέςτιμές.. ΓιαΓια έναένα δεδομένοδεδομένο
ΧρόνοΧρόνο tt οιοι τιμέςτιμές τηςτης x(tx(t)) ακολουθούνακολουθούν μιαμια κατανομήκατανομή πιθανότηταςπιθανότητας καικαι συνεπώςσυνεπώς τοτο
σύνολοσύνολο ((χχ11,,……,,χχnn)) τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων είναιείναι μιαμια απόαπό τιςτις άπειρεςάπειρες χρονολογικέςχρονολογικές σειρέςσειρές
ήή πραγματοποιήσειςπραγματοποιήσεις τηςτης στοχαστικήςστοχαστικής ανέλιξηςανέλιξης (2.69).(2.69). ΟΟ ορισμόςορισμός μιαςμιας στοχαστικήςστοχαστικής
διαδικασίαςδιαδικασίας μπορείμπορεί νανα βασισθείβασισθεί στιςστις απόαπό κοινούκοινού κατανομέςκατανομές γιαγια πεπερασμέναπεπερασμένα σύνολασύνολα
τιμώντιμών τουτου tt ((titi,...,,...,ttkk):):

ΓιαΓια δεδομένοδεδομένο kk ηη κοινήκοινή αυτήαυτή αθροιστικήαθροιστική κατανομήκατανομή εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τιςτις kk τιμέςτιμές tt1;1;...,..., ttkk..
ΟΟ KolmogorovKolmogorov απέδειξεαπέδειξε ότιότι κάτωκάτω απόαπό γενικέςγενικές συνθήκεςσυνθήκες τοτο σύστημασύστημα τωντων κοινώνκοινών
αθροιστικώναθροιστικών κατανομώνκατανομών (2.70)(2.70) ορίζειορίζει τελείωςτελείως τηντην στοχαστικήστοχαστική ανέλιξηανέλιξη ((ΚάκουλλοςΚάκουλλος,,
1978).1978). ΣτιςΣτις περισσότερεςπερισσότερες πρακτικέςπρακτικές περιπτώσειςπεριπτώσεις ηη μορφήμορφή τωντων κοινώνκοινών κατανομώνκατανομών
(2.70)(2.70) δενδεν είναιείναι γνωστήγνωστή.. ΣτηΣτη γενικήγενική περίπτωσηπερίπτωση οιοι κατανομέςκατανομές αυτέςαυτές εξαρτώνταιεξαρτώνται απόαπό τοτο
χρόνοχρόνο καικαι συνεπώςσυνεπώς τοτο ίδιοίδιο ισχύειισχύει γιαγια τουςτους μέσουςμέσους καικαι τιςτις αυτοσυνδιασπορέςαυτοσυνδιασπορές..

 1 1 1 1,.... ( ,...., ) ( ) ,..., ( )t k k k kF t a a P x t a x t a   (2.70)

 ( ) ( )xE x t t

 ( ( ) ( )), ( ( ) ( )) ( , )x x xxE x t t x t r t r t r      

(2.71)

(2.72)



8585

ΟιΟι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις ((χχ11,...,,...,χχnn)) είναιείναι μιαμια μόνομόνο πραγματοποίησηπραγματοποίηση τηςτης στοχαστικήςστοχαστικής ανέλιξηςανέλιξης
(2.69)(2.69) καικαι συνεπώςσυνεπώς γιαγια νανα προχωρήσειπροχωρήσει ηη ανάλυσηανάλυση χρειάζονταιχρειάζονται συμπληρωματικέςσυμπληρωματικές
υποθέσειςυποθέσεις γιαγια τητη δομήδομή τηςτης στοχαστικήςστοχαστικής διαδικασίαςδιαδικασίας.. ΑνΑν υποθέσουμευποθέσουμε ότιότι μεμε δεδομένοδεδομένο
τοτο σύνολοσύνολο ((t1t1,...,,...,tktk)) οιοι κοινέςκοινές κατανομέςκατανομές (2.70)(2.70) είναιείναι οιοι ίδιεςίδιες γιαγια οποιαδήποτεοποιαδήποτε σταθεράσταθερά
μετατόπισημετατόπιση rr τωντων τιμώντιμών τουτου tt::

ΟιΟι στοχαστικέςστοχαστικές ανελίξειςανελίξεις πουπου ικανοποιούνικανοποιούν αυτήαυτή τητη συνθήκησυνθήκη λέγονταιλέγονται ισχυρώςισχυρώς
στάσιμεςστάσιμες ((strictly stationarystrictly stationary)) καικαι γιαγια τιςτις ανελίξειςανελίξεις αυτέςαυτές αποδεικνύεταιαποδεικνύεται ότιότι::

((αα)) ΗΗ κατανομήκατανομή πιθανότηταςπιθανότητας τουτου xx((tt)) είναιείναι ηη ίδιαίδια γιαγια όλαόλα τατα tt..

((ββ)) ΗΗ αναμενόμενηαναμενόμενη τιμήτιμή τουτου μμχχ((ττ)) είναιείναι σταθερήσταθερή καικαι δενδεν εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τοτο tt..

((γγ)) ΗΗ συνάρτησησυνάρτηση αυτοσυνδιασποράςαυτοσυνδιασποράς γγxxxx((rr)) δενδεν εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τοτο tt..

ΟιΟι ιδιότητεςιδιότητες ((ββ)) καικαι ((γγ)) είναιείναι αναγκαίεςαναγκαίες αλλάαλλά όχιόχι επαρκείςεπαρκείς συνθήκεςσυνθήκες γιαγια νανα είναιείναι μιαμια ανέλιξηανέλιξη
ισχυρώςισχυρώς στάσιμηστάσιμη.. ΜόνοΜόνο στηνστην περίπτωσηπερίπτωση πουπου ηη ανέλιξηανέλιξη είναιείναι κανονικήκανονική δηλαδήδηλαδή όλεςόλες οιοι
κατανομέςκατανομές (2.70)(2.70) είναιείναι κανονικέςκανονικές,, οιοι ιδιότητεςιδιότητες ((ββ)) καικαι ((γγ)) είναιείναι επαρκείςεπαρκείς συνθήκεςσυνθήκες γιαγια
ισχυρώςισχυρώς στάσιμηστάσιμη ανέλιξηανέλιξη..

1 1 1 1,... ( ,..., ) ,..., ( ,..., )t tk k t r k kF a a F t r a a  (2.73)
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ΜιαΜια στοχαστικήστοχαστική ανέλιξηανέλιξη πουπου ικανοποιείικανοποιεί τιςτις συνθήκεςσυνθήκες ((ββ)) καικαι ((γγ)) χωρίςχωρίς αναγκαστικάαναγκαστικά νανα
ικανοποιείικανοποιεί τητη συνθήκησυνθήκη (2.73)(2.73) λέγεταιλέγεται ασθενώςασθενώς στάσιμηστάσιμη ((weakly stationaryweakly stationary)) ήή στάσιμηστάσιμη
κατάκατά συσκέδασησυσκέδαση ((covariance stationarycovariance stationary).). ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση ασθενώςασθενώς στάσιμωνστάσιμων
ανελίξεωνανελίξεων ισχύειισχύει τοτο εργοδικόεργοδικό θεώρημαθεώρημα πουπου διατυπώνεταιδιατυπώνεται ωςως εξήςεξής:: ΑνΑν μιαμια ανέλιξηανέλιξη είναιείναι
ασθενώςασθενώς στάσιμηστάσιμη οο μέσοςμέσος μμxx καικαι ηη αυτοδιασποράαυτοδιασπορά γγxxxx((rr)) τηςτης ανέλιξηςανέλιξης μπορούνμπορούν νανα
εκτιμηθούνεκτιμηθούν απόαπό τοντον μέσομέσο καικαι τηντην αυτοδιασποράαυτοδιασπορά τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων::

όπουόπου nn είναιείναι οο αριθμόςαριθμός παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων καικαι rr ηη υστέρησηυστέρηση..
ΣεΣε μερικέςμερικές περιπτώσειςπεριπτώσεις οιοι στοχαστικέςστοχαστικές ανελίξειςανελίξεις τωντων υδρολογικώνυδρολογικών χρονολογικώνχρονολογικών
σειρώνσειρών περιέχουνπεριέχουν τάσειςτάσεις καικαι περιοδικέςπεριοδικές αυξομειώσειςαυξομειώσεις καικαι συνεπώςσυνεπώς δενδεν ικανοποιούνικανοποιούν τιςτις
συνθήκεςσυνθήκες τωντων στάσιμωνστάσιμων ανελίξεωνανελίξεων..

1

1ˆ
n

t
t

x
n 


  

1ˆ ( ) ( )( )t t r xr x
n      

(2.74)

(2.75)
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ΣτιςΣτις περιπτώσειςπεριπτώσεις αυτέςαυτές μπορούμεμπορούμε νανα χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε τηντην ακόλουθηακόλουθη τροποποιημένητροποποιημένη
μορφήμορφή στοχαστικήςστοχαστικής ανέλιξηςανέλιξης::

ΌπουΌπου μμyy=0=0

ΣτοΣτο μοντέλομοντέλο αυτόαυτό μμxx(t(t)) είναιείναι προσδιοριστικήπροσδιοριστική συνάρτησησυνάρτηση τουτου χρόνουχρόνου καικαι y(ty(t)) ασθενώςασθενώς
στάσιμηστάσιμη ανέλιξηανέλιξη.. ΤοΤο εργοδικόεργοδικό θεώρημαθεώρημα ισχύειισχύει γιαγια τηντην ανέλιξηανέλιξη yy((tt)) καικαι συνεπώςσυνεπώς
μπορούμεμπορούμε νανα εκτιμήσουμεεκτιμήσουμε τηντην αυτοσυνδιασποράαυτοσυνδιασπορά γγxxxx((rr)) αναν απόαπό τητη χρονολογικήχρονολογική σειράσειρά
αφαιρέσουμεαφαιρέσουμε τηντην εκτιμημένηεκτιμημένη προσδιοριστικήπροσδιοριστική συνάρτησησυνάρτηση μμχχ((tt).). ΗΗ αφαίρεσηαφαίρεση αυτήςαυτής τηςτης
συνάρτησηςσυνάρτησης πουπου λέγεταιλέγεται τάσητάση,, εποχικότηταεποχικότητα ήή κυκλικότητακυκλικότητα γίνεταιγίνεται μεμε πολλέςπολλές μεθόδουςμεθόδους
πουπου θαθα μελετηθούνμελετηθούν στηστη συνέχειασυνέχεια αυτούαυτού τουτου κεφαλαίουκεφαλαίου..

( ) ( ) ( )xx t t y t 

( ) ( )xx yyr r 

(2.76)

(2.77)
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2.122.12 ΜΟΝΤΕΛΑΜΟΝΤΕΛΑ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝ

ΗΗ εμπειρικήεμπειρική μέθοδοςμέθοδος ανάλυσηςανάλυσης χρονοσειρώνχρονοσειρών βασίζεταιβασίζεται στοστο μοντέλομοντέλο::

δηλαδήδηλαδή θεωρούμεθεωρούμε ότιότι ηη χρονοσειράχρονοσειρά είναιείναι άθροισμαάθροισμα μιαςμιας τάσηςτάσης ΤΤii ενόςενός κυκλικούκυκλικού όρουόρου
CiCi ενόςενός εποχιακούεποχιακού όρουόρου SiSi καικαι ενόςενός τυχαίουτυχαίου όρουόρου ΕΕii.. ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση πουπου επικρατείεπικρατεί ηη
εποχιακότηταεποχιακότητα μεμε περίοδοπερίοδο ρρ ηη ανάλυσηανάλυση γίνεταιγίνεται μεμε τοντον ακόλουθοακόλουθο τρόποτρόπο ((ππ..χχ..MakridakisMakridakis

κκ..άά., 1983):., 1983):

1.1. ΓιαΓια κάθεκάθε παρατήρησηπαρατήρηση ΧΧ,, υπολογίζουμευπολογίζουμε τοντον κινητόκινητό μέσομέσο mm,, μεμε αριθμόαριθμό όρωνόρων ίσοίσο
μεμε τηντην περίοδοπερίοδο. (. (ΌτανΌταν ρρ είναιείναι άρτιοςάρτιος αριθμόςαριθμός, (, (ππ..χχ.. pp = 12)= 12) οο κινητόςκινητός μμέσοςέσος mmii
υπολουπολογγίζεταιίζεται ωςως μμέσοςέσος τωντων δύοδύο μμέσωνέσων))

καικαι

i i i i iX T C S E    (2.78)
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    
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ΚατάΚατά τηντην υπόθεσηυπόθεση μαςμας ηη σειράσειρά mimi δενδεν περιλαμβάνειπεριλαμβάνει τηντην εποχιακότηταςεποχιακότητας SiSi καικαι τοντον
τυχαίοτυχαίο όροόρο EiEi καικαι συνεπώςσυνεπώς mi=mi= ΤΤii ++ CiCi δηλαδήδηλαδή οο κινητόςκινητός μέσοςμέσος mimi μεμε αριθμόαριθμό όρωνόρων
ίσοίσο μεμε ρρ αντιπροσωπεύειαντιπροσωπεύει τοτο άθροισμαάθροισμα τηςτης τάσηςτάσης καικαι τουτου κυκλικούκυκλικού όρουόρου πουπου
αποτελείταιαποτελείται απόαπό εναλασσόμενεςεναλασσόμενες θετικέςθετικές καικαι αρνητικέςαρνητικές τιμέςτιμές μεμε μεταβλητήμεταβλητή περίοδοπερίοδο..

2.2. ΗΗ σειράσειρά ((ΧΧii-- mimi) =) = SiSi ++ EiEi χρησιμοποιείταιχρησιμοποιείται γιαγια νανα υπολογισθούνυπολογισθούν οιοι ""εποχιακοίεποχιακοί
όροιόροι"" γιαγια κάθεκάθε περίοδοπερίοδο jj ((jj = 1, 2,...,= 1, 2,...,SS)) πουπου κατάκατά τηντην υπόθεσηυπόθεση είναιείναι ίσοιίσοι μεμε τοντον
μέσομέσο τωντων ποσοτήτωνποσοτήτων ((SiSi ++ EiEi)) γιαγια κάθεκάθε περίοδοπερίοδο jj..

3.3. ΕξετάζονταςΕξετάζοντας τητη σειράσειρά mmii == TiTi++ CCii αποφασίζουμεαποφασίζουμε ποιαποια είναιείναι ηη
μαθηματικήμαθηματική μορφήμορφή τηςτης τάσηςτάσης ΤΤii ((ππ..χχ.. γραμμικήγραμμική,, εκθετικήεκθετική,, κτλκτλ.).) καικαι
υπολογίζουμευπολογίζουμε τηντην εξίσωσηεξίσωση ΤΤii== f(if(i)) μεμε τητη μέθοδομέθοδο τωντων ελαχίστωνελαχίστων τετραγώνωντετραγώνων..

4.4. ΗΗ σειράσειρά (mi(mi-- ΤΤii)) κατάκατά τηντην υπόθεσηυπόθεση μαςμας είναιείναι ίσηίση μεμε τοντον κυκλικόκυκλικό όροόρο CiCi

5.5. ΟΟ τυχαίοςτυχαίος όροςόρος ΕΕii υπολογίζεταιυπολογίζεται απόαπό τηντην εξίσωσηεξίσωση

i i i i iX T C S E    (2.79)
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ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση πουπου επικρατείεπικρατεί ηη τάσητάση αρχίζουμεαρχίζουμε μεμε τηντην εκτίμησηεκτίμηση τηςτης μεμε τητη μέθοδοτωνμέθοδοτων
ελαχίστωνελαχίστων τετραγώνωντετραγώνων ((ΣτάδιοΣτάδιο 3)3) καικαι συνεχίζουμεσυνεχίζουμε μεμε τηντην εκτίμησηεκτίμηση τηςτης εποχιακότηταςεποχιακότητας
((ΣτάδιαΣτάδια 11 καικαι 2).2). ΗΗ ανάλυσηανάλυση τηςτης χρονοσειράςχρονοσειράς ΧΧii σεσε τάσητάση,, εποχιακότηταεποχιακότητα καικαι
κυκλικότητακυκλικότητα μπορείμπορεί νανα γίνειγίνει καικαι μεμε πολλαπλήπολλαπλή παλινδρόμησηπαλινδρόμηση όπουόπου οιοι ανεξάρτητεςανεξάρτητες
μεταβλητέςμεταβλητές είναιείναι μιαμια συνάρτησησυνάρτηση ff((tt)) τουτου χρόνουχρόνου ((τάσητάση καικαι κυκλικότητακυκλικότητα)) καικαι ρρ -- 11
εικονικέςεικονικές μεταβλητέςμεταβλητές ((εποχιακότηταεποχιακότητα).). ΗΗ εξίσωσηεξίσωση ((γιαγια τηντην περίπτωσηπερίπτωση πουπου οιοι ""εποχέςεποχές""
είναιείναι μήνεςμήνες)) είναιείναι::

όπουόπου ff((ii) =) = προσδιοριστικήπροσδιοριστική συνάρτησησυνάρτηση τουτου χρόνουχρόνου καικαι οιοι εικονικέςεικονικές μεταβλητέςμεταβλητές DjDj
είναιείναι::
DD11 =1=1 γιαγια παρατηρήσειςπαρατηρήσεις ΙανουαρίουΙανουαρίου

= 0= 0 γιαγια τουςτους άλλουςάλλους μήνεςμήνες
DD22 = 1= 1 γιαγια παρατηρήσειςπαρατηρήσεις ΦεβρουαρίουΦεβρουαρίου

= 0= 0 γιαγια τουςτους άλλουςάλλους μήνεςμήνες
DDuu = 1= 1 γιαγια παρατηρήσειςπαρατηρήσεις ΝοεμβρίουΝοεμβρίου

= 0= 0 γιαγια τουςτους άλλουςάλλους μήνεςμήνες
εικονικήεικονική μεταβλητήμεταβλητή γιαγια τοντον ΔεκέμβριοΔεκέμβριο είναιείναι ίσηίση μεμε
καικαι συνεπώςσυνεπώς δενδεν χρειάζεταιχρειάζεται..

11

1

( )i j j i
j

X f i C D E 


    (2.80)
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2.12.22.12.2 ΜοντέλαΜοντέλα ARIMAARIMA

ΤαΤα μοντέλαμοντέλα ARIMAARIMA βασίζονταιβασίζονται στηστη θεωρίαθεωρία τωντων στοχαστικώνστοχαστικών ανελίξεωνανελίξεων καικαι
υποθέτουνυποθέτουν ότιότι ηη παρατήρησηπαρατήρηση ΧΧ,, είναιείναι άθροισμαάθροισμα τριώντριών συνιστωσώνσυνιστωσών::

((αα)) ΜιαςΜιας γραμμικήςγραμμικής συνάρτησηςσυνάρτησης τωντων προηγουμένωνπροηγουμένων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων ΧΧii--11,...,,..., XX11--pp..

((ββ)) ΜιαςΜιας γραμμικήςγραμμικής συνάρτησηςσυνάρτησης τωντων τυχαίωντυχαίων ανεξαρτήτωνανεξαρτήτων μεταβλητώνμεταβλητών ααιι--11,..,,..,αα ii--qq

((γγ)) ΜιαςΜιας τυχαίαςτυχαίας μεταβλητήςμεταβλητής aaii

ΤαΤα μοντέλαμοντέλα ARIMAARIMA υποδιαιρούνταιυποδιαιρούνται στιςστις εξήςεξής περιπτώσειςπεριπτώσεις::

((ίί)) ΑυτοπαλινδρομικάΑυτοπαλινδρομικά μοντέλαμοντέλα ((ARAR)) τάξηςτάξης pp

ΌπουΌπου::

Xi:Xi: αρχικέςαρχικές ήή μετασχηματισμένεςμετασχηματισμένες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις μετάμετά τηντην αφαίρεσηαφαίρεση τουτου μέσουμέσου
ΦΦ11,,……,,ΦΦpp:: ΠαράμετροιΠαράμετροι
ααιι:: ανεξάρτητεςανεξάρτητες τυχαίεςτυχαίες μεταβλητέςμεταβλητές πουπου ακολουθούνακολουθούν τηντην ίδιαίδια κατανομήκατανομή..

1 1 2 2 ...i i i p i p iX X X X a         (2.81)

i iX x x 
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(ii)(ii) ΜοντέλαΜοντέλα κινητούκινητού μέσουμέσου ((ΜΑΜΑ)) τάξηςτάξης qq

ΌπουΌπου::

θθ1,1,……,,θθq:q: είναιείναι οιοι παράμετροιπαράμετροι
ai,aai,aii--11,,……,a,a ii--qq:: τυχαίεςτυχαίες μεταβλητέςμεταβλητές πουπου ακολουθούνακολουθούν τηντην ίδιαίδια κατανομήκατανομή

(iii)(iii) ΜικτάΜικτά ((ARMARMΑΑ)) μοντέλαμοντέλα τάξηςτάξης ((ρρ,, q)q)

ΛεπτομερέστερηΛεπτομερέστερη περιγραφήπεριγραφή τωντων μοντέλωνμοντέλων ARIMAARIMA δίνεταιδίνεται σταστα βιβλίαβιβλία ΜιμίκουΜιμίκου
(1990),(1990), ΞενάκηςΞενάκης (1991),(1991), MakridakisMakridakis κκ..άά. (1983). (1983) καικαι στοστο κλασικόκλασικό βιβλίοβιβλίο τωντων BoxBox καικαι
JenkinsJenkins (1970).(1970).

1 1 ...i i q i qX a        (2.82)

1 1 1 1... ...i i p i p i i q i pX X X a a              (2.83)
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ΌτανΌταν υπάρχειυπάρχει τάσητάση στηστη χρονοσειράχρονοσειρά μπορούμεμπορούμε νανα χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε τιςτις πρώτεςπρώτες,,
δεύτερεςδεύτερες ήή ανώτερηςανώτερης τάξηςτάξης διαφορέςδιαφορές τωντων αρχικώναρχικών τιμώντιμών καικαι νανα υποθέσουμευποθέσουμε ότιότι οιοι
διαφορέςδιαφορές αυτέςαυτές ακολουθούνακολουθούν ανελίξειςανελίξεις αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης,, κινητούκινητού μέσουμέσου ήή μικτέςμικτές.. ΣτηνΣτην
περίπτωσηπερίπτωση χρήσηςχρήσης διαφορώνδιαφορών τατα μοντέλαμοντέλα λέγονταιλέγονται ARIMAARIMA ((II== integratedintegrated).).
ΌτανΌταν υπάρχειυπάρχει εποχιακότηταεποχιακότητα μεμε περίοδοπερίοδο ρρ μπορούμεμπορούμε νανα χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε τιςτις
εποχιακέςεποχιακές διαφορέςδιαφορές ((ΧΧii -- ΧΧii--ρρ)) τωντων αρχικώναρχικών παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων.. ΟΟ τρόποςτρόπος αυτόςαυτός νανα ληφθείληφθεί
υπόψηυπόψη ηη εποχικότηταεποχικότητα δενδεν είναιείναι συνήθωςσυνήθως ικανοποιητικόςικανοποιητικός γιαγια υδρολογικέςυδρολογικές σειρέςσειρές γιατίγιατί
οιοι διασπορέςδιασπορές τωντων μηνιαίωνμηνιαίων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων δενδεν είναιείναι ίσεςίσες.. ΟΟ συνήθηςσυνήθης τρόποςτρόπος
αφαίρεσηςαφαίρεσης τηςτης εποχικότηταςεποχικότητας στηνστην υδρολογίαυδρολογία είναιείναι οο μετασχηματισμόςμετασχηματισμός

όπουόπου καικαι είναιείναι αντίστοιχααντίστοιχα οο μέσοςμέσος καικαι ηη κανονικήκανονική απόκλισηαπόκλιση γιαγια

τηντην περίοδοπερίοδο jj στηνστην οποίανοποίαν ανήκειανήκει ηη παρατήρησηπαρατήρηση ΧΧii

(iv)(iv) ΤαυτοποίησηΤαυτοποίηση,, εκτίμησηεκτίμηση καικαι επαλήθευσηεπαλήθευση τωντων μοντέλωνμοντέλων ARIMAARIMA

ΗΗ ταυτοποίησηταυτοποίηση τωντων μοντέλωνμοντέλων ARIMAARIMA,, δηλαδήδηλαδή ηη επιλογήεπιλογή τηςτης κατηγορίαςκατηγορίας ((ARIMAARIMA,,
ARIMAARIMA)) πουπου αντιπροσωπεύειαντιπροσωπεύει καλύτερακαλύτερα τηντην συμπεριφοράσυμπεριφορά τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων,, γίνεταιγίνεται
μεμε τηντην εξέτασηεξέταση τωντων συναρτήσεωνσυναρτήσεων αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης καικαι μερικήςμερικής αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης
((ΞενάκηςΞενάκης 1991,1991, MakridakisMakridakis κκ..άά. 1983).. 1983).

i j
i

j

x x
y

s


 jx

js
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ΗΗ συνάρτησησυνάρτηση μερικήςμερικής αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης δίνεταιδίνεται απόαπό τηντην εξίσωσηεξίσωση::

ΌπουΌπου::

καικαι είναιείναι ηη ορίζουσαορίζουσα τουτου μητρώουμητρώου πουπου προκύπτειπροκύπτει απόαπό τοτο μητρώομητρώο RRkk ότανόταν
αντικατασταθείαντικατασταθεί ηη τελευταίατελευταία στήληστήλη μεμε τητη στήληστήλη::

*
K

k

R

R 

(2.84)

*
KR *

KR

 1 2 kr r r ΄ 
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ΗΗ εκτίμησηεκτίμηση τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων φφ^̂ θθ,, καικαι σσ„„ μπορείμπορεί,, γιαγια τηντην περίπτωσηπερίπτωση τωντων μοντέλωνμοντέλων
ARAR νανα γίνειγίνει μεμε επίλυσηεπίλυση συστήματοςσυστήματος γραμμικώνγραμμικών εξισώσεωνεξισώσεων αλλάαλλά ηη μέθοδοςμέθοδος αυτήαυτή
στηρίζεταιστηρίζεται στηνστην υπόθεσηυπόθεση ότιότι τατα υπόλοιπαυπόλοιπα atat είναιείναι ασυσχέτισταασυσχέτιστα μεμε τιςτις παρατηρήσειςπαρατηρήσεις,,
πουπου συνήθωςσυνήθως δενδεν είναιείναι ρεαλιστικήρεαλιστική.. ΟΟ συνήθηςσυνήθης τρόποςτρόπος εκτίμησηςεκτίμησης τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων
είναιείναι ηη χρήσηχρήση μημη γραμμικώνγραμμικών εξισώσεωνεξισώσεων πουπου λύνονταιλύνονται μεμε διαδοχικέςδιαδοχικές προσεγγίσειςπροσεγγίσεις ((BoxBox
καικαι JenkinsJenkins 1970).1970). OO διαγνωστικόςδιαγνωστικός έλεγχοςέλεγχος τηςτης καταλληλότηταςκαταλληλότητας τουτου μοντέλουμοντέλου γίνεταιγίνεται
μεμε τηντην εξέτασηεξέταση τηςτης συμπεριφοράςσυμπεριφοράς τωντων υπολοίπωνυπολοίπων.. ΧρησιμοποιούμεΧρησιμοποιούμε τηντην συνάρτησησυνάρτηση::

όπουόπου::

kk :: αριθμόςαριθμός συντελεστώνσυντελεστών αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης

rrii :: συντελεστήςσυντελεστής αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης υπολοίπωνυπολοίπων τάξηςτάξης ii

ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση πουπου τοτο μοντέλομοντέλο είναιείναι ικανοποιητικόικανοποιητικό,, τατα υπόλοιπαυπόλοιπα είναιείναι ασυσχέτισταασυσχέτιστα
καικαι ηη συνάρτησησυνάρτηση QQ ακολουθείακολουθεί τηντην κατανομήκατανομή χχ22 μεμε ((kk -- ((ρρ ++ qq +1))+1)) βαθμούςβαθμούς ελευθερίαςελευθερίας
όπουόπου ((ρρ ++ qq +1)+1) είναιείναι οο αριθμόςαριθμός τωντων παραμέτρωνπαραμέτρων τουτου μοντέλουμοντέλου..

1
2

1

( 2) ( 1)
k

i
i

Q n n n r




  
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2.132.13 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΥΔΡΟΛΟΓΙΑΥΔΡΟΛΟΓΙΑ

2.13.12.13.1 ΣύντομηΣύντομη ΑνασκόπησηΑνασκόπηση

ΗΗ προσομοίωσηπροσομοίωση υδρολογικώνυδρολογικών συστημάτωνσυστημάτων βασίζεταιβασίζεται σεσε
προσδιοριστικάπροσδιοριστικά ήή στοχαστικάστοχαστικά μοντέλαμοντέλα.. ΤαΤα προσδιοριστικάπροσδιοριστικά μοντέλαμοντέλα πουπου
περιγράφονταιπεριγράφονται στοστο ΚεφάλαιοΚεφάλαιο 1414 έχουνέχουν συνήθωςσυνήθως τητη μορφήμορφή τουτου ΣχΣχ. 2.12. 2.12
καικαι οιοι εξισώσειςεξισώσεις τουςτους απεικονίζουναπεικονίζουν κατάκατά προσέγγισηπροσέγγιση τατα φυσικάφυσικά
φαινόμεναφαινόμενα πουπου λαμβάνουνλαμβάνουν χώραχώρα στηστη λεκάνηλεκάνη ((ππ..χχ.. εξατμισοδιαπνοήεξατμισοδιαπνοή,,
διήθησηδιήθηση,, εδαφικήεδαφική υγρασίαυγρασία,, αποθήκευσηαποθήκευση,, κτλκτλ.)..). ΣταΣτα μοντέλαμοντέλα αυτάαυτά ηη
ανάλυσηανάλυση τωντων στατιστικώνστατιστικών ιδιοτήτωνιδιοτήτων τωντων υπολοίπωνυπολοίπων δηλαδήδηλαδή τωντων
διαφορώνδιαφορών μεταξύμεταξύ τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων καικαι τωντων υπολογιζόμενωνυπολογιζόμενων
παροχώνπαροχών γίνεταιγίνεται εκεκ τωντων υστέρωνυστέρων γιαγια τηντην επαλήθευσηεπαλήθευση τουτου μοντέλουμοντέλου..
ΑντίθεταΑντίθετα,, σταστα στοχαστικάστοχαστικά μοντέλαμοντέλα δενδεν χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται εξισώσειςεξισώσεις πουπου
περιγράφουνπεριγράφουν φυσικάφυσικά φαινόμεναφαινόμενα αλλάαλλά μαθηματικέςμαθηματικές εξισώσειςεξισώσεις πουπου
απεικονίζουναπεικονίζουν τιςτις στατιστικέςστατιστικές ιδιότητεςιδιότητες τωντων μεταβλητώνμεταβλητών τηςτης εισόδουεισόδου καικαι
τηςτης εξόδουεξόδου τουτου υδρολογικούυδρολογικού συστήματοςσυστήματος.. ΗΗ προσαρμογήπροσαρμογή τουτου μοντέλουμοντέλου
θεωρείταιθεωρείται ικανοποιητικήικανοποιητική αναν τατα υπόλοιπαυπόλοιπα είναιείναι τυχαίοιτυχαίοι αριθμοίαριθμοί χωρίςχωρίς
αυτοσυσχέτισηαυτοσυσχέτιση μεμε τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση μικρότερημικρότερη απόαπό τηντην τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τωντων
παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων..
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ΣχΣχ. 2.12:. 2.12: ΣχηματικήΣχηματική παράστασηπαράσταση προσδιοριστικούπροσδιοριστικού μοντέλουμοντέλου..
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ΤαΤα στοχαστικάστοχαστικά υδρολογικάυδρολογικά μοντέλαμοντέλα χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται γιαγια τηντην εξερεύνησηεξερεύνηση τηςτης δομήςδομής
τωντων χρονοσειρώνχρονοσειρών γιαγια δύοδύο σκοπούςσκοπούς::

1.1. ΤηνΤην πρόβλεψηπρόβλεψη τωντων μελλοντικώνμελλοντικών τιμώντιμών τηςτης μεταβλητήςμεταβλητής..

2.2. ΤηνΤην δημιουργίαδημιουργία προσομοιωμένωνπροσομοιωμένων τιμώντιμών τηςτης μεταβλητήςμεταβλητής πουπου χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται
γιαγια τητη διαστασιολόγησηδιαστασιολόγηση υδραυλικώνυδραυλικών έργωνέργων ((BrasBras καικαι RodriguezRodriguez --IturbeIturbe, 1985,, 1985,
ΜιμίκουΜιμίκου, 1990)., 1990).

ΠρόβλεψηΠρόβλεψη

ΑνΑν μιαμια σειράσειρά υδρολογικώνυδρολογικών παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων χχ11,...,,...,χχ22,...,,...,χχηη αποτελείταιαποτελείται απόαπό ανεξάρτητεςανεξάρτητες
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις,, ηη παρατήρησηπαρατήρηση χχηη ++ 11 δενδεν μπορείμπορεί νανα προβλεφθείπροβλεφθεί απόαπό τιςτις προηγούμενεςπροηγούμενες
καικαι ηη καλύτερηκαλύτερη πρόβλεψηπρόβλεψη τηςτης είναιείναι οο μέσοςμέσος τηςτης κατανομήςκατανομής τωντων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων χχιι,...,...χχηη..
ΑντίθεταΑντίθετα,, αναν οιοι παρατηρήσειςπαρατηρήσεις δενδεν είναιείναι ανεξάρτητεςανεξάρτητες μπορούμεμπορούμε νανα χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε
τιςτις προηγούμενεςπροηγούμενες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις γιαγια τηντην πρόβλεψηπρόβλεψη,, μεμε βάσηβάση έναένα στατιστικόστατιστικό μοντέλομοντέλο
((ππ..χχ.. τύπουτύπου ARIMAARIMA).).
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ΠροσομοίωσηΠροσομοίωση

ΗΗ προσομοίωσηπροσομοίωση ετησίωνετησίων παρατηρήσεωνπαρατηρήσεων γίνεταιγίνεται ωςως εξήςεξής::

1.1. ΠροσαρμόζεταιΠροσαρμόζεται έναένα στοχαστικόστοχαστικό μοντέλομοντέλο ((ππ..χχ.. ARIMAARIMA)) στιςστις ετήσιεςετήσιες
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις..

2.2. ΠαράγεταιΠαράγεται μιαμια σειράσειρά τυχαίωντυχαίων αριθμώναριθμών πουπου ακολουθούνακολουθούν τηντην κατανομήκατανομή
τωντων υπολοίπωνυπολοίπων τουτου μοντέλουμοντέλου..

3.3. ΧρησιμοποιείταιΧρησιμοποιείται ηη εξίσωσηεξίσωση τουτου μοντέλουμοντέλου γιαγια τηντην παραγωγήπαραγωγή τωντων
προσομοιωμένωνπροσομοιωμένων παροχώνπαροχών πουπου,, αναν τοτο μοντέλομοντέλο έχειέχει επιλεγείεπιλεγεί σωστάσωστά,,
έχουνέχουν κατάκατά προσέγγισηπροσέγγιση τατα ίδιαίδια στατιστικάστατιστικά χαρακτηριστικάχαρακτηριστικά μεμε τιςτις
παρατηρήσειςπαρατηρήσεις..

ΣτηνΣτην περίπτωσηπερίπτωση μηνιαίωνμηνιαίων τιμώντιμών οιοι συντελεστέςσυντελεστές συσχέτισηςσυσχέτισης διαδοχικώνδιαδοχικών ,,
μηνώνμηνών μεταβάλλονταιμεταβάλλονται εποχιακάεποχιακά καικαι πρέπειπρέπει νανα χρησιμοποιηθείχρησιμοποιηθεί μοντέλομοντέλο πουπου
λαβαίνειλαβαίνει υπυπ'' όψηόψη αυτήαυτή τηντην ιδιότηταιδιότητα..
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ΤοΤο πρώτοπρώτο μοντέλομοντέλο αυτούαυτού τουτου τύπουτύπου προτάθηκεπροτάθηκε απόαπό τουςτους ThomasThomas καικαι
FieringFiering1962, (1962, (ΤσακίρηςΤσακίρης 1985)1985) καικαι δίνεταιδίνεται απόαπό τηντην εξίσωσηεξίσωση

ΌπουΌπου::

XiXi καικαι xxi+1i+1 ::παροχέςπαροχές τωντων μηνώνμηνών II καικαι i+1i+1 αντίστοιχααντίστοιχα((i=i=1,2,1,2,……,,n)n)

καικαι ::μέσεςμέσες παροχέςπαροχές τωντων μηνώνμηνών jj καικαι jj+1+1 αντίστοιχααντίστοιχα((j=1,2,j=1,2,……,12),12)

ββjj ::συντελεστήςσυντελεστής παλιδρόμησηςπαλιδρόμησης
SSj+1j+1 ::τυπικήτυπική απόκλισηαπόκλιση τηςτης παροχήςπαροχής τουτου μηνόςμηνός j+1j+1

rrjj ::συντελεστήςσυντελεστής συσχέτισηςσυσχέτισης μεταξύμεταξύ xxjj καικαι xxj+1j+1

::τυχαίατυχαία μεταβλητήμεταβλητή πουπου ακολουθείακολουθεί τηντην κατανομήκατανομή τωντων υπολοίπωνυπολοίπων
τηςτης

παλιδρόμησηςπαλιδρόμησης

2 1/2
1 1 1( ) (1 )i j j i j i j jx x x x s r        (2.86)

1jx  jx

2
1 1i j jS r  

1 1 ( )i j j i jx x x x   
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ΤοΤο μοντέλομοντέλο αυτόαυτό αποτελείταιαποτελείται βασικάβασικά απόαπό τιςτις εξισώσειςεξισώσεις παλινδρόμησηςπαλινδρόμησης τωντων δώδεκαδώδεκα
ζευγώνζευγών διαδοχικώνδιαδοχικών μηνώνμηνών καικαι υπολογίζεταιυπολογίζεται μεμε τοντον εξήςεξής τρόποτρόπο::

1.1. ΕκτιμούμεΕκτιμούμε τουςτους μέσουςμέσους χχjj καικαι τιςτις κανονικέςκανονικές αποκλίσειςαποκλίσεις sjsj γιαγια κάθεκάθε μήναμήνα,, καικαι
τουςτους συντελεστέςσυντελεστές συσχέτισηςσυσχέτισης rjrj καικαι γραμμικήςγραμμικής παλινδρόμησηςπαλινδρόμησης ββjj γιαγια όλαόλα τατα
ζεύγηζεύγη μηνώνμηνών ((jj,, jj ++ 1).1).

2.2. ΠαράγουμεΠαράγουμε μιαμια σειράσειρά ανεξαρτήτωνανεξαρτήτων τυχαίωντυχαίων αριθμώναριθμών

πουπου ακολουθούνακολουθούν τηντην ίδιαίδια κατανομήκατανομή μεμε τουςτους αριθμούςαριθμούς όπουόπου

==εκτιμημένηεκτιμημένη τιμήτιμή απόαπό παλινδρόμησηπαλινδρόμηση

3.3. ΧρησιμοποιώνταςΧρησιμοποιώντας τηντην παραπάνωπαραπάνω εξίσωσηεξίσωση παράγουμεπαράγουμε προσομοιωμένεςπροσομοιωμένες τιμέςτιμές χχjj+1+1

γιαγια κάθεκάθε μήναμήνα

2
1 1i j jS r  

1 1ˆ( )i ix x 
1ˆ ix 

1 1ˆ ˆ ( )i j j i jx x x x    (2.87)
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ΛόγωΛόγω τηςτης χρησιμότηταςχρησιμότητας τωντων προσομοιωμένωνπροσομοιωμένων παροχώνπαροχών,, τοτο θέμαθέμα αυτόαυτό ερευνήθηκεερευνήθηκε
εντατικάεντατικά τιςτις τελευταίεςτελευταίες δεκαετίεςδεκαετίες.. ΤαΤα μοντέλαμοντέλα πουπου προτάθηκανπροτάθηκαν καλύπτουνκαλύπτουν τιςτις
ακόλουθεςακόλουθες περιπτώσειςπεριπτώσεις::

1.1. ΜοντέλαΜοντέλα προσομοίωσηςπροσομοίωσης εποχιακώνεποχιακών παροχώνπαροχών αλληλοσυσχετισμένωναλληλοσυσχετισμένων σταθμώνσταθμών
((MatalasMatalas, 1967,, 1967, ΤσακίρηςΤσακίρης, 1985)., 1985).

2.2. ΜοντέλαΜοντέλα επιμερισμούεπιμερισμού προσομοίωσηςπροσομοίωσης μηνιαίωνμηνιαίων παροχώνπαροχών πουπου διατηρούνδιατηρούν καικαι τιςτις
ιδιότητεςιδιότητες τωντων ετησίωνετησίων παροχώνπαροχών ((ValenciaValencia καικαι SchaakeSchaake 1973).1973).

3.3. ΜοντέλαΜοντέλα πουπου διατηρούνδιατηρούν τιςτις ιδιότητεςιδιότητες μακροχρόνιαςμακροχρόνιας εμμονήςεμμονής τωντων χρονοσειρώνχρονοσειρών
((ΣυντελεστήςΣυντελεστής HurstHurst).).

ΛεπτομέρειεςΛεπτομέρειες τωντων μοντέλωνμοντέλων αυτώναυτών δίνονταιδίνονται σταστα βιβλίαβιβλία SalasSalas κκ..άά., (1980),., (1980), BrasBras καικαι
IturbeIturbe (1985),(1985), καικαι ΜιμίκουΜιμίκου (1990).(1990).
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2.13.22.13.2 ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

ΣτοΣτο ΣχήμαΣχήμα 2.82.8 δίνεταιδίνεται ηη σειράσειρά ετήσιωνετήσιων βροχοπτώσεωνβροχοπτώσεων στοστο σταθμόσταθμό ΜεσοχώραςΜεσοχώρας ΑχελώουΑχελώου.. ΣτοΣτο
ΣχήμαΣχήμα 2.132.13 δίνεταιδίνεται ηη ίδιαίδια σειράσειρά μαζίμαζί μεμε τηντην ευθείαευθεία παλινδρόμησηςπαλινδρόμησης συναρτήσεισυναρτήσει τουτου χρόνουχρόνου..

ΣχΣχ. 2.13:. 2.13: ΣειράΣειρά ετήσιωνετήσιων βροχομετρικώνβροχομετρικών υψώνυψών στοστο σταθμόσταθμό ΜεσοχώραςΜεσοχώρας τηςτης λεκάνηςλεκάνης τουτου ΑχελώουΑχελώου μαζίμαζί μεμε τηντην
ευθείαευθεία παλινδρόμησηςπαλινδρόμησης..
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ΗΗ κλίσηκλίση τηςτης ευθείαςευθείας αυτήςαυτής ((αρνητικήαρνητική τάσητάση)) δενδεν είναιείναι
στατιστικάστατιστικά σημαντικήσημαντική καικαι συνεπώςσυνεπώς οιοι ετήσιεςετήσιες τιμέςτιμές τηςτης βροχόπτωσηςβροχόπτωσης μπορούνμπορούν νανα
θεωρηθούνθεωρηθούν τυχαίεςτυχαίες ((rr == --0.218,0.218, ΡΡ =0.27).=0.27). ΣτοΣτο ίδιοίδιο συμπέρασμασυμπέρασμα καταλήγουμεκαταλήγουμε αναν
χρησιμοποιήσουμεχρησιμοποιήσουμε τουςτους συντελεστέςσυντελεστές συσχέτισηςσυσχέτισης βαθμούβαθμού SpearmanSpearman καικαι KendallKendall

μεταξύμεταξύ τηςτης σειράςσειράς βροχοπτώσεωνβροχοπτώσεων καικαι τουτου χρόνουχρόνου.. ΟιΟι συντελεστέςσυντελεστές αυτοίαυτοί είναιείναι
ΑντίστοιχαΑντίστοιχα --12061206 καικαι --0.11980.1198 καικαι δενδεν είναιείναι στατιστικάστατιστικά σημαντικοίσημαντικοί ((ΡΡ ((SpearmanSpearman))

= 0.54,= 0.54, ΡΡ ((KendallKendall) = 0.38).) = 0.38). ΤοΤο συμπέρασμασυμπέρασμα αυτόαυτό επιβεβαιώνεταιεπιβεβαιώνεται απόαπό τιςτις δοκιμέςδοκιμές
ροώνροών.. ΣτοΣτο ΣχήμαΣχήμα 2.142.14 φαίνεταιφαίνεται ηη συνάρτησησυνάρτηση αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης τηςτης χρονοσειράςχρονοσειράς.. ΌλοιΌλοι
οιοι συντελεστέςσυντελεστές αυτοσυσχέτισηςαυτοσυσχέτισης είναιείναι μέσαμέσα στοστο διάστημαδιάστημα εμπιστοσύνηςεμπιστοσύνης καικαι συνεπώςσυνεπώς ηη
δοκιμήδοκιμή αυτήαυτή επιβεβαιώνειεπιβεβαιώνει τοτο συμπέρασμασυμπέρασμα τωντων προηγουμένωνπροηγουμένων δοκιμώνδοκιμών ότιότι ηη σειράσειρά
αποτελείταιαποτελείται απόαπό τυχαίεςτυχαίες παρατηρήσειςπαρατηρήσεις..
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