
 
ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΟΙΚΟΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 
1. ΓΕΝΙΚΕΣ  ΕΝΝΟΙΕΣ 
 
Τυχαίες µεταβλητές 
 
Τυχαία µεταβλητή είναι µια µεταβλητή της οποίας δεν γνωρίζουµε την 
αξία µέχρι να την παρατηρήσουµε. Αυτή είναι µια συνάρτηση του 
δειγµατικού χώρου. 
 
♦ Η τυχαία µεταβλητή καλείται διακριτή εάν µπορεί να πάρει ως τιµές 
διακριτούς αριθµούς. 
 
 ♦ Η τυχαία µεταβλητή καλείται συνεχής  εάν µπορεί να πάρει τιµές µέσα 
από ένα σύνολο πραγµατικών αριθµών.  
 
Κάθε τυχαία µεταβλητή µπορεί να περιγραφεί χρησιµοποιώντας την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (pdf) ή την συνάρτηση αθροιστικής 
πιθανότητας (cdf).  
 
Για µια διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ η τιµή της συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας f(x) είναι η πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή Χ να πάρει την 
τιµή x , f(x) = P(X = x). H f(x) παίρνει πάντα τιµές µεταξύ 0 και 1.  
 
Για µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Y η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας f(y) µπορεί να υπολογισθεί από µια εξίσωση. 
 
Αναµενόµενη τιµή τυχαίας µεταβλητής, διακύµανση, τυπική 
απόκλιση τυχαίας µεταβλητής 
 
Η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X είναι ο µέσος όρος των 
τιµών που παίρνουµε από το εξεταζόµενο δείγµα. Και ορίζεται από την 
σχέση:  
 

E[X] =  αν η τυχαία µεταβλητή είναι διακριτή  ∑
=

n

i
xxf

1
)(

 

 E[X] =   αν η τυχαία µεταβλητή είναι συνεχής ∫
+∞

∞−

)(xxf
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Η διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής X δείχνει την µεταβλητότητα 
αυτής και ορίζεται από την σχέση: 
 
 V[X] =E[X – E[X]]2 = E[X2] – [E[X]]2 = σ 2  
 
             =  εαν X είναι διακριτή  ∑

=

−
n

i
ii xfx

1

2 )()( µ

 

             =   εαν X είναι συνεχής XY ∫
+∞

∞−

− dxxfx )()( 2µ

 
Συνδιακύµανση δύο τυχαίων µεταβλητών Χ, Υ 
 
Έστω f(x,y) είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας pdf 
των τυχαίων µεταβλητών Χ, Υ.  Τότε η συνδιακύµανση ορίζεται από 
την σχέση: 
 
Cov(X, Y) = E[(X - µ )( X - µ )] = σ   X Y XY

 
               =   ∑∑

yx
[(x – E(X)][y – E(Y)] f(x,y) όταν οι Χ και Υ είναι  

                      διακριτές τυχαίες µεταβλητές  
 
               = (x – E(X))(y – E(Y)) f(x,y)dxdy όταν οι Χ και Υ είναι  ∫∫

xy

                      συνεχείς τυχαίες µεταβλητές  
 
 
Αν  σ  > 0,  X και Y κινούνται στην ίδια κατεύθυνση XY

Αν  σ  < 0,  X και Y κινούνται στην αντίθετη κατεύθυνση  XY

Αν   σ  = 0, X και Y είναι ανεξάρτητες XY

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών Χ, Υ 
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Ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών Χ, Υ µετρά την 
γραµµική συσχέτιση µεταξύ των Χ,Υ και ορίζεται από την σχέση: 
 
 
 

Corr(X, Y) = 
)()(

),(
YVarXVar

YXCov  = ρ 

 
Αν ρ = 1,   X και Y έχουν µια δυνατή θετική συσχέτιση. 
Αν ρ = -1,  X και Y έχουν µια δυνατή αρνητική συσχέτιση. 
 
 
Χρήσιµες Κατανοµές 
 
• Κανονική Κατανοµή 
 
Αν η τυχαία µεταβλητή έχει µια κανονική κατανοµή, X~N (µ ,σ ), τότε η 
συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας είναι της µορφής:  

2

 
 

f(x) = ))(
2

1exp(
2
1 2

2 µχ
σσπ

−−  

 
 
• Τυπική κανονική κατανοµή 
 
Όταν η τυχαία µεταβλητή Z έχει µια τυπική κανονική κατανοµή, 
Z~N(0,1), µε µέσο όρο το 0 και διακύµανση το 1 η συνάρτηση 
κατανοµής πιθανότητας είναι της µορφής:  
 
 

f(z) = ))(
2
1exp(

2
1 2z−
π

 

 
 
 
 
 
• Χ2 _ κατανοµή 
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Η µεταβλητή Υ, που παράγεται από το άθροισµα  n - τυχαίων 
µεταβλητών Ζ που ακολουθούν τυπική κανονική κατανοµή, ακολουθεί 
την Χ2 - κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας (d.o.f.) m. 
 

Y = = X∑
=

n

i
iz

1

2 2 (m) 

Οι βαθµοί ελευθερίας µπορεί να θεωρηθούν ως ο αριθµός των 
ανεξαρτήτων πληροφοριών. 
 
• Τ – κατανοµή 
 
Θεωρούµε µια τυχαία µεταβλητή Ζ τυπικής κανονικής κατανοµής και µια 
τυχαία µεταβλητή Υ που ακολουθεί την Χ2  κατανοµή. Ο λόγος της Ζ 
προς την τετραγωνική ρίζα του λόγου της Υ προς τους βαθµούς 
ελευθερίας της παράγουν µια µεταβλητή Φ που ακολουθεί την Τ – 
κατανοµή µε m βαθµούς ελευθερίας. Οι Ζ και Υ θεωρούνται 
ανεξάρτητες. 
 

Φ =

m
X

N
2

)1,0( = 

m
Y

Z  ~ t(m) 

 
 
• F- κατανοµή  
 
Έστω Y και W δύο ανεξάρτητες Χ2 _ κατανοµές µε βαθµούς ελευθερίας 
αντίστοιχα m και k respectively, τότε η µεταβλητή U προκύπτει από τον 
λόγο 

kW
mY
/
/  ακολουθεί µια F- κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας  m και 

k.  
 

U = 
kW
mY
/
/  ~ F(m, k) 

 
 

 

 

 

2. Απλή Παλινδρόµηση (∆ιµεταβλητό Υπόδειγµα) 
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Οικονοµική Θεωρία:  
Η δαπάνη για φαγητό (Υ) εξαρτάται από το εισόδηµα των 

νοικοκυριών(Χ). 

Οικονοµικό Υπόδειγµα: Υ = β1 + β2 Χ   (Προσδιοριστική ή Θεωρητική 

σχέση) 

Υ: δαπάνη 

Χ: εισόδηµα,   

β1, β2 άγνωστες παράµετροι προς εκτίµηση 

 

Στατιστικό  ή  Στοχαστικό Υπόδειγµα: 
Είναι γεγονός ότι η εξαρτηµένη µεταβλητή Υ δεν µπορεί να καθορισθεί 

ακριβώς για κάθε επίπεδο εισοδήµατος, δηλαδή οι δαπάνες που 

αντιστοιχούν στο ίδιο εισόδηµα δεν είναι ίδιες. Και αυτό γιατί υπάρχουν 

και άλλοι παράγοντες που καθορίζουν τις δαπάνες και όχι µόνο το 

εισόδηµα (π.χ οι καταναλωτικές συνήθειες των ατόµων που 

χαρακτηρίζουν την συµπεριφορά αυτών). Η ευθεία που µπορεί να 

προσδιορισθεί από την θεωρητική σχέση Υ = β1 + β2 Χ δεν περνά από 

όλα τα σηµεία (Υ, Χ) των παρατηρήσεων και οι αποκλίσεις (θετικές ή 

αρνητικές) από την ευθεία λαµβάνονται υπ’ όψιν µε την προσθήκη µια 

τυχαίας µεταβλητής e.   

Για τον λόγο αυτό µπαίνει η µια τυχαία µεταβλητή e και προκύπτει η 

σχέση: 

 

 

 

Υ  = β1 + β2Χ + e   (Στατιστικό ή στοχαστικό υπόδειγµα) 

 

Υ  εξαρτηµένη µεταβλητή 
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Χ : Ανεξάρτητη µεταβλητή 

β1, β2 : Άγνωστες παράµετροι προς εκτίµηση 

e µια τυχαία µεταβλητή που ονοµάζεται και τυχαίος όρος σφάλµατος 

 

Ο ρόλος του τυχαίου όρου σφάλµατος : 
(1) Περιλαµβάνει την επίδραση άλλων παραγόντων (εκτός των 

ανεξάρτητων µεταβλητών) 

(2) Ανθρώπινη συµπεριφορά (απρόβλεπτος παράγων) 

(3) Πιθανό σφάλµα λόγω λανθασµένης εξειδίκευσης του υποδείγµατος      

     (λανθασµένη συναρτησιακή σχέση) 

(4) Σφάλµα µέτρησης του Υ 

 
Βασικές Υποθέσεις του υποδείγµατος Υ = β1 + β2Χ + e 

  
Στο υπόδειγµα Υ  = β1 + β2Χ + e  εφόσον η e θεωρείται µια στοχαστική 

µεταβλητή και η εξαρτηµένη µεταβλητή Υ θεωρείται στοχαστική 

µεταβλητή. Αν θεωρήσουµε ότι η e ακολουθεί τυπική κανονική 

κατανοµή  και ότι η Υ ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή τότε η µέση 

αναµενόµενη τιµή της Υ για δεδοµένη τιµή της Χ, Ε(Υ/Χ = x i , δηλαδή η 

Χ να παίρνει δεδοµένη τιµή x i ), βρίσκεται από την σχέση: 

 

Ε(Υ/Χ= x i ) = β1 + β2 x i  (παλινδρόµηση στον πληθυσµό) 

 

Έτσι για κάθε τιµή της Χ = x i  αντιστοιχεί ένα πλήθος τιµών της Υ που 

κατανέµονται κανονικά και µια αναµενόµενη µέση τιµή της Υ, η  

Ε(Υ/Χ = x i ).   

Οι αποκλίσεις του πλήθους τιµών της Υ γύρω από την αναµενόµενη µέση 

τιµή της  δίνονται από την στοχαστική µεταβλητή:  
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 e  = Υ - Ε(Υ/Χ = x i ). i

Βασικές Υποθέσεις 
(1) Υπόδειγµα γραµµικό ως προς τις παραµέτρους µε µία µόνο 

ανεξάρτητη µεταβλητή: 

 

Υ = β1 + β2Χ + e  

 

 Στο υπόδειγµα που αναφέρθηκε η µέση δαπάνη δεν είναι σταθερά 

αλλά συνάρτηση µιας µεταβλητής του εισοδήµατος. 

 

(2)  ),0( 2σ≈ie

Ο τυχαίος όρος σφάλµατος είναι µία στοχαστική τυχαία µεταβλητή 

(ανήκει σε µία κατανοµή πιθανότητας) και επιπλέον ισχύουν τα εξής: 

 

Ε(e i /Χ= x i ) = 0,  Var(e i /Χ= x i ) = σ2  για κάθε τιµή x i  

 

 Η µεταβλητότητα Var(e i /Χ= x i ) του τυχαίου όρου σφάλµατος δεν 

επηρεάζεται από το µέγεθος της ανεξάρτητης µεταβλητής. Ο 

τυχαίος όρος σφάλµατος είναι οµοσκεδαστικός δηλ. έχει σταθερή 

διακύµανση. 

 

 

 

 

(3) Cov(e i ,e ) = 0 j

Έλλειψη συσχέτισης µεταξύ  των τιµών του τυχαίου στοχαστικού όρου 

που αντιστοιχούν σε διαφορετικές παρατηρήσεις. 
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(4) Η µεταβλητή Χ είναι µη στοχαστική και εποµένως οι τιµές της 

υπόκεινται στον έλεγχο του ερευνητή.  

Ισχύει:  

Ε(Χ i ) = X i  (δεδοµένες τιµές) 

Cov(X i ,e i ) = 0  

γιατί οι τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής δεν επηρεάζονται από τον 

τυχαίο όρο σφάλµατος. 

 

Γραµµή παλινδρόµησης στο δείγµα 
 

Συλλέγουµε ένα δείγµα 40 νοικοκυριών , Τ = 40 

(Χ1, Υ1), (Χ2, Υ2),…..,(ΧΤ, ΥΤ) 

 

Στόχος: Η εκτίµηση των β1 και β2.  

Έστω ότι b1, b2  είναι οι εκτιµήσεις των παραµέτρων. 

Ισχύει: 

 

iŶ = Ε(Υ/Χ = x i ) ixbb 21 +=  
 

Όπου i = 1,2,…,40 το πλήθος των παρατηρήσεων 

iŶ : η εκτιµηθείσα  i - τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Εφόσον έχουµε Υ i την αντίστοιχη τιµή της Υ στην τιµή της Χ = x i  η 

διαφορά = Υ i -Y  µεταξύ της i-εκτιµηθείσας τιµής από την i - 

παρατηρούµενη τιµή χαρακτηρίζεται ως κατάλοιπο ή απόκλιση και  

εκτιµά το σφάλµα e i  

^
e i î

Το µέγεθος του καταλοίπου δείχνει κατά πόσο η απόκλιση είναι καλή ή 

κακή. 

 Αν το κατάλοιπο είναι µεγάλο τότε η εκτίµηση είναι κακή 
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 Αν το κατάλοιπο είναι µικρό τότε η εκτίµηση είναι καλή. 

  

Η εκτίµηση της γραµµής παλινδρόµησης βασίζεται στην αρχή των 

ελαχίστων τετραγώνων. 

Για κάθε παρατήρηση του δείγµατος έχουµε και ένα κατάλοιπο. Κάποια 

είναι θετικά, κάποια είναι αρνητικά. Για να µην υπάρξει πρόβληµα λόγω 

της ύπαρξης πολλών λύσεων κάνουµε χρήση των τετραγώνων των 

καταλοίπων. Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των 

τετραγώνων των καταλοίπων. 

 

Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ  

(ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣTO ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑ:  Υ = β1 + β2Χ + e) 

Η θεωρία των ελαχίστων τετραγώνων στηρίζεται στην βασική αρχή της 

εκτίµησης των συντελεστών παλινδρόµησης  β1, β2, των b1, b2 , έτσι ώστε 

να ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων των καταλοίπων. 

Αυτό οδηγεί στις ακόλουθες εξισώσεις που ονοµάζονται κανονικές και 

µας επιτρέπουν να υπολογίσουµε τα b1, b2 .  

Κανονικές εξισώσεις: 

∑
=

T

i
iY

1
= Ν b1 +  b2 ∑

=

T

i
iX

1
 

∑
=

T

i
iiYX

1
= b1 ∑

=

T

i
iX

1
+ b2 ∑

=

T

i
iX

1

2  

 

Από την επίλυση του συστήµατος αυτού έχουµε: 
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∑

∑

=

=

−

−

−−
=

−=

T

i
i

T

i
ii

XX

YYXX
b

XbYb

1

2

1
2

21

)(

))((           

 

Επίσης το b2  µπορεί να υπολογισθεί από τον τύπο: 

 

b2  = 
∑ ∑

∑ ∑∑

−

−

T

i

T

i
ii

T

i

T

i
i

T

i
iii

XXT

YXYXT

22 )(
 

 

Η διακύµανση του διαταρακτικού όρου    Var(e i /Χ= x i ) = σ2  ,για κάθε 

τιµή x i , εκτιµάται από την σχέση:  

 

    = 
2^

σ
2

2^

−

∑
T

e
T

i
i

 

 

 Ο αριθµός 2 εκφράζει το πλήθος των προς εκτίµηση 

παραµέτρων 

 

Όπου Τ-2 είναι οι βαθµοί ελευθερίας του υποδείγµατος Υ = β1 + β2Χ + e  

 

 

 

 

 

Βαθµοί ελευθερίας: Είναι ο αριθµός των ανεξάρτητων παρατηρήσεων 

(Χ,Υ). Πιο συγκεκριµένα οι βαθµοί ελευθερίας είναι ίσοι µε το συνολικό 
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αριθµό παρατηρήσεων αν αφαιρέσουµε το αριθµό των γραµµικών 

περιορισµών στους οποίους υπόκεινται οι παρατηρήσεις Χ,Υ. 

Στο διµεταβλητό υπόδειγµα οι παρατηρήσεις της εξαρτηµένης 

µεταβλητής υπόκεινται σε δύο περιορισµούς που δίνονται από τις 

σχέσεις που ακολουθούν: 

 

∑

∑

=

=

−

−−
=

−=

T

i
i

T

i
ii

XX

YYXX
b

XbYb

1

2

1
2

21

)(

))((  

 
 
Αυτό σηµαίνει πως οι βαθµοί ελευθερίας είναι Τ-2. 
 

 Οι δύο εκτιµητές b1, b2 είναι τυχαίες µεταβλητές γιατί 

µπορούν να πάρουν πολλές διαφορετικές τιµές µια και 

µπορούν να  προκύψουν από πολλά διαφορετικά δείγµατα 

του πληθυσµού.  

  

Οι διακυµάνσεις των δύο εκτιµητών  b1, b2  είναι: 

 

        



















−
=

∑

∑

=

−T

i
i

T

i
i

XXT

X
b

1

2

2
2^

1

)(
)( σVar             και            ( )

( )∑
=

−
= T

i
i XX

b

1

2

2^

2
σVar  

 

 

Οι διακυµάνσεις των δύο εκτιµητών είναι θετική συνάρτηση της 

διακύµανσης. 

Επιπλέον, οι διακυµάνσεις είναι αντίστροφα ανάλογες από το 

∑
=

−
T

i
i XX

1

2)(  
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Οι διακυµάνσεις είναι αντίστροφα ανάλογες του µεγέθους του δείγµατος 

Τ. 

 

 Για την επίλυση του προβλήµατος µπορούµε να κάνουµε επίσης 

χρήση και της γραµµικής άλγεβρας.  

Πιο συγκεκριµένα θα κάνουµε χρήση των µητρών - πινάκων. 

Από τις σχέσεις: 

Υ1 = β1 + β2Χ1 + e1 

Υ2 = β1 + β2Χ2 + e2 

Υ3 = β1 + β2Χ3 + e3 

……………………….. 

……………………….. 

ΥT = β1 + β2ΧT + e T  

Όπου Τ το πλήθος των παρατηρήσεων 

 

Οδηγούµαστε στην σχέση πινάκων: 

 

Y = Xb + e 

 

Όπου Y =  , πίνακας στήλη T x 1,  























TY

Y
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   X =  , πίνακας T x 2       b = , πίνακας στήλη 2 x 1 
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β
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e = , πίνακας στήλη T x 1 
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∆ηλαδή έχουµε: 
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Επειδή έχουµε ότι: 

 

e=  , ο πίνακας στήλη των εκτιµήσεων των σφαλµάτων θα είναι ο 

  o ανάστροφός του οποίου δίνεται από το διάνυσµα:  
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Το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων  στην µορφή των 

πινάκων δίνεται από την σχέση:  

∑
=

T

i
e

1

2

 

∑
=

T

i
e

1

2 = [e1  e …….e ]  2 T
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Επίσης το άθροισµα των τετραγώνων των εκτιµήσεων των σφαλµάτων 

 στην µορφή των πινάκων δίνεται από την σχέση:  ∑
=

T

i
e

1

2^

 

[ ]
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T

e

e
e

eeeee
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222
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Συνεπώς η θεωρία των ελαχίστων τετραγώνων που χρησιµοποιεί την 

ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των καταλοίπων για 

να εκτιµηθούν οι συντελεστές  β 1  και β  µας οδηγεί στην σχέση: 2

 

( ) ( )

)''min(

))('min('minmin

''''

''
2

1

^

XbXbYXbXbYYY

XbYXbYXbYXbYe
i

T

i

+−−=

=−−=−−=∑
=                (1) 

 

Οι διαστάσεις των ανάστροφων µητρών είναι: 
Υ΄: 1 x T 

b΄: 1 x 2 

X΄: 2 x T 
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Τα γινόµενα Y  και   ορίζονται ως βαθµωτά µεγέθη αφού έχουν 

διαστάσεις 1x1. Ο Y  είναι ο ανάστροφος του  b . 

Xb' YXb ''

Xb' YX ''

Πιο συγκεκριµένα ισχύει: 

 

( ) XbYbXYYXb ')''()''('''' ==  

 

Επειδή και οι δύο όροι είναι βαθµωτά µεγέθη και ( ) XbYYXb '''' =  δίνουν 

άθροισµα YXbXbY ''2'2 =  

 

Άρα η σχέση (1) γίνεται: ( )XbXbYXbYY '2'min ''' +−  

 

Για την ελαχιστοποίηση της σχέσης (1) απαιτείται:  

 
( ) 0'2'20

ˆ'ˆ
=+−⇔=

∂
∂ XbXYX

b
ee  

( ) ( ) ( ) YXXXbYXXXbXXXXYXXbX OLS ''''')'('' 111 −−− =⇔=⇔=⇔  

και οδηγούµαστε στην σχέση: 

 

( ) YXXXbOLS '' 1−=  
 

Η συνθήκη αυτή πρώτης τάξης δίνει δύο εξισώσεις εφόσον το b είναι ένα 

διάνυσµα. Οι εξισώσεις αυτές ονοµάζονται κανονικές εξισώσεις. 
 

 

 

 

 

 

 Εφαρµογή της Παλινδρόµησης 
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Τ = 40 νοικοκυριά 
 









=








=

232,0
383,7

2

1

b
b

b  

 
Η γραµµή παλινδρόµησης µε βάση το δείγµα είναι: 

 

ii XY 232,0383,7ˆ +=    

  

Θεωρούµε ένα σηµείο Α της γραµµής παλινδρόµησης. Συγκεκριµένα, 

αντιπροσωπεύει το εισόδηµα και τη δαπάνη του 30ου νοικοκυριού του 

δείγµατος. 
 

 

 

Y

X

30ˆ

Α

e

 
Ερµηνεία των συντελεστών της παλινδρόµησης 
 
 
b2 = 0,232 : Εάν το εβδοµαδιαίο εισόδηµα αυξηθεί κατά 100€, η µέση 

δαπάνη για φαγητό θα αυξηθεί κατά 23€  
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b1 = 7,383 : Είναι η µέση εβδοµαδιαία δαπάνη για φαγητό όταν το 

εισόδηµα είναι µηδενικό (η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής). 

 

 

Πρόβλεψη: Ποια είναι η µέση εβδοµαδιαία δαπάνη για φαγητό ενός 

νοικοκυριού µε µέσο εισόδηµα 100€  

 

61,30100*232,0383,7ˆ =+=Y € 

 

Οι προβλέψεις αντιστοιχούν σε σηµεία πάνω στη γραµµή της 

εκτιµηθείσας παλινδρόµησης. 

 

∆ιακύµανση – Συνδιακύµανση του τυχαίου σφάλµατος 
 

Στη µορφή της γραµµικής άλγεβρας ισχύουν τα εξής: 

 

Var – Cov (e) = E ( )( )')()( eEeeEe[ ]−− = E ( )( )[ ]'00 −− ee  = E [ ]= ( )'ee
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Αυτό σηµαίνει πως όλα τα διαγώνια στοιχεία της µήτρας είναι οι 

διακυµάνσεις του τυχαίου όρου ενώ τα µη διαγώνια στοιχεία είναι οι 

συνδιακυµάνσεις 

Λόγω των υποθέσεων που ισχύουν προκύπτουν τα εξής: 

 

Var(e i /Χ= x i ) = Ε(e i ) = σ2 2 = E , για κάθε 

τιµή x i  

)(.....)()()( 22
3

2
2

2
1 TeEeEeEe ====

και Ε(e i , e )= j ( ) ),())())((( 212211 eeCoveEeeEeE =−− = 0  

 

Τελικά η µήτρα διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων των τυχαίων όρων 

σφάλµατος θα πάρει την εξής µορφή: 

 

IeeCovVar 2

2

2

2

..00
............
0...0
0...0

)'( σ

σ

σ
σ

=





















=−  

 

 
Η µήτρα διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων αποδίδει το σύνολο των 

υποθέσεων που αφορούν τους τυχαίους όρους σφάλµατος. 

 

Ο εκτιµητής bols δίνεται από την σχέση 
 

( ) YXXXbOLS '' 1−=  

 

Η ύπαρξη της αντιστρόφου µήτρας εξασφαλίζεται όταν η µήτρα Χ΄Χ 

είναι µη ιδιάζουσα. Πράγµατι η αντίστροφη µήτρα δίνεται από την 

σχέση: 
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( ) ( )
XX

XXadjXX
'

'' 1 =−  

 

 Οι εκτιµητές bOLS είναι τυχαίες µεταβλητές γιατί µπορούν 

να πάρουν πολλές διαφορετικές τιµές µια και είναι δυνατόν 

να προκύψουν από πολλά διαφορετικά δείγµατα του 

πληθυσµού.  
 

Ιδιότητες του εκτιµητή b OLS  

1. Ο εκτιµητής b OLS  είναι αµερόληπτος, δηλαδή έχουµε ότι: Ε[b ] = β. OLS

 
2. Ο εκτιµητής b  είναι αποτελεσµατικός, δηλαδή έχει την µικρότερη 
δυνατή διακύµανση: Αυτό σηµαίνει ότι αν έχουµε δύο αµερόληπτους 
εκτιµητές  b1 και  b  µε διακυµάνσεις Var(b1 ), Var(b ) για 
τις οποίες γνωρίζουµε ότι: Var(b1 ) < Var(b ) αυτός που είναι 
αποτελεσµατικός είναι ο εκτιµητής b1 . 

OLS

OLS 2 OLS OLS 2 OLS

OLS 2 OLS

OLS

 
3. Ο εκτιµητής b OLS  είναι συνεπής, αυτό σηµαίνει ότι όσον αυξάνουν οι 
παρατηρήσεις ο εκτιµητής  b  πλησιάζει το β.  OLS

Η σχέση που ισχύει είναι: 
 
 

Lim P ( cbOLS <− β ) = 1, για κάθε c > 0 
                                    n →  ∞
 

Ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων b OLS καλείται blue δηλαδή είναι 

άριστος, γραµµικός, αµερόληπτος εκτιµητής. 

 

Η µήτρα διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων του b OLS  δίνεται από την 

σχέση: 

 

( ) 1
2^

')( −=− XXbCovVar OLS σ  (α) 
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Όπου  είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής της διακύµανσης 

Var(e i /Χ= x i ) = Ε(e 2
i ) = σ

2^
σ

2   και δίνεται από την σχέση: 

2
ˆ'ˆ

2

ˆ
ˆ

2

2

−
=

−
=

∑
T

ee
T

ei

σ  

 

 το 2 είναι ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων β 0  και β 1  
 

Όπου Τ-2 είναι οι βαθµοί ελευθερίας του υποδείγµατος Υ = β1 + β2Χ + e 

Βαθµοί ελευθερίας: Είναι ο αριθµός των ανεξάρτητων παρατηρήσεων 

(Χ,Υ). Πιο συγκεκριµένα οι βαθµοί ελευθερίας είναι ίσοι µε το συνολικό 

αριθµό παρατηρήσεων αν αφαιρέσουµε το αριθµό των γραµµικών 

περιορισµών στους οποίους υπόκεινται οι παρατηρήσεις Χ,Υ. 

Στο διµεταβλητό υπόδειγµα οι παρατηρήσεις της εξαρτηµένης 

µεταβλητής υπόκεινται σε δύο περιορισµούς που δίνονται από τις 

σχέσεις που ακολουθούν: 

 

∑

∑

=

=

−

−−
=

−=

T

i
i

T

i
ii

XX

YYXX
b

XbYb

1

2

1
2

21

)(

))((  

 
 
Αυτό σηµαίνει πως οι βαθµοί ελευθερίας είναι Τ-2. 
 

Υπολογισµός της σχέσης (α) 

Για τον υπολογισµό της µήτρας των διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων 

του εκτιµητή των ελαχίστων τετραγώνων. 
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[ ][ ]( )
( )( )[ ]'
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ββ −−=

=( )−⇔−−=−

OLSOLS
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bbE
bCovVarbEbbEbEbCovVar  

 

Με δεδοµένο ότι ο εκτιµητής των ελαχίστων τετραγώνων είναι διάνυσµα 

(2x1) θα έχουµε: 
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Επιπλέον έχει δειχθεί ότι:  

 

( ) ( ) eXXXbeXXXb OLSOLS '''' 11 −− =−⇔+= ββ  

 

( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( ) 121111

11

')'()'(''''''

'''''')(
−−−−−

−−

===

==−−=−

XXXXXeeEXXXXXXeeXXXE

eXXXeXXXEbbEbCovVar OLSOLSOLS

σ

ββ
 

 
Η υπόθεση της κανονικότητας του Τυχαίου όρου 
 
Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων δεν απαιτεί την ικανοποίηση της 

υπόθεσης που αφορά την κανονικότητα των καταλοίπων. 

Ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων είναι γραµµική συνάρτηση της 

εξαρτηµένης µεταβλητής και συνεπώς των καταλοίπων. 

 

( ) AYYXXXbOLS == − '' 1 = )( eXA +β  
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Η κατανοµή πιθανότητας του εκτιµητή των ελαχίστων τετραγώνων 

εξαρτάται από αυτήν των τυχαίων όρων σφάλµατος. Αυτό σηµαίνει 

πως και ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων ακολουθεί την κανονική 

κατανοµή. 
 

Έλεγχος Υποθέσεων 
 

Έστω το διµεταβλητό υπόδειγµα: 

 

iii eXY ++= 21 ββ   

 

Θέλουµε να ελέγξουµε αν ο συντελεστής κλίσης είναι ίσος µε µηδέν. 

∆ηλαδή:  β2 = 0 

Ορίζουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση.  

Πιο συγκεκριµένα: 

 

0:
0:

21

2

≠
=

β
β

H
H o  

Είναι γνωστό από την θεωρία ότι: 

 

2
2

22 ~
var −

−
= Ttb

b
t

β  

 

Όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση τότε έχουµε ότι: 

 

2
2

2 ~
var −= Ttb
b

t  

 

t: η στατιστική ελέγχου της µηδενικής υπόθεσης 
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Η διαδικασία ελέγχου υποθέσεων περιλαµβάνει τα εξής βήµατα: 

 

1. Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας α (σφάλµα τύπου Ι). Το α 

δηλώνει την πιθανότητα να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση 

ενώ αυτή είναι σωστή 

 

2. Βρίσκουµε την κριτική τιµή βάσει του πίνακα έτσι ώστε: 

 

      attP cT =>− ][ 2  

 

3. Υπολογίζουµε την στατιστική:  
2

22

varb
b

t
β−

=  , η οποία στην 

µηδενική υπόθεση β = 0 παίρνει την µορφή   2
2

2

varb
b

t =  

 

4. Αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση όταν: ctt <  

 

Το µέγεθος του διαστήµατος εµπιστοσύνης  καθώς και το αποτέλεσµα 

του ελέγχου υποθέσεων είναι συνάρτηση: 

1. Του µεγέθους του δείγµατος 

2. Του αριθµού των παραµέτρων προς εκτίµηση. 

Αυτό ισχύει επειδή οι δύο παραπάνω παράγοντες καθορίζουν τους 

βαθµούς ελευθερίας και συνεπώς την κριτική τιµή , όπως αυτή ορίζεται 

από τους πίνακες κατανοµής. 

ct
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Ο λόγος (t-ratio) του b i  OLS

 
Είναι ο λόγος του εκτιµηθέντος συντελεστή προς το τυπικό του 

σφάλµα. 

 

Εµπειρικός κανόνας: Αν η απόλυτη τιµή της εκτιµηθείσας παραµέτρου 

είναι µεγαλύτερη του διπλάσιου του εκτιµηθέντος τυπικού σφάλµατος σε 

ένα δίπλευρο έλεγχο τότε η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται και συνεπώς 

η υπό εξέταση παράµετρος είναι στατιστικά σηµαντική. 

Σε µαθηµατικούς όρους το παραπάνω συνοψίζεται στα εξής: 

 

Αν sebi 2> ( )     ή  αλλιώς:          ib
∧

2
).(.

>∧

i

i

bes

b   

 

τότε η προς εξέταση παράµετρος β i  είναι  στατιστικά σηµαντική. 

 

Ο λόγος  ∧

).(. i

i

bes

b  είναι γνωστός ως t-ratio(b i ). 

t-ratio (b i ) = ∧

).(. i

i

bes

b  

 

Ο συντελεστής προσδιορισµού r2 

 

Ένα υπόδειγµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για  

α) εκτίµηση και  

β) για πρόβλεψη.  
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Για την πραγµατοποίηση καλών προβλέψεων πρέπει το υπόδειγµα να 

µπορεί να εξηγήσει όσο το δυνατόν µεγαλύτερο ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής. 

 

Έστω ότι θέλουµε να συγκρίνουµε δύο υποδείγµατα. 

1. iii eXY ++= 21 ββ  

2. ii eY += β  

Ποιο από τα δύο υποδείγµατα ερµηνεύει καλύτερα τις µεταβολές της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. Για το δεύτερο υπόδειγµα η καλύτερη 

πρόβλεψη και για οποιαδήποτε νοικοκυριό είναι ο µέσος όρος . 

Αυτή όµως είναι µια πολύ περιοριστική πρόβλεψη αφού δεν µπορεί να 

εξηγήσει τις αποκλίσεις που υπερβαίνουν ή που υπολείπονται του µέσου 

όρου.  

OLSbY =
−

Συνεπώς το πρώτο υπόδειγµα µπορεί να εξηγήσει καλύτερα γιατί τα 

νοικοκυριά δαπανούν περισσότερο ή λιγότερο από το µέσο νοικοκυριό. 

Η συνολική απόκλιση από το µέσο όρο δίνεται από την σχέση: 

 







 −+






 −=−

∧∧ __

YYYYYY    (α) 

 

(
_
YY − ): Συνολική απόκλιση 

 

Η διαφορά =e  ονοµάζεται κατάλοιπο και είναι το τµήµα εκείνο 

της µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής που δεν ερµηνεύεται 

από την µεταβλητότητα της ανεξάρτητης µεταβλητής. Αποτελεί την 

ανεξήγητη απόκλιση από τον µέσο της εξαρτηµένης µεταβλητής. 

Οφείλεται σε παράγοντες που το υπόδειγµα δεν έλαβε υπόψη. 







 −

∧

YY
∧
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Η διαφορά 
  είναι το µέρος της απόκλισης που εξηγείται από την 

µεταβλητότητα της ανεξάρτητης µεταβλητής, αφού ισχύει:  






−

∧

YY

 







 −

∧

YY =  





 −

_

2 XXb

 
Στόχος ενός υποδείγµατος είναι να περιορίζεται το απρόβλεπτο τµήµα 

ώστε οι προβλέψεις να είναι πιο ακριβείς. 

Ο συντελεστής προσδιορισµού ορίζεται στο [0,1]. Συνεπώς οι δύο 

ακραίες τιµές είναι το 0 και το 1. Όσο αυξάνει το ποσοστό και τείνει προς 

τη µονάδα το υπόδειγµα προβλέπει καλύτερα τις τιµές του δείγµατος. 

 

Προσδιορισµός του µέτρου του συντελεστή προσδιορισµού.  
 

Η διαδικασία αυτή λαµβάνει χώρα σε τρία στάδια: 

 

1. Υψώνουµε στο τετράγωνο την σχέση (α) 

2. Αθροίζουµε όλες τις παρατηρήσεις του δείγµατος 

3. ∆ιαιρούµε µε το συνολικό άθροισµα των τετραγώνων των 

καταλοίπων 

 
Τετραγωνίζουµε την εξίσωση (α): 

 

iiiii eYYeYYYY
∧−∧−∧−







 −++






 −=






 − 2

222

  

  

Αθροίζοντας όλες τις παρατηρήσεις προκύπτει η εξής σχέση: 

 

∑
=

T

i 1

2

1

2

1

2

i

T

i
i

T

i
i eYYYY

∧

=

−∧
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∑∑ +





 −=






 −     (β) 
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Αυτή η σχέση προκύπτει µε δεδοµένο ότι: ∑  02
1

=





 −

∧−

=

ii

T

i
eYY

 

Η εν λόγω σχέση προκύπτει ως εξής: 
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Αντικαθιστούµε στην σχέση (β) τα εξής: 
 
 

∑
=

T

i 1

2







 −

−∧

YY i  = ΑΤΠ  - Άθροισµα τετραγώνων της παλινδρόµησης  (SSR) 

2

1
i

T

i
e
∧

=
∑  = ΑΤΚ - Άθροισµα τετραγώνων των καταλοίπων  (RSS) 

∑
=

T

i 1

2







 −

−

YYi  = ΣΑΤ  - Συνολικό άθροισµα τετραγώνων  (TSS) 

 

Αυτό σηµαίνει πως η σχέση (β) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

ΣΑΤ = ΑΤΠ + ΑΤΚ  (γ) 

                                 

                                         ή    TSS = SSR + RSS 

 

∆ιαιρώντας την (γ) µε την τιµή ΣΑΤ λαµβάνεται η σχέση (δ).  

∆ηλαδή: 
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Ο συντελεστής προσδιορισµού µπορεί να υπολογισθεί και από τους 

τύπους: 
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Όπου x i  = Χ i  - 
−

X  και  y i  = Y i - 
−

Y . 

Ο συντελεστής προσδιορισµού δίνει το ποσοστό της µεταβλητότητας της 

εξαρτηµένης µεταβλητής που ερµηνεύεται από τη µεταβλητότητα της 

ανεξάρτητης µεταβλητής. 

 

Παράδειγµα:  
r2 = 0,317. Αυτό σηµαίνει πως το 31,7% της µεταβλητότητας της 

εξαρτηµένης µεταβλητής (απόκλισης από τον µέσο όρο) του δείγµατος 

ερµηνεύεται από την µεταβλητότητα του ανεξάρτητης µεταβλητής. Το 

υπόλοιπο 68,3% δεν ερµηνεύεται από το υπόδειγµα.  

Χαµηλός συντελεστής προσδιορισµού συνεπάγεται µικρή ικανότητα 

πρόβλεψης. 

Υψηλός συντελεστής προσδιορισµού συνεπάγεται υψηλή ικανότητα 

πρόβλεψης 

Ο συντελεστής προσδιορισµού είναι ένα µέτρο της γραµµικής σχέσης 

µεταξύ της εξαρτηµένης και της ανεξάρτητης µεταβλητής.  
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Όσο µεγαλύτερος είναι ο συντελεστής προσδιορισµού τόσο ισχυρότερη 

είναι η σχέση µεταξύ του Υ και του 
∧

Y . 

Όπως έχει προαναφερθεί ο συντελεστής προσδιορισµού παίρνει ως 

ακραίες τιµές το 0 και το 1. 

 

r2=0. Η παλινδρόµηση δεν ερµηνεύει καθόλου την µεταβλητότητα της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. Χαρακτηριστικό παράδειγµα µιας τέτοιας 

περίπτωσης είναι το µονοµεταβλητό υπόδειγµα για το οποίο ισχύει: TSS 

= RSS, SSR=0 ∆ηλαδή: . Σε αυτή την περίπτωση η παλινδρόµηση 

είναι µία ευθεία γραµµή. 

−∧

= YY t

 

 

−

Y 

Y=Y  

Υ=β+e 

X 

r2=1: Η παλινδρόµηση ερµηνεύει όλη την µεταβλητότητα της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. ∆ηλαδή ισχύει RSS =0. Σε αυτή την 

περίπτωση το σύνολο των παρατηρήσεων του δείγµατος βρίσκεται στην 

γραµµή της παλινδρόµησης. Πιο συγκεκριµένα: 
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Το ενδεχόµενο αυτό είναι αδύνατο να συµβεί στην πράξη. 
 
Υψηλή τιµή του συντελεστή προσδιορισµού δεν συνεπάγεται κακό 

υπόδειγµα. Αυτή είναι συνάρτηση του είδους της οικονοµετρικής 

ανάλυσης. 

 

1) Χρονολογικές σειρές: Αναµένεται υψηλή τιµή του συντελεστή 

προσδιορισµού λόγω της κοινής τάσης στις µεταβλητές. 

2) ∆ιαστρωµατικά στοιχεία: Εµφανίζουν χαµηλότερη τιµή του 

συντελεστή προσδιορισµού. 

 

Την µεγαλύτερη σηµασία έχουν τα χαρακτηριστικά των εκτιµήσεων από 

τα οποία τα σηµαντικότερα είναι η στατιστική σηµαντικότητα των 

εκτιµήσεων καθώς και η συνέπεια αυτών σύµφωνα µε την οικονοµική 

θεωρία. 

 

     Η σχέση ΣΑΤ = ΑΤΠ + ΑΤΚ   ισχύει στις ακόλουθες περιπτώσεις: 

 

1) Η µέθοδος εκτίµησης είναι αυτή των ελαχίστων τετραγώνων 

2) Το υπόδειγµα είναι γραµµικό 

Υ=β+e 

Y 

Y=
−

Y  

X 

                                              



3) Το υπόδειγµα περιλαµβάνει σταθερό όρο. 

Αν κάποιες από τις παραπάνω υποθέσεις δεν ισχύει τότε ο συντελεστής 

προσδιορισµού ορίζεται µε διαφορετικό τρόπο. 

 

Ο συντελεστής συσχέτισης r 
 

∆ίνεται από τον τύπο: 

 

∑ ∑

∑
=

T

i

T

i
ii

T

i
ii

yx

yx
r

))(( 22

 

 
Εκφράζει την συσχέτιση των µεταβλητών Χ και Y . Παίρνει τιµές µεταξύ 

του -1 και 1. Όταν παίρνει αρνητικές τιµές έχουµε αρνητική συσχέτιση, 

ενώ όταν παίρνει θετικές τιµές έχουµε θετική συσχέτιση µεταξύ των 

µεταβλητών.  

Αρνητική συσχέτιση των Χ και Y σηµαίνει ότι αυξανοµένου του Χ 

µειώνεται το Y και αντιστρόφως. 

Θετική συσχέτιση των Χ και Y σηµαίνει ότι αυξανοµένου του Χ 

αυξάνεται το Y και αντιστρόφως. 

Όταν r = 0 δεν έχουµε συσχέτιση των Χ και Y.  

 
Ο συντελεστής συσχέτισης r µετρά την διασπορά των τιµών του 

δείγµατος γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης. Όσο η απόλυτη τιµή του 

συντελεστή συσχέτισης είναι πολύ κοντά στο 1 τόσο η διασπορά των 

τιµών του δείγµατος γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης είναι µικρή και 

αντίστροφα. 
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Αξιολόγηση του συνόλου του υποδείγµατος 
 

Η σηµαντικότητα του συνόλου του υποδείγµατος µπορεί να ελεγχθεί µε 

την τιµή F – Στατιστικής η οποία στο διµεταβλητό υπόδειγµα ισούται 

µε t2 (F = t2). 

Η F – Στατιστική δίνεται από την σχέση: 

 

F = 
)/()(
)1/()(

κ
κ

−ΑΤΚ
−ΑΤΠ

T
= 

)/()1(
)1/(

2

2

kTr
kr

−−
−  

 

Ο καλύτερος τρόπος για να ελεγχθεί το συνολικό υπόδειγµα είναι να 

κατασκευασθεί ο πίνακας ανάλυσης της µεταβλητότητας της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. 

 

Μεταβλητότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Πηγή 

µεταβλητότητας

Αθροίσµατα  

Τετραγώνων 

Βαθµοί 

ελευθερίας 

Μέσοι  F 

Παλινδρόµηση 

Χ 

ΑΤΠ κ-1 ΑΤΠ/(κ-1) F 

Κατάλοιπα 

e 

ΑΤΚ Τ-κ ΑΤΚ/(Τ-κ)  

Σύνολο ΣΑΤ Τ-1 ΣΑΤ/(Τ-1)  

 

Όπου κ ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων (στο διµεταβλητό 

υπόδειγµα έχουµε κ = 2) 
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Με την F – Στατιστική ελέγχεται η µηδενική υπόθεση: 

 

                                        Η : β 1 = β = 0 0 2

Η 1 : Ένα εκ των β i ≠   0 

 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α 

 

Αν F – Στατιστική < F η  Η  γίνεται δεκτή  ),1,2/( κκα −− T 0

Αν F – Στατιστική > F η  Η  γίνεται απορρίπτεται ),1,2/( κκα −− T 0

 

 Η αποδοχή της  Η  σηµαίνει ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή Χ δεν 

επηρεάζει σηµαντικά την εξαρτηµένη µεταβλητή. 

0

 

Σε περίπτωση που εκτιµηθούν οι συντελεστές του υποδείγµατος µε την 

θεωρία των πινάκων και στον πίνακα µεταβλητότητας της εξαρτηµένης 

µεταβλητής  µπορεί να χρησιµοποιηθούν πίνακες για να περιγράψουν τα 

µεγέθη ΣΑΤ, ΑΤΠ, ΑΤΚ, F. 

Αυτό θα παρουσιασθεί στην εξέταση του γενικευµένου κλασικού 

υποδείγµατος Y i = β Χ + β Χ 1 +…………..+ β Χ +  ε i που ακολουθεί. 0 i0 1 i k ki

 

Το γενικευµένο κλασικό υπόδειγµα   

Y i = β 0Χ + β 1Χ +…………..+ β Χ +  ε i   i0 i1 k ki

(µε την µέθοδο των πινάκων -µητρών). 

Παρουσίαση του υποδείγµατος  
Y i = β Χ + β 1Χ 1 +…………..+ β Χ +  ε i  0 i0 i k ki
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χωρις όρο σφάλματος η σχέση λέγεται προσδιοριστικήμε το όρο σφάλματος η σχέση λέγεται στοχαστική



Ο πρώτος δείκτης 0,1, 2,…, κ αναφέρεται στην ερµηνευτική – 

ανεξάρτητη µεταβλητή και ο δεύτερος δείκτης στην i - παρατήρηση του 

δείγµατος. 

Εποµένως για Τ παρατηρήσεις θα προκύψει το σύστηµα: 
 

Y1  = β 0Χ 01+ β 1Χ 11 +…………..+ β Χ +  ε 1  k 1k

Y  = β Χ 02 + β 1Χ 12 +…………..+ β Χ +  ε  2 0 k 2k 2

……………………. 

………………….… 

Y T  = β Χ 0 + β 1Χ 1 +…………..+ β Χ +  ε T  0 T T k kT

 

 

Υπό µορφή πινάκων το παραπάνω σύστηµα παίρνει την µορφή: 

 

Y = Xb + e 

 

Όπου 

 

Όπου Y =  , πίνακας στήλη T x 1, των τιµών της εξαρτηµένης 

µεταβλητής  
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Y
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 X =  , πίνακας Tx(κ+1), των τιµών των ανεξαρτήτων 

µεταβλητών µε τα στοιχεία της πρώτης µεταβλητής ίσα µε τη µονάδα. 
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b = , πίνακας στήλη (κ+1) x 1 των συντελεστών παλινδρόµησης 
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.
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e = , πίνακας στήλη T x 1, των τιµών του διαταρακτικού όρου. 























Te

e
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.
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Όπως αναφέρθηκε οι κανονικές εξισώσεις λαµβάνονται από την 

ελαχιστοποίηση των τετραγώνων των καταλοίπων. 

Τα κατάλοιπα υπό την µορφή των πινάκων υπολογίζονται από την 

παλινδρόµηση του δείγµατος. 

 

Y = Xb + e άρα e = Y – Xb 

 

Έχουµε ότι: 
 

e =     και  e  , ο ανάστροφός του πίνακα στήλη δίνεται από το 

διάνυσµα:  
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e
e
e
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3

2
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e
e
e
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ê ΄= [ ……. ]   ê 1 ê 2 ê T
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Εποµένως η συνάρτηση που ελαχιστοποιείται είναι η: 
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Συνεπώς : 
 

( ) ( )

)''min(

))('min('minmin

''''

''
2

1

^

XbXbYXbXbYYY

XbYXbYXbYXbYe
i

T

i

+−−=

=−−=−−=∑
=     (Ι) 

 

Οι διαστάσεις των αντιστρόφων πινάκων  δίνονται ως ακολούθως: 
Υ΄: 1 x T 

b΄: 1 x (κ+1) 

X΄: (κ+1) x T 

 

Τα γινόµενα Y και ορίζονται ως βαθµωτά µεγέθη αφού έχουν 

διαστάσεις 1x1. Ο Y είναι ο ανάστροφος του b  

Xb' YXb ''

Xb' YX ''

Πιο συγκεκριµένα ισχύει: 

 

( ) XbYbXYYXb ')''()''('''' ==  

 

Επειδή και οι δύο όροι είναι βαθµωτά µεγέθη και ( ) XbYYXb '''' =  δίνουν 

άθροισµα YXbXbY ''2'2 =  

 

Άρα η σχέση (Ι) γίνεται: ( )XbXbYXbYY '2'min ''' +−  

 

Για την ελαχιστοποίηση απαιτείται: 

 

 37



0'2'20)(
^'^

=+−⇔=
∂

∂ XbXYX
b
ee  

 

Η συνθήκη πρώτης τάξης δίνει δύο εξισώσεις αφού το b είναι ένα 

διάνυσµα. Οι εξισώσεις αυτές ονοµάζονται κανονικές εξισώσεις και 

είναι: 

 

b OLS  = (X ' X) X ' Y 1−

 

Όπου 
 

b OLS =  ,      
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YX '  =    ,   0 =  µηδενικός πίνακας – στήλη (κ+1) x 1 
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Στη µορφή της γραµµικής άλγεβρας ισχύουν τα εξής: 

 

Var – Cov (e) = E ( )( )[ ]')()( eEeeEe −−  
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όπου 

e=      ,  ενώ εξ υποθέσεως ισχύουν τα εξής: 
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Τελικά µε βάση τις υποθέσεις που αναφέρθηκαν και διέπουν τα 
σφάλµατα καταλήγουµε στον ίδιο τύπο. 
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Εκτιµητές των διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων των συντελεστών 
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Τελικά έχουµε: Var – Cov(b ) = (OLS

^
σ 2 XX ' )  1−

 
Όπου η   η εκτίµηση της σ  που δίνεται από την σχέση: 

^
σ 2 2

 
 

∧

σ 2 = 
11

''
1

2

−−
−Υ

=
−−

∑
=

kT
YXbY΄

kT

e
OLS

T

i
i

 

 

Όπου κ+1 ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων – συντελεστών του 

υποδείγµατος. 

Ο Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού  R  2
.... 21 kxxxy

 
    Ο συντελεστής R 2

y µετράει το ποσοστό της µεταβλητότητας της 
εξαρτηµένης µεταβλητής που ερµηνεύεται από τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές και δίνεται από τον τύπο: 

.... 21 kxxx

 

R = 2
.... 21 kxxxy −

−

−

−
=

ΣΑΤ
ΑΤΠ

2'

2''

YTYY

YTYXbOLS  

 
 
Αθροίσµατα Τετραγώνων σε µορφή πινάκων 
 
 

ΣΑΤ = Υ 'Υ - Τ
2−

Y  
 
 

ΑΤΚ = Υ 'Υ - b ' X ' Y = (1- R )(Υ 'Υ - ΤOLS
2

.... 21 kxxxy

2−

Y ) 
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ΑΤΠ = b ' X ' Y - ΤOLS

2−

Y = R (Υ 'Υ - Τ2
.... 21 kxxxy

2−

Y ) 

 
Αξιολόγηση του υποδείγµατος 
  

1. Αξιολόγηση των ατοµικών συντελεστών  
 

 
Ελέγχεται η µηδενική υπόθεση: 
 
 
Η 0 : β i = 0 µε Η 1 : β i  0  ≠

Σε επίπεδο σηµαντικότητας α 
 

Χρησιµοποιούµε το t - ratio
i

i

b

b

var
= , όπου )( ibVar  το τυπικό σφάλµα 

του b i που δίνεται από την τετραγωνική ρίζα του αντίστοιχου διαγώνιου 

στοιχείου του πίνακα (
^

σ 2 XX ' ) . 1−

 
Επίσης µπορούµε να εκτιµήσουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης για τον 
συντελεστή β i από την σχέση: 
 
 

b i - )( ibVar  t 1,2/ −−κα T ≤  β i ≤  b i + )( ibVar  t  1,2/ −−κα T

 
 

2. Αξιολόγηση ολοκλήρου του υποδείγµατος 
 
Όπως αναφέρθηκε η σηµαντικότητα του συνόλου του υποδείγµατος 

µπορεί να ελεγχθεί µε την τιµή  F – Στατιστικής . 

 

Η F – Στατιστική δίνεται από την σχέση: 

 

F = 
)1/()(
)11/()(

−−ΑΤΚ
−+ΑΤΠ

κ
κ
T

= 
)1/()1(

/
....

2
....
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−−− kTR
kR

K

k

xxxy

xxxy =  
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(
k

YTYXbOLS

−

− 2''

)/(
1

'''

−−
−

kT
YXbYY OLS ) 

 

Ο καλύτερος τρόπος για να ελεγχθεί το συνολικό υπόδειγµα είναι να 

κατασκευασθεί ο πίνακας ανάλυσης της µεταβλητότητας της 

εξαρτηµένης µεταβλητής 

 

Μεταβλητότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Πηγή 

µεταβλητότη

τας 

Αθροίσµατα  

Τετραγώνων 

Βαθµοί 

ελευθε

ρίας 

Μέσοι  F 

Παλινδρόµη

ση 

Χ 

ΑΤΠ = b ' X ' Y – ΤOLS

2−

Y  
 

=   R 2 (Υ 'Υ - Τ.... 21 kxxxy

2−

Y ) 
 

κ ΑΤΠ/κ F 

Κατάλοιπα 

e 

ΑΤΚ = Υ 'Υ - b ' X ' Y = 

(1- R )(Υ 'Υ - Τ

OLS

2
. 21xxy ... kx

2−

Y ) 
 

Τ-κ-1 ΑΤΚ/(Τ-κ-1)  

Σύνολο ΣΑΤ = Υ 'Υ - Τ
2−

Y  Τ-1 ΣΑΤ/(Τ-1)  

 

(Όπου κ+1 ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων) 

 

Με την F – Στατιστική ελέγχεται η µηδενική υπόθεση:  

 

Η : β 1= β =…….= β = 0 0 2 k

                                      Η 1 : Ένα εκ των β i ≠  0 
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ezafe
Sticky Note
H0:β0=β1=β2-....=βκ=0Η1΄:β0#0 ή/και β1#9, ή και β2#0 κοκFστατ<Fκρ  αποδεχόμαστε Η0 άρα υποδ μη στατιστικά σημαντικόαν ισχύει το ανάποδο τότε το υπόδειγμα είναι στατιστικά σημαντικό



σε επίπεδο σηµαντικότητας α 

Αν F – Στατιστική < F    η  Η  γίνεται δεκτή  )1,,( −−κκα T 0

Αν F – Στατιστική > F    η  Η  γίνεται απορρίπτεται )1,,( −−κκα T 0

 

 Η αποδοχή της  Η 0  σηµαίνει ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή Χ δεν 

επηρεάζει σηµαντικά την εξαρτηµένη µεταβλητή. 

 

Παραδείγµατα: 

1. Παράδειγµα (χρησιµοποιούνται αθροίσµατα) 
 

Έστω τα ακόλουθα δεδοµένα που αφορούν δαπάνες για 

διατροφή (Υ) και διαθέσιµο εισόδηµα (Χ), ανά µήνα, οκτώ 

νοικοκυριών. (σε εκατοντάδες ευρω) 

Έτος              ∆απάνες (Υ)          Εισόδηµα (Χ)       ΧΥ 

2000                      60                              110             6600 

2001                      62                              113             7006 

2002                      65                              116             7540 

2003                      67                              119             7973 

2004                      70                              120             8400 

2005                      73                              121             8833 

2006                      74                              125             9250 

2007                      78                              130           10140 

 

Να εφαρµοσθεί το γραµµικό µοντέλο  

iii eXY ++= 21 ββ   στα δεδοµένα. 
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Από τις κανονικές εξισώσεις έχουµε ότι: 

 

∑

∑

=

=

−

−

−−
=

−=

T

i
i

T

i
ii

XX

YYXX
b

XbYb

1

2

1
2

21

)(

))((           

 

Επίσης το b2  µπορεί να υπολογισθεί από τον τύπο: 

 

b2  = 
∑ ∑

∑ ∑∑

−

−

T

i

T

i
ii

T

i

T

i
i

T

i
iii

XXT

YXYXT

22 )(
= 2)954(114052*8

549*95465742*8
−

− = 0,95 

 

Όπου Τ = 8, = 549, = 954, = 114.052, = 65.742 ∑
=

8

1i
iY ∑

=

8

1i
iX ∑

=

8

1

2

i
iX i

i
iYX∑

=

8

1

 

Το b1  = 
−

− Xb2Y  = 68,63 – 0,95* 119,25= - 44,66  

Όπου 63,68=Y και  = 119,25. 
−

X

Το µοντέλο που εκτιµάται είναι: 

 

ii XY 95,066,44
^

+−=  

 

Η εκτίµηση της  διακύµανσης του διαταρακτικού όρου είναι ίση µε: 
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∧

σ 2 = =
−

∑
=

kT

e
T

i
i

1

2^

28
194,11
−

= 1,87 

 

 

Τo άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων είναι: 

 

∑
=

8

1

2^

i
ie = 11,194 

 

Οι εκτιµήσεις των διακυµάνσεων των δύο εκτιµητών  b1, b2  είναι: 

 

 

        



















−
=

∑

∑

=

−8

1

2

8
2

2^

1

)(8
)(

i
i

i
i

XX

X
b σVar    = 1,87* 

48,287*8
052.114 = 92,73 

 

Όπου = = 287,48 
−

=

−∑ 2
8

1
)( XX

i
i ∑

=

8

1

2

i
ix

 

         και            ( )
( )∑

=

−
= 8

1

2

2^

2

i
i XX

b σVar = 
48,287

87,1 = 0,006 

 

Τα τυπικά σφάλµατα των b1, b2  είναι αντίστοιχα s.e(b1 ) = 73,92  = 9,63 

και s.e(b ) = 2 006,0  = 0,08. 
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Αξιολόγηση των συντελεστών του υποδείγµατος 
 

Προσδιορίζω τον λόγο  t-ratio(b i ) = ∧

).(. i

i

bes

b  για κάθε συντελεστή του 

υποδείγµατος. 

 

Έχουµε: 

t-ratio(b1) =  
63,9

66,44−  = 4,64 

t-ratio(b ) =  2 08,0
95,0  = 11,88 

 
Η µηδενική υπόθεση είναι: 

 

   Η : β i = 0  µε 0

Η : β i  0 ≠  0 

 

Επειδή  t  = t  = 2,447 < t-ratio(b i ) η µηδενική υπόθεση Η 0  kTa −;2/ 6;025,0

δεν γίνεται δεκτή που σηµαίνει ότι η ανεξάρτητη – ερµηνευτική 

µεταβλητή επηρεάζει σηµαντικά την εξαρτηµένη µεταβλητή. 

 

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τους συντελεστές β i  

 

b i  - s.e(b i ) * t  kTa −;2/ ≤   β i ≤  b i  + s.e(b i ) * t  kTa −;2/
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Για τον συντελεστή  β 1  έχουµε: 

- 44,66 – 9,63 * 2,447 ≤   β 1 ≤  - 44,66 + 9,63 * 2,447 

-68,22 ≤   β 1 ≤  21,11 

Για τον συντελεστή  β  έχουµε: 2

0,95 – 0,08 * 2,447 ≤   β  0,95 + 0,08 * 2,447 2 ≤

0,754 ≤   β 2 ≤  1,146 

 
Ο συντελεστής προσδιορισµού µπορεί να υπολογισθεί και από τους 

τύπους: 

∑ ∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑
====







 −







 −

=

=

−

=

−∧

T

i

T

i
ii

T

i
ii

T

i
i

T

i
ii

T

i
i

T

i
i

T

i
i

T

i
i

T

i
i

T

i
i

yx

yx

y

yxb

y

xb

y

y

YY

YY
r

))((

)(

22

2

2

2

2

22
2

2

^
2

1

2
1

2

2  

 
Επιλέγουµε τους τύπους:  
 

==

∑

∑
8

2

8
22

2
2

i
i

i
i

y

xb
r

90,271
48,287*95,0 2

= 0,95 

 
ή 
 

==

∑

∑
8

2

8

2
2

i
i

i
ii

y

yxb
r

90,271
76,273*95,0 = 0,95 

 

Όπου = 271,90  και ∑ = 273,76 ∑
=

8

1

2

i
iy

=

8

1i
ii yx

 
Άρα το 95% της µεταβλητότητας του Υ ερµηνεύεται από την 
µεταβλητότητα του Χ. 
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Ο συντελεστής συσχέτισης r 
∆ίνεται από τον τύπο: 

 

∑ ∑

∑
=

8 8
22

8

))((
i i

ii

i
ii

yx

yx
r = 

90,271*48,287
76,273 = 0,979 

 

Έχουµε ισχυρή θετική συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών Χ  και Υ 
 
 

Αξιολόγηση του συνόλου του υποδείγµατος 
 

Η σηµαντικότητα του συνόλου του υποδείγµατος µπορεί να ελεγχθεί µε 

την τιµή F – Στατιστικής η οποία στο διµεταβλητό υπόδειγµα ισούται 

µε t2 (F = t2). 

Η F – Στατιστική δίνεται από την σχέση: 

 

F = 
)/()(
)1/()(

κ
κ

−ΑΤΚ
−ΑΤΠ

T
= 

)/()1(
)1/(

2

2

kTr
kr

−−
−  

 

Όπου κ =2 οι προς εκτίµηση συντελεστές  

Ο καλύτερος τρόπος για να ελεγχθεί το συνολικό υπόδειγµα είναι να 

κατασκευασθεί ο πίνακας ανάλυσης της µεταβλητότητας της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. 
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Μεταβλητότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Πηγή 

µεταβλητότητας

Αθροίσµατα  

Τετραγώνων 

Βαθµοί 

ελευθερίας 

Μέσοι  F 

Παλινδρόµηση 

Χ 

ΑΤΠ=260,71 κ-1= 1 ΑΤΠ/(κ-1) 

= 260,71 

F= 

139,42 

Κατάλοιπα 

e 

ΑΤΚ= 11,19 Τ-κ = 6 ΑΤΚ/(Τ-κ) 

= 1,87 

 

Σύνολο ΣΤΑ = 271,90 Τ-1= 7 ΣΑΤ/(Τ-1) 

= 38,84 

 

 

Όπου κ ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων (στο διµεταβλητό 

υπόδειγµα έχουµε κ = 2) 

 

Με την F – Στατιστική ελέγχεται η µηδενική υπόθεση: 

 

                                        Η : β 1 = β = 0 0 2

Η 1 : Ένα εκ των β i ≠   0 

 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% και 10%  

Έχουµε F = F = 5,99  και  F = F = 3,78 ),1,( κκα −− T )6,1;05,0( ),1,( κκα −− T )6,1;10,0(

Εφόσον  F – Στατιστική = 139,42 >  F ( = 5,99  και F – Στατιστική = 

139,42 > F = 3,78  η  Η  δεν γίνεται δεκτή άρα η ανεξάρτητη 

µεταβλητή Χ επηρεάζει στατιστικά σηµαντικά την εξαρτηµένη 

µεταβλητή. 

)6,1;05,0

)6,1;10,0( 0

 

 Έχουµε επίσης ότι στο µονοµεταβλητό υπόδειγµα Y iii eX ++= 21 ββ   

 49



           F = t ,  (2 F = 42,139  ≈  t-ratio(b ) = 11,88). 2

 
2.Παράδειγµα (χρησιµοποιείται άλγεβρα πινάκων)  
 
 
Έστω τα παρακάτω ετήσια στοιχεία για τις µεταβλητές Υ, Χ , Χ 1 , Χ  0 2

 
Παρατηρήσεις             Υ              Χ               Χ 1                Χ    0 2

           1                          7               1                4                  1 
           2                        12               1                7                  2 
           3                        17               1                9                  5 
           4                        20               1               12                 8 
      Σύνολο                   56               4               32               16 
 
Να εκτιµηθεί το πολυµεταβλητό υπόδειγµα  

 

Y i = β 0Χ + β 1Χ + β Χ 2 +  e i  i0 i1 2 i

 
(πηγή: Α. Ανδρικόπουλος, Οικονοµετρία, τόµος Α, 2003) 
 
Υπό µορφή πινάκων το υπόδειγµα έχει την ακόλουθη µορφή: 
 
 

 
Y = X b + e 

 
 
Όπου 
 
 
 

Y = ,       X = ,      b = ,         e =  























20
17
12
7























8.....12......1
5......9.......1
2......7......1
1......4.....1























2

1

0

b
b

b























2

1

0

e
e
e
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Κανονικές εξισώσεις: 
 
 

b OLS  = (X ' X) X ' Y 1−

 
 
 

όπου   X ' =  























8.........5......2.......1
12........9......7......4
1.........1......1.....1

 
 
Άρα έχουµε: 
 
 
 

b OLS  = [ ]  























2

1

0

b
b

b























8.........5......2.......1
12........9......7......4
1.........1......1.....1























8.....12......1
5......9.......1
2......7......1
1......4.....1

1−























8.........5......2.......1
12........9......7......4
1.........1......1.....1























20
17
12
7

 
 
 
 

Όπου  Χ X' = = (*) 























8.........5......2.......1
12........9......7......4
1.........1......1.....1























8.....12......1
5......9.......1
2......7......1
1......4.....1























94......159.......16
159.....290.....32
16......32.......4

 
 
 
µε    236' =XX  

 

(*) Ο πίνακας Χ X'  µπορεί να υπολογισθεί και από την σχέση: 
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Χ X' = 

























∑ ∑∑

∑ ∑ ∑
∑ ∑

2
1

1
2

11

1

.............................
.............................................................
..............................................................

...........................
................................

kkk

k

k

XXXX

XXXX
XXT

=  























94......159.......16
159.....290.....32
16......32.......4

 

Όπου Τ = 4, ΣΧ 1 = 32, ΣΧ = 16, ΣΧ 1 = 290, ΣΧ = 94, ΣΧ 1Χ = 159 2
2 2

2 2

 

(X ' X)  = [ ]  = 1−























94......159.......16
159.....290.....32
16......32.......4

1−

236
1























−
−−

−

136............124.......448
124......120..........464
448.........464.......1979

 

 

και 

 

X ' Y = = (**) 























8.........5......2.......1
12........9......7......4
1.........1......1.....1
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276
505
56

 

(**) Ο πίνακας X ' Y  µπορεί να προκύψει και από την σχέση: 

 

X ' Y  = =  























∑

∑
∑

YX

YX
Y

k

.........
.......

1

















276
505
56

 

Όπου ΣΥ= 56, ΣΧ 1Υ = 505, ΣΧ Υ = 276 2
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Τελικώς προκύπτει: 

 

b  = 0,644 0

b = 1,661 1

b = 0,017 2

 

Η εκτιµώµενη συνάρτηση παλινδρόµησης είναι: 
∧

Y = b  + b1Χ 1  + b Χ 2  = 0,644 + 1,661Χ  + 0,017Χ  0 2 1 2

 

Εκτίµηση της διακύµανσης του διαταρακτικού όρου 

 

∧

σ 2 = 
kT

YXbY΄
kT

e
OLS

T

i
i

−
−Υ

=
−

∑
=

''
1

2^

 

 
Όπου κ = 3 ο αριθµός των προς εκτίµηση συντελεστών 

 

 

Έχουµε  

 

Y ' Y = [7   12     17   20] = 882 























20
17
12
7
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b '
OLS X ' Y = [0,644   1,661    0,017]  = 879,56 























276
505
56

 

Συνεπώς έχουµε: 

 

 

2∧

σ = 
kT

YXbY΄
kT

e
OLS

T

i
i

−
−Υ

=
−

∑
=

''
1

2^

 = 
34

56,879882
−

−  = 2,44 

 

Εκτιµητής διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων των b i  

Var – Cov (b ) = (X ' X)  = OLS

∧

σ 2 1−

 

 

= 
236

44,2























−
−−

−

136............124.......448
124......120..........464
448.........464.......1979

 =  























−
−−

−

41,1...........28,1.........63,4
28,1......24,1..........80,4
63,4.........80,4.......44,20

 

Άρα έχουµε: 

 

Var(b ) = 20,44 ,   (τυπικό σφάλµα) s.e(b 0 ) = 0 44,20  = 4,52     

 Cov(b , b1 ) = - 4,80 0

Var(b1 ) = 1,24  ,   (τυπικό σφάλµα)   s.e(b1 ) = 24,1  = 1,10         

Cov(b 0 , b ) = - 4,63 2

Var(b ) = 1,41   ,   (τυπικό σφάλµα) s.e(b ) = 2 2 41,1  = 1,18          
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Cov(b1 , b )  = -1,28 2

 

Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού 
 

R = 2
. 21xxy −

−

−

−
=

ΣΑΤ
ΑΤΠ

2'

2''

YTYY

YTYXbOLS  = 2

2

)14(*4882
)14(*456,897

−
−  = 0,975 

 

Αξιολόγηση των ατοµικών συντελεστών του υποδείγµατος 
 

Προσδιορίζω τον λόγο  t-ratio(b i ) = ∧

).(. i

i

bes

b  για κάθε συντελεστή του 

υποδείγµατος. 

 

Έχουµε: 

t-ratio(b ) =  0 52,4
644,0  = 0,142 

t-ratio(b1) =  
10,1
661,1  = 0,151 

t-ratio(b ) =  2 18,1
017,0  = 0,014 

 

Η µηδενική υπόθεση είναι: 
 

   Η : β i = 0  µε 0

Η : β i  0 ≠  0 

 

Επειδή  t  = t  = 12,706 > t-ratio(b i ) η µηδενική υπόθεση Η 0  kTa −;2/ 1;025,0
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γίνεται δεκτή που σηµαίνει ότι µεµονωµένα οι ανεξάρτητες – 

ερµηνευτικές µεταβλητές  Χ i  δεν επηρεάζουν σηµαντικά την 

εξαρτηµένη µεταβλητή. 

 

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τον συντελεστή β i  

 

b i  - s.e(b i ) * t  kTa −;2/ ≤   β i ≤  b i  + s.e(b i ) * t  kTa −;2/

 

Για τον συντελεστή  b έχουµε: 2

0,017 – 1,18 * 12,706 ≤   β 2 ≤  0,017 + 1,18 * 12,706 

- 14,97 ≤   β 2 ≤  15 
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Αξιολόγηση του συνόλου του υποδείγµατος 
 

Μεταβλητότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Πηγή 

µεταβλητότη

τας 

Αθροίσµατα  

Τετραγώνων 

Βαθµοί 

ελευθερί

ας 

Μέσοι  F 

Παλινδρόµη

ση 

Χ 

ΑΤΠ = b ' X ' Y – ΤOLS

2−

Y  
 

=   R 2 (Υ 'Υ - Τ.... 21 kxxxy

2−

Y ) =  
 
95,561 
 

κ-1 = 

3-1= 2 

ΑΤΠ/(κ-1)  

 

= 95,561/2 

= 47,781 

F 

Κατάλοιπα 

e 

ΑΤΚ = Υ 'Υ - b ' X ' Y = 

(1- R )(Υ 'Υ - Τ

OLS

2
. 21xxy ... kx

2−

Y ) =
 
2,44 
 

Τ-κ = 

4 – 3 =1 

ΑΤΚ/(Τ-κ) 

 

= 2,44/1 = 

2,44 

 

Σύνολο ΣΑΤ = Υ 'Υ - Τ
2−

Y = 98 Ν-1 =  

4 – 1 =3 

ΣΑΤ/(Τ-1) 

=98/3 

=32,667 

 

 

(Όπου κ ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων - συντελεστών) 

 

F = 

κ

κ

−Ν
ΑΤΚ

−
ΑΤΠ

1  = 
44,2
781,47  = 19,61 
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Με την F – Στατιστική ελέγχεται η µηδενική υπόθεση:  

 

Η : β 1= β =…….= β = 0 0 2 k

                                      Η 1 : Ένα εκ των β i ≠  0 

 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% 

 

Αν F – Στατιστική < F η  Η  γίνεται δεκτή  ),1,( κκα −− T 0

Αν F – Στατιστική > F η  Η  γίνεται απορρίπτεται ),1,( κκα −− T 0

 

Επειδή  

F = 

κ

κ

−
ΑΤΚ

−
ΑΤΠ

T

1  = 
44,2
781,47  = 19,61 < F = 200 1;2;05,0

 

η  Η  γίνεται δεκτή που σηµαίνει ότι συνολικά οι ανεξάρτητες 

µεταβλητές Χ i  δεν επηρεάζουν στατιστικά σηµαντικά την 

εξαρτηµένη µεταβλητή. 

0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 58



Στην περίπτωση του τριµεταβλητού υποδείγµατος  

 

Y i = β 0 + β 1Χ 1 + β Χ +  ε i  i 2 i2

 

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και την µέθοδο επίλυσης χωρίς την 

βοήθεια των πινάκων. 

Χρησιµοποιούµε τις κανονικές εξισώσεις που προκύπτουν από την 

θεωρία των ελαχίστων τετραγώνων µε την βοήθεια των τιµών x1 , x , και  

y (των αποκλίσεων από τους µέσους όρους των τιµών των µεταβλητών 

Χ 1  , Χ και Υ). 

2

2

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτουν οι εκτιµήσεις b , b1  , b  των β  , 

β 1  , β . 

0 2 0

2

 

b  = 1

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

−

−

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

xxxx

xxyxxyx

2
21

2
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2
1

212
2
21
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b  = 2

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

−

−

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

xxxx

xxyxyxx

2
21

2
2

2
1

2112
2
1

)())((

))(())((
 

 

b  = Y  0

−−−

−− 2211 XbXb
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Ο Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού  R  2
. 21xxy

 
    Ο συντελεστής R  µετράει το ποσοστό της µεταβλητότητας της 
εξαρτηµένης µεταβλητής που ερµηνεύεται από τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές και δίνεται από τον τύπο: 

2
. 21xxy

 

R = 2
. 21xxy

∑

∑ ∑+
=

ΣΑΤ
ΑΤΠ

T

i

T

i

T

i

y

yxbyxb

2

2211

 

 
Ο ∆ιορθωµένος Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού  

−

R 2
. 21xxy  

 

−

R 2
. 21xxy = 1 - 

∑

∑

−

−

T

i
i

T

i
i

Ty

kTe

)1/(

)/(

2

2

 = 1 – (1- R )2
. 21xxy kT

T
−
−1  

 

Υπολογίζεται για απαλοιφθεί ο επηρεασµός του µεγέθους του δείγµατος 
και του αριθµού των ανεξάρτητων µεταβλητών επί του  συντελεστή 
πολλαπλού προσδιορισµού  R . 2

. 21xxy

 
Απλοί και Μερικοί συντελεστές Προσδιορισµού 
Α. Απλοί συντελεστές Προσδιορισµού 
Αν παλινδροµήσουµε το Υ επί του Χ  τότε υπολογίζουµε τον απλό 

συντελεστή προσδιορισµού  
1

 

r = 2
1yx

∑ ∑

∑
4 4

22
1

4
2

1

))((

)(

i i

i

yx

yx
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Όµοια υπολογίζονται οι απλοί συντελεστές Προσδιορισµού 

 

r = 2
2yx

∑ ∑

∑
4 4

22
2

4
2

2

))((

)(

i i

i

yx

yx
   Αν παλινδροµήσουµε το Υ επί του Χ  και  2

 

r = 2
21xx

∑ ∑

∑
4 4

2
2

2
1

4
2

21

))((

)(

i i

i

xx

xx
    Αν παλινδροµήσουµε το Χ 1  επί του Χ  2

  

Β. Μερικοί συντελεστές Προσδιορισµού 
Με τον µερικό συντελεστή προσδιορισµού υπολογίζουµε το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, που εξαρτάται από την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ i , αν αφαιρέσουµε την επίδραση των άλλων 

µεταβλητών επί της Υ στο υπόδειγµα παλινδρόµησης. 

Έτσι µπορούµε να ορίσουµε: 

 

1.Τoν µερικό συντελεστή προσδιορισµού που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, που εξαρτάται από την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ 1 , µε την υπόθεση ότι η Χ  παραµένει σταθερή. 2

 

r = 2
. 21 xyx

∑

∑

=

=
4

1

2

4

1

2
1

2
1

i

i

y

xb
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2. Τoν µερικό συντελεστή προσδιορισµού που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, που εξαρτάται από την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ , µε την υπόθεση ότι η Χ 1  παραµένει σταθερή. 2

r = 2
12 .xyx

∑

∑

=

=
4

1

2

4

1

2
2

2
2

i

i

y

xb
 

 

3. Τoν µερικό συντελεστή προσδιορισµού που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Χ , που εξαρτάται από 

την ανεξάρτητη µεταβλητή Χ 1 , µε την υπόθεση ότι η Υ παραµένει 

σταθερή.  

2

r = 2
.12 yxx

∑ ∑

∑

= =

=

4

1

4

1

2
2

2
1

4

1

2
21

))((

)(

i i

i

xx

xx
 

 

Εκτίµηση της διακύµανσης του διαταρακτικού όρου 

 

∧

σ 2 = 
kT

e
T

i
i

−

∑
=1

2^

 

 
Όπου κ ο αριθµός των προς εκτίµηση συντελεστών 

Οι διακυµάνσεις των b1 , b  2

 



















−
=

∑
=

T

i
xx xr

bVar

1

2
1

2

2^

1

)1(

1)(

21

σ   ,   τυπικό σφάλµα (b1 ) = 1b  
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( )
∑−

= T

i
xx xr

bVar
2
2

2

2

2

)1(
21

σ  ,      τυπικό σφάλµα (b ) = 2 2b  

 

 Η αξιολόγηση των συντελεστών όπως και ολόκληρου του 

υποδείγµατος γίνεται όπως και στο απλό µονοµεταβλητό 

υπόδειγµα.  

 Το F στατιστικό δίνεται από την σχέση: 

 

F = 
)/()(
)1/()(

κ
κ

−ΑΤΚ
−ΑΤΠ

T
= 

)/()1(

)1/(
2
.

2
.

21

21

kTR

kR

xxy

xxy

−−

−
 

 

Παράδειγµα: 
∆ίνονται τα δεδοµένα: 

Έτος                     Υ                    Χ 1             Χ  2

2003                      7                     3               1 

2004                     11                    5               2 

2005                     16                    6               4 

2006                     18                   10              5  

 

Να προσαρµοσθεί το µοντέλο Y i = β + β 1Χ 1 + β Χ +  ε i  0 i 2 i2

Υπολογίζουµε τα αθροίσµατα: 

 

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτουν οι εκτιµήσεις b , b1  , b  των β  , 

β 1  , β . 

0 2 0

2
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b  = 1

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

−

−

4 4 4
2

21
2
2

2
1

4 4

212

4
2
21

)())((

))(())((

i i i

i ii

xxxx

xxyxxyx
4

i  = 2)15(11*26
15*2711*40

−
− = 0,57 

 

b  = 2

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

−

−

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

T

i

xxxx

xxyxyxx

2
21

2
2

2
1

2112
2
1

)())((

))(())((
= 2)15(11*26

15*4027*26
−
− = 1,67 

 

b  = Y = 13 – 0,57*6  - 1,67*3 = 4,57 0

−−−

−− 2211 XbXb

 

 

όπου , , ,  ∑
=

=
4

1
1 40

i
yx ∑

=

=
4

1
2 27

i
yx ∑

=

=
4

1
12 15

i
xx ∑

=

=
4

1

2
1 26

i
x

∑
=

=
4

1

2
2 11

i
x , ∑  

=

=
4

1

2 74
i

y

 

Άρα το υπόδειγµα είναι:    
^
Y i = 4,57 + 0,57Χ + 1,67Χ  i1 i2

 

Ο Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού  R  2
. 21xxy

 
    Ο συντελεστής R  µετράει το ποσοστό της µεταβλητότητας της 
εξαρτηµένης µεταβλητής που ερµηνεύεται από τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές και δίνεται από τον τύπο: 

2
. 21xxy

 
 

R = 2
. 21xxy

∑

∑ ∑+
=

ΣΑΤ
ΑΤΠ

T

i

T

i

T

i

y

yxbyxb

2

2211

 = 
74

27*67,140*57,0 + = 0,93 
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Ο ∆ιορθωµένος Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού   
 

−

R 2
. 21xxy = 1 - 

∑

∑

−

−

T

i
i

T

i
i

Ty

kTe

)1/(

)/(

2

2^

 = 1 – (1- R )2
. 21xxy kT

T
−
−1 = 1 – (1-0,93)

34
14

−
− = 0,79 

 

Υπολογίζεται για απαλοιφθεί ο επηρεασµός του µεγέθους του δείγµατος 
και του αριθµού των ανεξάρτητων µεταβλητών επί του  συντελεστή 
πολλαπλού προσδιορισµού  R . 2

. 21xxy

 
Απλοί και Μερικοί συντελεστές Προσδιορισµού 
Α. Απλοί συντελεστές Προσδιορισµού 
Αν παλινδροµήσουµε το Υ επί του Χ  τότε υπολογίζουµε τον απλό 

συντελεστή προσδιορισµού r : 

1

2
1yx

 

r = 2
1yx

∑ ∑

∑
4 4

22
1

4
2

1

))((

)(

i i

i

yx

yx
= 

74*26
)40( 2

= 0,83 ,   r = 0,91 
1yx

 
Όµοια υπολογίζονται οι απλοί συντελεστές Προσδιορισµού 

 

r = 2
2yx

∑ ∑

∑
4 4

22
2

4
2

2

))((

)(

i i

i

yx

yx
 = 

74*11
272

 = 0,90 ,  r = 0,95  
2yx

Αν παλινδροµήσουµε το Υ επί του Χ  και  2

 

 65



r = 2
21xx

∑ ∑

∑
4 4

2
2

2
1

4
2

21

))((

)(

i i

i

xx

xx
  =  

11*26
152

= 0,79 , r = 0,89 
21xx

Αν παλινδροµήσουµε το Χ 1  επί του Χ   2

 

Β. Μερικοί συντελεστές Προσδιορισµού 
1. Μερικός συντελεστής προσδιορισµού που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, που εξαρτάται από την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ 1 , µε την υπόθεση ότι η Χ  παραµένει σταθερή. 2

 

r = 2
. 21 xyx

∑

∑

=

=
4

1

2

4

1

2
1

2
1

i

i

y

xb
 = 

74
26*57,0 2

= 0,11 

 

2. Μερικός συντελεστής προσδιορισµούς που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, που εξαρτάται από την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ , µε την υπόθεση ότι η Χ 1  παραµένει σταθερή. 2

 

r = 2
12 .xyx

∑

∑

=

=
4

1

2

4

1

2
2

2
2

i

i

y

xb
 = 

74
11*67,1 2

 = 0,41 

 

3. Μερικός συντελεστής προσδιορισµού που υπολογίζει το ποσοστό της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής Χ , που εξαρτάται από 

την ανεξάρτητη µεταβλητή Χ 1 , µε την υπόθεση ότι η Υ παραµένει 

σταθερή.  

2
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r = 2
.12 yxx

∑ ∑

∑

= =

=

4

1

4

1

2
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2
1

4

1

2
21

))((

)(

i i

i

xx

xx
 = 

11*26
152

= 0,79 

 

Εκτίµηση της διακύµανσης του διαταρακτικού όρου 

 

∧

σ 2 = 
34

11,31

2^

−
=

−

∑
=

kT

e
T

i
i

= 3,11 

 

Οι διακυµάνσεις των b1 , b  2

 



















−
=

∑
=

4

1

2
1

2

2^

1

)1(

1)(

21
i

xx xr
bVar σ  = 3,11*

26*)79,01(
1

−
= 0,57  

 

s.e (b1 ) = 1b  = 57,0  = 0,75 

 

( )
∑−

= 4
2
2

2

2^

2

)1(
21

i
xx xr

bVar σ
11*)79,01(

11,3
−

= = 1,35 

 

 s.e (b ) == 2 2b  = 35,1  = 1,16 
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Αξιολόγηση των συντελεστών και ολοκλήρου του 

υποδείγµατος 
 

1. Αξιολόγηση των συντελεστών του υποδείγµατος 
 

Προσδιορίζω τον λόγο  t-ratio(b i ) = ∧

).(. i

i

bes

b  για κάθε συντελεστή του 

υποδείγµατος. 

 

Έχουµε: 

    t-ratio(b1) =  
75,0
57,0  = 0,76        

 

    t-ratio(b ) =  2 16,1
67,1  = 1,44          

 

Η µηδενική υπόθεση είναι: 
 

   Η : β i = 0  µε 0

Η : β i  0 ≠  0 

 

Επειδή  t  = t  = 12,706 > t-ratio(b i ) η µηδενική υπόθεση Η 0  kTa −;2/ 1;025,0

γίνεται δεκτή που σηµαίνει ότι µεµονωµένα οι ανεξάρτητες – 

ερµηνευτικές  µεταβλητές Χ i  δεν επηρεάζουν σηµαντικά την 

εξαρτηµένη µεταβλητή. 
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∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τους συντελεστές β i  

 

b i  - s.e(b i ) * t  kTa −;2/ ≤   β i ≤  b i  + s.e(b i ) * t  kTa −;2/

 

Για τον συντελεστή  β 1  έχουµε: 

0,57– 0,75 * 12,706   β  0,57 + 0,75 * 12,706 ≤ 1 ≤

-8,96 ≤   β 1 ≤  10,10 

Για τον συντελεστή  β  έχουµε: 2

1,67 – 1,16 * 12,706 ≤   β 2 ≤  1,67 + 1,16 * 12,706 

-13,07 ≤   β 2 ≤  16,41 

 

2. Αξιολόγηση ολοκλήρου του υποδείγµατος 
Η σηµαντικότητα του υποδείγµατος µπορεί να ελεγχθεί µε την τιµή F – 

Στατιστικής η οποία  δίνεται από την σχέση: 

 

F = 
)/()(
)1/()(

κ
κ

−ΑΤΚ
−ΑΤΠ

T
= 

)/()1(

)1/(
2
.

2
.

21

21

kTR

kR

xxy

xxy

−−

−
= 

)34/()93,01(
)13/(93,0
−−

− = 6,64 

 

Με την F – Στατιστική ελέγχεται η µηδενική υπόθεση:  

 

Η : β 1= β =…….= β = 0 0 2 k

                                      Η 1 : Ένα εκ των β i ≠  0 

 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% 
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Αν F – Στατιστική < F η  Η  γίνεται δεκτή  ),1,( κκα −− T 0

Αν F – Στατιστική > F η  Η  γίνεται απορρίπτεται ),1,( κκα −− T 0

 

Επειδή από τους πίνακες για α=5% µε βαθµούς ελευθερίας 2, 1 αριθµητή 

και παρανοµαστή έχουµε F 5 = 199 > F = 6,64  1,2%;

 H Η  γίνεται δεκτή που σηµαίνει ότι συνολικά οι ανεξάρτητες 

µεταβλητές Χ i  δεν επηρεάζουν στατιστικά σηµαντικά την 

εξαρτηµένη µεταβλητή. 

0
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Έλεγχος Γραµµικών περιορισµών των µερικών 

συντελεστών παλινδρόµησης 
 

Α) Έστω η λογαριθµική µορφή της συνάρτησης ζήτησης: 

 

ttttt eXXXY ++++= 4433221 ββββ    (1) 

 

4

3

2

X
X
X
Yt : Η ζητούµενη ποσότητα 

: Η τιµή 

: Το εισόδηµα 

: Ο πλούτος 
 

Όλες οι µεταβλητές είναι σε λογαριθµική µορφή 

Ο συντελεστής β2
t

t

X
Y

2∂
∂

=  εκφράζει τη µεταβολή της ζητούµενης 

ποσότητας σε µία µεταβολή της τιµής. Όµως επειδή οι δύο µεταβλητές 

είναι εκφρασµένες σε λογαριθµική µορφή ο αντίστοιχος συντελεστής 

εκφράζει ελαστικότητες. Πιο συγκεκριµένα: 

 

tt XY

t

t

t

t

t

t

X
X
Y
Y

X
Y

2,

2

22
2 )log(

)log(
εβ =

∂

∂

=
∂
∂

=    (2) 

 

Συνεπώς όλοι οι προς εκτίµηση παράµετροι είναι οι αντίστοιχες 

ελαστικότητες. 

Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε αν οι ελαστικότητες του εισοδήµατος 

και του πλούτου είναι ίσες.  
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Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου αυτού ορίζουµε την µηδενική και 

την εναλλακτική υπόθεση: 

 

431

43

:
:

ββ
ββ

≠
=

H
H o   

 

Όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση τότε η στατιστική  t που δίνεται από την 

σχέση: 

 

).(.

0)(

).(.

)()(

43

43

43

4343

bbes

bb

bbes

bb
t

−

−−
=

−

−−−
= ∧∧

ββ  ~ tT-4    (3) 

 

 Ο αριθµός 4 είναι το πλήθος των προς εκτίµηση συντελεστών. 

T: το µέγεθος του δείγµατος 

k=4 

Εάν 4−> Ttt  τότε η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται. 

 

Ο τυχαίος όρος σφάλµατος της διαφοράς των δύο µεταβλητών δίνεται 

από την σχέση: 

 

)(cov2)()()()(. 4,3434343 bbbVarbVarbbVarbbes
∧∧∧∧

−+=−=−      (4) 
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Παράδειγµα: 
 

Έστω το υπόδειγµα: 

 

ttttt eWPYA ++++= 4321 ββββ     (5) 

 

t

t

t

t

A
W
P
Y Το εισόδηµα 

Το επίπεδο των τιµών 

Ο πλούτος των ατόµων 

Η ζήτηση του προϊόντος 

 

Χρησιµοποιούνται ετήσια στοιχεία για την περίοδο 1962 – 2002.  

Να εξεταστεί η ισότητα των συντελεστών του εισοδήµατος και του 

πλούτου.  

Να ερµηνευθούν οι συντελεστές του εκτιµηµένου υποδείγµατος καθώς 

και ο συντελεστής προσδιορισµού. Να εξεταστεί η στατιστική 

σηµαντικότητα της παλινδρόµησης. 

 

Ο αριθµός των παρατηρήσεων ανέρχεται σε Τ = 44.  

Η παλινδρόµηση µετά την εκτίµησή της δίνεται από την σχέση: 

 

)30,0()70,0()15,0()90,0().(

95,080,090,090,1
∧

∧

+−+=

es

WPYA tttt  

 

∆ίνεται ότι Cov , R03,0),( 42 =bb 2 = 0,76. 
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Με  εφαρµογή του ελέγχου που περιγράφηκε παραπάνω αναλυτικά 

προκύπτουν τα εξής: 

 

421

42

:
:

ββ
ββ

≠
=

H
H o  

 

Όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση τότε η στατιστική  t  που δίνεται από 

την σχέση:  

 

218.0
225.0

95.090.0

),(cov2)()(

95,090,0

).(.

0)(

).(.

)()(

424242

42

42

4242 −=
−

=
−+

−
=

−

−−
=

−

−−−
=

∧∧∧∧∧

bbbVarbVarbbes

bb

bbes

bbt ββ

 

 

Συγκρίνουµε την απόλυτη τιµή µε την αντίστοιχη κριτική τιµή των 

πινάκων η οποία για β.ε. = T-k  = 44-4 = 40 και επίπεδο σηµαντικότητας 

α=5% είναι  (κ=4, 0 αριθµός των προς εκτίµηση συντελεστών) 021,2=ct

Επειδή ctt < αποδεχόµαστε τη µηδενική υπόθεση. 

 

Ερµηνεία του συντελεστή προσδιορισµού:  

Το 76% της συνολικής µεταβλητότητας της ζητούµενης ποσότητας 

ερµηνεύεται από µεταβολές στο εισόδηµα, τον πλούτο και την τιµή ενώ 

το 24% ερµηνεύεται από τον τυχαίο όρο σφάλµατος. 

 

Ερµηνεία του σταθερού όρου 90,11 =b :  

εκφράζει την ζητούµενη ποσότητα όταν το σύνολο των µεταβλητών είναι 

µηδενικές. 
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Ερµηνεία του συντελεστή του εισοδήµατος 90,02 =b :  

εκφράζει τη µεταβολή της ζητούµενης ποσότητας όταν το εισόδηµα 

µεταβληθεί κατά µία µονάδα 

 

Ερµηνεία του συντελεστή της τιµής 80,03 −=b :  

εκφράζει την µείωση της ζητούµενης ποσότητας όταν η τιµή µεταβληθεί 

κατά µία µονάδα. 

 

Ερµηνεία του συντελεστή του πλούτου 95,04 =b :  

εκφράζει την µείωση της ζητούµενης ποσότητας όταν ο πλούτος 

µεταβληθεί κατά µία µονάδα. 

 

 Για τον έλεγχο της στατιστικής σηµαντικότητας του συντελεστή 

προσδιορισµού χρησιµοποιείται η στατιστική F. 

  

0:
0:

2
1

2

≠

=

RH
RH o  

 

Η στατιστική δίνεται από την σχέση: 

 

22,42

40
24,0
3
76,0

)1(
1

2

2

==

−
−

−=

kT
R

k
R

F  

 

84,240,3;05,0,1; ==
−−

FF
kTka  
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 Επειδή η τιµή της στατιστικής υπερβαίνει την κριτική τιµή 

απορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση και αποδεχόµαστε την 

εναλλακτική σύµφωνα µε την οποία η παλινδρόµηση είναι 

στατιστικά σηµαντική. 

 

Β) Έστω η συνάρτηση παραγωγής Cobb – Douglas 

 
te

t eXXY 32
321
βββ=     (6) 

 

Για τον γραµµικό µετασχηµατισµό της συνάρτησης απαιτείται η 

λογαρίθµηση της συνάρτησης 

 

3

2

X
X
Yt     προϊόν 

     Εργασία 

    Κεφάλαιο 

 

tt eXXY +++= )ln()ln()ln()ln( 33221 βββ     (7)* 

 

* Το υπόδειγµα (7) είναι χωρίς περιορισµούς 

Θέλουµε να εξετάσουµε αν έχουµε σταθερές οικονοµίες κλίµακας, 

δηλαδή αν ισχύει  

 

132 =+ ββ  

 

Για την πραγµατοποίηση του δίπλευρου ελέγχου ορίζουµε την µηδενική 

και εναλλακτική υπόθεση και συνεπώς: 

 

1:
1:

321

320

≠+
=+

ββ
ββ

H
H  
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Ο έλεγχος µπορεί να γίνει τόσο µε την t – student στατιστική όσο και µε 

την στατιστική F. 

  

 Ο έλεγχος µε την t – student στατιστική 

 

Αφού εκτιµήσουµε την εξίσωση µε τη βοήθεια του εκτιµητή 

ελαχίστων τετραγώνων τότε εφαρµόζουµε το έλεγχο µε την   

t – student στατιστική. 

 

).(.

1)(

).(.

)()(

42

42

32

3232

bbes

bb

bbes

bb
t

+

−+
=

+

+−+
=

∧∧

ββ  ~ t  kT −

 

     k=3 

Εάν  kttt −>  απορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση για σταθερές 

αποδόσεις κλίµακας. 

 

 Η προσέγγιση µε τον έλεγχο F 

 

Εφαρµόζουµε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων τόσο µε 

περιορισµούς όσο και χωρίς περιορισµούς.  

Πιο συγκεκριµένα: 

Έστω ότι οι αποδόσεις κλίµακας είναι σταθερές δηλαδή ότι ισχύει  

  

( ) ( ) ( )( )
( )
( ) )8(

ln
ln

)ln(ln

)(ln(lnlnlnln
)ln()ln()1(ln)ln(11

2

3
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332313232

t
t

t

t

t

ttttt

tttt

e
X
X

X
Y

eXXXY
eXXY
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+=









⇔++−=−⇔
⇔++−+=⇔−=⇔=+

ββ

βββ
βββββββ

 

** Το υπόδειγµα (8) είναι µε περιορισµούς 
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Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει ένα υπόδειγµα που είναι συνάρτηση µιας 

και όχι δύο ερµηνευτικών µεταβλητών. Το παραπάνω υπόδειγµα είναι 

υπόδειγµα µε περιορισµούς. 

Από την εκτίµηση του παραπάνω υποδείγµατος (8) δίνονται και το 

άθροισµα των τετραγώνων των καταλοίπων ( , υπό περιορισµό) 1RSS

Από την εκτίµηση της (7) προκύπτει το άθροισµα των τετραγώνων των 

καταλοίπων χωρίς περιορισµό ( , χωρίς περιορισµό). 2RSS

Η στατιστική F σε αυτήν την περίπτωση δίνεται από την σχέση: 

 

( )kTRSS
RSSRSSF

−
−

=
/

/)(

2

21 λ  ~ Fλ,T-k     (9) 

 

* Όπου λ ο αριθµός των περιορισµών 

Αν το υπόδειγµα ικανοποιεί τους περιορισµούς θα ισχύει = , άρα 

η τιµή της στατιστικής θα υπολείπεται της κριτικής τιµής που προκύπτει 

από τους πίνακες.  

2RSS 1RSS

 

Στην αντίθετη περίπτωση  kTFF −> ,λ

 

Η στατιστική F µπορεί να πάρει και την εξής µορφή: 

 

( ) ( )kTR
RRF

−−
−

=
/1

/)(
2

2
1

2
2

2 λ     (10) 

 

* Ο δείκτης 1 αναφέρεται στο υπόδειγµα µε περιορισµούς και ο 

δείκτης 2 στο υπόδειγµα χωρίς περιορισµούς 
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Η σχέση αυτή µπορεί να προκύψει µε δεδοµένη την ισότητα των 

συνολικών αθροισµάτων των τετραγώνων =TSS . Αυτό ισχύει επειδή 

τα δύο υποδείγµατα έχουν την ίδια ανεξάρτητη µεταβλητή. 

2TSS 1

Εφαρµογή 
 

Η ζήτηση για κοτόπουλα στις Η.Π.Α. 1960 – 1982 δίνεται από το 

υπόδειγµα 

 

tt eXXXXY +++++= )ln()ln()ln()ln()ln()ln( 554433221 βββββ  (11) 

 

5

4

3

2

X
X
X
X
Yt          κατά κεφαλήν κατανάλωση κοτόπουλου σε λίµπρα 

         κατά κεφαλήν πραγµατικό διαθέσιµο εισόδηµα 

         τιµή χοιρινού σε λίµπρα 

         τιµή βόειου κρέατος σε λίµπρα 

          τιµή κοτόπουλου σε λίµπρα 

 

Οι τιµές των συντελεστών ερµηνεύονται ως εξής: 

 

ελαστικότητα ως προς το διαθέσιµο εισόδηµα 

5

4

3

2

β
β
β
β

ελαστικότητα ως προς την τιµή του υποκατάστατου 

ελαστικότητα ως προς την τιµή του υποκατάστατου  

ελαστικότητα ως προς την τιµή του κοτόπουλου 

 

Τα αναµενόµενα πρόσηµα των συντελεστών είναι θετικά εκτός από αυτό 

της τιµής. Ο ρόλος της τιµής των υποκατάστατων προϊόντων είναι 

ασήµαντος όταν ισχύει β4 = β3 =0 
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Ορίζουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση και έτσι έχουµε: 
 
 

0/0:
0:

431

430

≠≠
==

βκαιβ
ββ
ήH

H  

 
 

Εκτιµούµε το υπόδειγµα µε περιορισµό και χωρίς περιορισµό και 

λαµβάνουµε τα δύο ακόλουθα αποτελέσµατα: 

 

 

9823,0

ln09,0ln1495,0ln5046,0ln3425,01898,2ln
2
2

5432

=

++−+=

R

XXXXY ttttt  

 
 

          
9801,0

ln372,0ln415,0038,2ln
2

1

52

=

++=

R

XXY ttt  

 
 
Η τιµή του συντελεστή προσδιορισµού υπό περιορισµό είναι µικρότερη 

σε σχέση µε αυτή χωρίς προσδιορισµό αποτέλεσµα που συνδέεται µε τον 

αριθµό των ερµηνευτικών µεταβλητών.  

Πόσο όµως αυτή είναι στατιστικά σηµαντική, αυτό ελέγχεται από την 

στατιστική F. 

 

( ) ( )kTR
RRF

−−
−

=
/1

/)(
2

2
1

2
2

2 λ  = 2,57 

 

Η κριτική τιµή που προκύπτει από τον πίνακα λαµβάνεται για λ=2, Τ=23 

και k = 5 έτσι προκύπτει:  55,318,2; =aF       

Ισχύει F < 55,318,2; =aF  άρα η µηδενική υπόθεση δεν µπορεί να απορριφθεί 

για επίπεδο σηµαντικότητας α=5%. 

 Συνεπώς ο συντελεστής προσδιορισµού δεν είναι στατιστικά 

σηµαντικός 
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Παραδείγµατα (Πολυµεταβλητού υποδείγµατος 

παλινδρόµησης) 
 

Α.  Έστω το οικονοµικό Υπόδειγµα:       

 

)()( 321 ADPTR βββ ++=  

 

TR:  Συνολικό Έσοδο 

P:    Τιµή 

AD: ∆ιαφηµιστική ∆απάνη 

 

β2, β3 : Συντελεστές µερικής παλινδρόµησης 

 

Για παράδειγµα ο συντελεστής β  εξετάζει πόσο θα µεταβληθεί το 

συνολικό έσοδο αν οι δαπάνες για διαφήµιση µεταβληθούν κατά µία 

µονάδα. 

2

 

Στατιστικό Υπόδειγµα:  
 

teADPTR +++= )()( 321 βββ  

 

Ο τυχαίος όρος σφάλµατος θα µπορούσε να περιλαµβάνει την τιµή ενός 

ανταγωνιστικού προϊόντος, τη φορολογική πολιτική της κυβέρνησης 

κ.τ.λ. 
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Η γενική µορφή του πολυµεταβλητού υποδείγµατος είναι η εξής: 

 

ttttt eXXXY +++= 332211 βββ  

 

Θεωρείται ότι =1 για κάθε παρατήρηση ώστε να είναι δυνατή η γραφή 

του υποδείγµατος µε τη γραµµική άλγεβρα. 

tX 1

 

Με τη µορφή της γραµµικής άλγεβρας το υπόδειγµα γράφεται ως εξής: 

 

Y=Xb+e 

 

Y : Tx1 

X : Tx3 

b : 3x1 

e: Tx1 

 

Ο αριθµός των γραµµών Τ δηλώνει τον αριθµό των παρατηρήσεων του 

δείγµατος 

Ο αριθµός των στηλών του πίνακα Χ δηλώνει τις ερµηνευτικές 

µεταβλητές 

Οι υποθέσεις του υποδείγµατος είναι ίδιες µε αυτές του διµεταβλητού 

υποδείγµατος  
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Επιπλέον υπόθεση:  

Μία ανεξάρτητη µεταβλητή δεν είναι ένας γραµµικός συνδυασµός µιας 

άλλης ανεξάρτητης µεταβλητής. Το υπόδειγµα δηλαδή δεν υπόκεινται σε 

πολυσυγγραµικότητα. ∆εν είναι δυνατό π.χ. να ισχύει . Αν 

σχετίζονται οι µεταβλητές δεν είναι δυνατός ο διαχωρισµός της 

επίδρασης της κάθε µεταβλητής στην εξαρτηµένη µεταβλητή. 

tt XccX 1212 +=

 

Η υπόθεση αυτή εκφράζεται και ως εξής:  

Ο βαθµός της µήτρας Χ είναι πλήρης. Πιο συγκεκριµένα: Βαθµός της Χ, 

r(X) = 3. Αυτό σηµαίνει πως υπάρχει γραµµική ανεξαρτησία µεταξύ των 

στηλών.  

 

 Ως βαθµός της µήτρας ορίζεται ο µέγιστος αριθµός των 

γραµµικά ανεξάρτητων στηλών της µήτρας. 

 

Στο υπόδειγµα 

 

teADPTR +++= )()( 321 βββ  ,  

 

Μπορεί να δειχθεί ότι: ( ) )(' XrXXr =  

Εάν ( ) 0'3' ≠⇔= XXXXr . 

Σε αυτή την περίπτωση θα υπάρχει η  

 

( ) ( ) ( ) YXXXb
XX

XXadjXX OLS ''
'

'' 11 −− =⇔=  
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Αν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ των ερµηνευτικών µεταβλητών τότε 

δεν υπάρχει η XX ' . 

 

Έστω το εκτιµηµένο υπόδειγµα: 

 

)(98,26,6104790 ttt ADPTR +−=
∧

 για Τ = 43 

 

Αυτό σηµαίνει πως       b  
98,2

6,6
104790

3

2

1

=
−=

=

b

b

 

Ερµηνεία των αποτελεσµάτων: 

Η τιµή b  .Το πρόσηµο είναι συνεπές µε την οικονοµική θεωρία.  6,62 −=

Η ζήτηση του προϊόντος είναι ελαστική. Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει 

επειδή µείωση των τιµών αυξάνει τη ζήτηση κατά µεγαλύτερο ποσοστό 

και συνεπώς έχουµε αύξηση των συνολικών εσόδων. 

∆ηλαδή εδώ θα συµπεράνουµε:  

b2 > 0 τότε η ζήτηση είναι ανελαστική 

b2 < 0 τότε η ζήτηση είναι ελαστική 

b3 > 0: Η αύξηση της δαπάνης για διαφήµιση συνεπάγεται αύξηση των 

συνολικών εσόδων. 
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Πρόβλεψη 

Έστω ότι η τιµή του αγαθού είναι € 2 και οι συνολικές διαφηµιστικές 

δαπάνες είναι € 10000 Τότε τα συνολικά έσοδα της επιχείρησης θα είναι 

τα εξής: 

 

( ) ( ) 12134010000*98,22*6,6104790 =+−=
∧

tTR € 

 

Αν βρεθεί ο συντελεστής προσδιορισµού ίσος µε 0,58 τότε το 58% της 

συνολικής µεταβλητότητας των συνολικών εσόδων ερµηνεύεται από την 

µεταβλητότητα του επιπέδου των τιµών και αυτή της διαφηµιστικής 

δαπάνης, ενώ το 42% ερµηνεύεται από την µεταβλητότητα του τυχαίου 

όρου σφάλµατος. 

 

∑

∑







 −

−=−=
−

∧

2

2

2 11
YY

e

TSS
RSSR

t

t

 

 

Ο προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού 
Έστω ότι εκτιµούµε δύο διαφορετικά υποδείγµατα το ένα που 

περιλαµβάνει µόνο την τιµή και το άλλο τόσο την τιµή όσο και τη 

διαφηµιστική δαπάνη.  

 

Πιο συγκεκριµένα: 

(α) TR teADP +++= )()( 321 βββ  

(β) TR  teP ++= )(*
2

*
1 ββ
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Αν εκτιµήσουµε τα δύο υποδείγµατα τότε προφανώς θα ισχύει:  

καθώς και .  

*
11 ββ ≠

*
22 ββ ≠

Ποια είναι η διαφορά των συντελεστών προσδιορισµού στα δύο 

διαφορετικά υποδείγµατα. Είναι γνωστό πως ο συντελεστής 

προσδιορισµού αυξάνεται όταν ο αριθµός των ερµηνευτικών 

µεταβλητών αυξάνεται οπότε µειώνεται και ο τυχαίος όρος 

σφάλµατος: 

 

↑↓⇔↓⇔ ∑ 22 Ree tt  

 

Άρα το υπόδειγµα µε τις περισσότερες ερµηνευτικές µεταβλητές 

χαρακτηρίζεται από µεγαλύτερο συντελεστή προσδιορισµού. 

 

 Για να συγκρίνουµε δύο υποδείγµατα µε διαφορετικό αριθµό 

ερµηνευτικών µεταβλητών χρησιµοποιούµε τον προσαρµοσµένο 

συντελεστή προσδιορισµού.  

 

Αυτός δίνεται από την σχέση: 
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Το τελευταίο τµήµα δηλώνει την σχέση µεταξύ του συντελεστή 

προσδιορισµού και το προσαρµοσµένου συντελεστή προσδιορισµού. 
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Για διαφορετικούς βαθµούς ελευθερίας προκύπτουν διαφορετικές 

σχέσεις µεταξύ του συντελεστή προσδιορισµού και του 

προσαρµοσµένου συντελεστή προσδιορισµού.  

 

Πιο συγκεκριµένα: 

Όταν k = 1 ⇔  
2

2
−

= RR

Όταν R2 = 1  12
2

==⇔
−

RR

Όταν k > 1  
2

2
−

<⇔ RR

 

Όταν ώστε k > 1 τότε έχουµε δύο συγκρουόµενες επιδράσεις: ↑k

 

( )
2

2
2

2

−

−∧

⇔↓−↓

⇔↑⇔↑↓ ∑
RkT

RRet  

 

Συνεπώς η µία επίδραση αυξάνει τον προσαρµοσµένο συντελεστή 

προσδιορισµού και η άλλη επίδραση τον µειώνει.  

 

Ο προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού µπορεί να πάρει και 

αρνητικές τιµές αν η µείωση του προσαρµοσµένου συντελεστή 

προσδιορισµού υπερτερεί της αύξησης του προσαρµοσµένου συντελεστή 

προσδιορισµού. 

Ο προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού είναι χρήσιµος όταν 

συγκρίνουµε δύο υποδείγµατα ως προς την ερµηνευτικότητά τους. 

Επιπλέον, η απώλεια των βαθµών ελευθερίας επηρεάζει τη διακύµανση 

των εκτιµητών και συνεπώς την ακρίβεια των εκτιµήσεων.  

Οι διακυµάνσεις του σφάλµατος και των εκτιµητών δίνονται από τις 

ακόλουθη σχέσεις: 
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2
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∧
∧
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= ∑ XXVarb
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e
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t
σσ  

 

Αν έχουµε δύο υποδείγµατα που διαφέρουν ως προς την ερµηνευτική 

µεταβλητή και ως προς την εξαρτηµένη µεταβλητή τότε δεν µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε ούτε τον συντελεστή προσδιορισµού ούτε τον 

προσαρµοσµένο συντελεστή προσδιορισµού 

 

 Αυτό σηµαίνει πως όταν συγκρίνουµε δύο υποδείγµατα µε βάση 

τον συντελεστή προσδιορισµού τα υποδείγµατα θα πρέπει να 

έχουν την ίδια εξαρτηµένη µεταβλητή. 

 

 Έλεγχος υπόθεσης για τους συντελεστές παλινδρόµησης 
 

Η t - στατιστική που χρησιµοποιείται δίνεται από την σχέση: 

 

∧=
)(. i

i

bes

b
t ~ tΤ-κ  , όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση. 

 

 Γενικά για ένα πολυµεταβλητό υπόδειγµα µε k προς εκτίµηση 

συντελεστές οι βαθµοί ελευθερίας της t-statistic είναι Τ-κ 

 

 

)1669,0()191,3(
)(98,26,6104790 ttt ADPTR +−=

∧
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Για τον έλεγχο της στατιστικής σηµαντικότητας της τιµής του προϊόντος 

ακολουθούµε την εξής διαδικασία: 

 

0:
0:

21

2

≠
=

β
β

H
H o  

 

Με αντικατάσταση των τιµών του προηγούµενου υποδείγµατος 
 
 

∧

−
=

)(. 2

22

bes

bt β = 08,2
191,3

0642,6
−=

−−  

 
 
Για επίπεδο σηµαντικότητας α=5% και για βαθµούς ελευθερίας Τ-3=43-

3=40, η κριτική τιµή που προκύπτει είναι tc=2,021 

Επειδή σε απόλυτες τιµές η τιµή της στατιστικής υπερβαίνει της κριτικής 

τιµής  ( )crtt > έχουµε απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης µε συνέπεια ο 

εκτιµηθείς συντελεστής της  τιµής επηρεάζει το συνολικό έσοδο. 

 

Ελέγχουµε επίσης την µηδενική υπόθεση: 

 

0:
0:

31

3

≠
=

β
β

H
H o  

 

Με αντικατάσταση των τιµών του προηγούµενου υποδείγµατος 
 
 

∧

−
=

)(. 3

33

bes

b
t

β = 88,17
1669,0

0984,2
=

−  
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Για επίπεδο σηµαντικότητας α=5% και για βαθµούς ελευθερίας Τ-3=43-3 

=40, η κριτική τιµή που προκύπτει είναι tc=2,021 

Επειδή σε απόλυτες τιµές η τιµή της στατιστικής υπερβαίνει της κριτικής 

τιµής  ( )crt>t έχουµε απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης µε συνέπεια ο 

εκτιµηθείς συντελεστής της  διαφηµιστικής δαπάνης επηρεάζει το 

συνολικό έσοδο. 

 

Έλεγχος υπόθεσης για το σύνολο των συντελεστών µερικής 

παλινδρόµησης 
 

0000:
0:

32321

32

≠≠≠≠
==

βκαιβηβηβ
ββ

H
H o  

 

Ο έλεγχος αυτός είναι ο έλεγχος στατιστικής σηµαντικότητας της 

παλινδρόµησης. Αν δεν είναι δυνατή η απόρριψη της µηδενικής 

υπόθεσης τότε η παλινδρόµηση θα έχει τη µορφή: 

teTR += 1β  (Μονοµεταβλητό υπόδειγµα) 

Σε αυτή την περίπτωση η παλινδρόµηση δεν είναι στατιστικά σηµαντική 

 

 Είναι γνωστό ότι: 

             TSS = SSR + RSS 

             TSS: T-1 βαθµούς ελευθερίας 

             SSR: 2 βαθµούς ελευθερίας  

             RSS: Τ-3 βαθµούς ελευθερίας 

 

Προφανώς οι βαθµοί ελευθερίας θα πρέπει να είναι ίσοι και από τις δύο 

πλευρές. 
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Εµείς γνωρίζουµε µόνο τους βαθµούς ελευθερίας του TSS και του RSS. 

Συνεπώς µε αυτό τον τρόπο είναι δυνατός ο προσδιορισµός των βαθµών 

ελευθερίας του SSR.  

Για τον συγκεκριµένο έλεγχο χρησιµοποιούµε την στατιστική F.  

Για την πραγµατοποίηση του συγκεκριµένου ελέγχου υποθέτουµε τα 

εξής: 

Υποθέτουµε e ~Ν(0,σt
2)  ~  OLSb⇔ )( 2

, ibiN σβ

 

0000:
0:

32321

32

≠≠≠≠
==

βκαιβηβηβ
ββ

H
H o  

 

 Τότε η µεταβλητή F δίνεται από την σχέση: 

 

kT
RSS
k
SSR

F

−

−= 1  ~ Fκ-1,T-k 

 

Συνεπώς για k = 3  και Τ = 43 η παραπάνω σχέση διαµορφώνεται ως 

εξής: 

 

343

2

−

=
RSS

SSR

F ~F2,40 

 

Αν οι δύο ερµηνευτικές µεταβλητές έχουν µεγάλη επίδραση στην 

εξαρτηµένη µεταβλητή τότε SSR>>RSS. ∆ηλαδή στην περίπτωση αυτή 

οι ερµηνευτικές µεταβλητές εξηγούν µεγάλο µέρος της µεταβλητότητας 
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της εξαρτηµένης µεταβλητής ενώ ο τυχαίος όρος όχι. Μεγάλη τιµή της 

στατιστικής F . Άρα η πιθανότητα να απορριφθεί η µηδενική 

υπόθεση είναι µεγάλη.  

crFF >⇔

 

Παράδειγµα: 
 

SSR = 11776,18 

RSS = 1805,17 

Τ = 52 

Β.ε RSS = 52 – 3 = 49 

 

Με εφαρµογή του τύπου προκύπτει: 

 

83,159

49
17,1805

2
18,11776

==F  

 
 
 Η αντίστοιχη κριτική τιµή είναι η εξής όπως προκύπτει από τον πίνακα: 

19,349,2;05,0 ≈F  για επίπεδο σηµαντικότητας α = 0,05 

Επειδή η τιµή της στατιστικής υπερβαίνει την κριτική τιµή η 

παλινδρόµηση είναι στατιστικά σηµαντική (F > F ) 49,2;05,0

 

Σχέση µεταξύ της στατιστικής F και του συντελεστή 

προσδιορισµού  R2 

 

Η στατιστική F δίνεται από την σχέση: 

kT
RSS
k
SSR

F

−

−= 1 ~Fκ-1,T-k 
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R
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Συνεπώς διαπιστώνεται η ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ των δύο 

συντελεστών.  

Ο έλεγχος δηλαδή F είναι ένας έλεγχος στατιστικής σηµαντικότητας του 

συντελεστή προσδιορισµού.  

Πιο συγκεκριµένα: 

 

         0: 32 == ββoH   είναι ισοδύναµο µε R2 = 0 

0000: 32321 ≠≠≠≠ βκαιβηβηβH  είναι ισοδύναµο µε  02 ≠R
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Παραβιάσεις του γραµµικού υποδείγµατος 
 
Α. Πολυσυγγραµµικότητα 
 
Μια από τις βασικές υποθέσεις του κλασσικού γραµµικού υποδείγµατος 
είναι ότι δεν πρέπει οι ερµηνευτικές µεταβλητές να εξαρτώνται µεταξύ 
τους.  
 
Αν υπάρχει πλήρης εξάρτηση ανάµεσα σε δύο ερµηνευτικές µεταβλητές 
(η µια από τις δύο µεταβλητές διαφέρει από την άλλη κατά σταθερό όρο 
π.χ Χ 1  = Χ  + c ή κατά πολλαπλασιαστικό παράγοντα Χ 1  = cΧ  ή 
συνδυασµό αυτών Χ 1  = c1Χ  + c ) τότε το υπόδειγµα δεν µπορεί να 
εκτιµηθεί. 

2 2

2 2

Η ορίζουσα του πίνακα (X ' X)   δεν υπάρχει, εφόσον ο βαθµός του 
πίνακα δεν είναι πλήρης, υπάρχει συσχέτιση µεταξύ των γραµµών 
και των στηλών του πίνακα.  

1−

 
Έτσι από την  σχέση  
 

YXXbX '' =  
 

δεν µπορεί να προσδιορισθεί το διάνυσµα b. 
 
Αν συσχέτιση ανάµεσα σε δύο ερµηνευτικές µεταβλητές δεν είναι 
ακριβής και είναι µερική (π.χ στις χρονολογικές σειρές) τότε το 
υπόδειγµα µπορεί να εκτιµηθεί αλλά τα αποτελέσµατα της εκτίµησης δεν 
ερµηνεύουν ακριβώς την οικονοµική ή άλλης µορφής σχέση που 
υπάρχει. 
 
 
∆ΙΑΠΙΣΤΩΣΗ ΤΗΣ ΠΟΛΥΣΥΓΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ 
 

1. Συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού και t 
στατιστικές 

 
Όταν ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού έχει υψηλή τιµή που 
αυτό συνεπάγεται ότι η F – στατιστική έχει υψηλή τιµή και παράλληλα οι 
ατοµικοί συντελεστές δεν είναι στατιστικά σηµαντικοί αυτό φανερώνει 
ύπαρξη πολυσυγγραµµικότητας στο υπόδειγµα. 
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2. Συντελεστές συσχέτισης 
 
Κριτήριο Frisch 
 
Έστω θέλουµε να ελέγξουµε αν το υπόδειγµα  
 

ttttt eXXXY ++++= 4433221 ββββ  
 

παρουσιάζει πολυσυγγραµµικότητα. 
 
Εκτιµούµε διαδοχικά τα υποδείγµατα 
 

tt XY 221

∧∧∧

+= ββ ,     µε  r , se( ) 2
1 2

∧

β
  

tt XY 321

∧∧∧

+= γγ ,       µε  r , se( ) 2
2 2

∧

γ
  

tt XY 421

∧∧∧

+= δδ ,       µε  r , se( ) 2
2 2

∧

δ
 
Από τα τρία αυτά υποδείγµατα επιλέγουµε το καλύτερο, αυτό που 
ικανοποιεί τα θεωρητικά και στατιστικά κριτήρια. 
Κατόπιν εισάγουµε διαδοχικά τις άλλες ερµηνευτικές µεταβλητές και 
εξετάζουµε την επίδραση που θα έχουν στους συντελεστές 
παλινδρόµησης στα τυπικά σφάλµατά τους και στον συντελεστή 
πολλαπλού προσδιορισµού. 
 
Αν η εισαγωγή της νέα µεταβλητής στο υπόδειγµα    βελτιώνει την   
συνολική ερµηνευτικότητα του υποδείγµατος και οι συντελεστές 
παλινδρόµησης δεν µεταβάλλονται σηµαντικά η νέα µεταβλητή είναι 
χρήσιµη και παραµένει στο υπόδειγµα. 
 
Αν η εισαγωγή της νέα µεταβλητής στο υπόδειγµα µεταβάλλει 
σηµαντικά τα πρόσηµα ή το µέγεθος των συντελεστών 
παλινδρόµησης η νέα µεταβλητή παραµένει στο υπόδειγµα. 
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Κριτήριο Klein  
 
Αν προσδιορισθεί ο µερικός συντελεστής συσχέτισης r  µεταξύ των δύο 
µεταβλητών των Χ i και Χ ,που θεωρούµε ότι συσχετίζονται γραµµικά, 
και έχουµε ότι 

xjxi

j

 
r  R  2

xjxi
≥ 2

...... 21 kxxxy

 
τότε η πολυσυγγραµµικότητα στο υπόδειγµα είναι επιβλαβής. 
 
Κριτήριο Theil 
 
Αν µια ανεξάρτητη µεταβλητή Χ i  συσχετίζεται µε τις υπόλοιπες και 
έχουµε ότι  
 

R  R  2
...... 21 ki xxxx ≥ 2

...... 21 kxxxy

 
τότε η πολυσυγγραµµικότητα στο υπόδειγµα είναι επιβλαβής. 
 
 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ  
ΜΕ ΠΟΛΥΣΥΓΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑ  
 
 
1. Όταν γνωρίζουµε την ακριβή τιµή ενός ή περισσοτέρων 
συντελεστών ή την ακριβή σχέση µεταξύ συντελεστών του υπό 
εκτίµηση υποδείγµατος 
 
Ι. Έστω ότι στο υπόδειγµα 
 

ttttt eXXXY ++++= 4433221 ββββ  
 
γνωρίζουµε ότι το β 3  = 0,47.  
Τότε αντικαθιστούµε στο υπόδειγµα το  β = 0,47 και εκτιµούµε το 
υπόδειγµα: 

3

 
ttttt eXXXY +++=− 44221347,0 βββ  
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∆ηλαδή εκτιµούµε τα b 1 , b , b . 2 4

 
II. Έστω ότι στο υπόδειγµα 
 

ttttt eXXXY ++++= 4433221 ββββ  
 
γνωρίζουµε το β 3  = 0,4β .  2

Τότε αντικαθιστούµε στο υπόδειγµα το β  = 0,4β  και εκτιµούµε το 
υπόδειγµα: 

3 2

 
ttttt eXXXY ++++= 4432221 4,0 ββββ  

 
ή 

ttttt eXXXY ++++= 443221 )4,0( βββ  
 

                                                          ή 
ttt eXXY +++= 44

*
21 βββ  όπου Χ t = * )4,0( 32 tt XX +  

 
∆ηλαδή εκτιµούµε τα b 1 , b , b . Από την σχέση β  = 0,4β  εκτιµούµε 
και το b . 

2 4 3 2

3

 
III. Στις οικονοµικές σχέσεις αρκετές φορές οι ερµηνευτικές µεταβλητές 
συσχετίζονται εκ της φύσεως και υπάρχει φανερό πρόβληµα 
πολυσυγγραµµικότητας. 
Στην  περίπτωση του µοντέλου παραγωγής Y = AL K e η εργασία L 
και το κεφάλαιο K δεν είναι ανεξάρτητες µεταβλητές.   

1β 2β

Με την προϋπόθεση της σχέσης β + β =1 (σταθερές αναλογίες κλίµακος 
στην παραγωγική διαδικασία) εκτιµάται τελικά το υπόδειγµα. 

1 2

 
Ln (

K
Y ) = LnA + β 1  Ln (

K
L ) + Lne 

 
Εκτιµώνται τα , b1  και από την σχέση β 1 + β =1 έχουµε b = 1- b1  

∧

A 2 2

 
Παραδείγµατα 

 
1. Έστω το υπόδειγµα Y teXXX ++++= 4433221 ββββ  µε Χ = 2Χ - 1 3 2

Το υπόδειγµα αυτό παρουσιάζει πολυσυγγραµµικότητα και δεν µπορεί να 
εκτιµηθεί όµως µπορούµε να εκτιµήσουµε το µοντέλο που προκύπτει αν 
αντικατασταθεί το Χ  µε το  2Χ - 1. 3 2
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Έτσι έχουµε   eXXXY ++−++= 4423221 )12( ββββ  
 

ή    Y eXX ++++−= 4423231 )2( βββββ  
 

ή     Y eXX +++= 44210 βγγ µε γ  0 31 ββ −=  και γ =1 )2( 32 ββ +  
 
το οποίο εκτιµάται και συγκεκριµµένα εκτιµώνται τα , και . 0

∧

γ 1

∧

γ 4

∧

β

Από τους αρχικούς συντελεστές εκτιµάται µόνο ο . 4

∧

β
 
 

2. ∆ίνονται οι τιµές για τις µεταβλητές Χ 1και Χ και Χ στο υπόδειγµα   2 3

 
teXXY +++= 33221 βββ  

 
Χ 1    Χ    Χ          Μπορεί να εκτιµηθεί το υπόδειγµα;2 3  
2      3       7 
3      5       9 
5      7      13 
7      9      17 
9      12    21 
11    15    25 
13    17    29 
 
Αν παρατηρήσουµε τις τιµές των µεταβλητών Χ 1  και Χ   θα δούµε ότι 
υπάρχει µια σχέση γραµµική αυτών των µεταβλητών της µορφής: 

3

 
 Χ   = 2 Χ 1  + 3,  πράγµα που σηµαίνει ότι το υπόδειγµα παρουσιάζει 
πολυσυγγραµµικότητα και πρέπει να εκτιµηθεί πλέον το υπόδειγµα που 
θα προκύψει αν αντικαταστήσουµε το Χ 3  µε το 2Χ 1  + 3 όπως στο 
παράδειγµα 1.       

3
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Β. Αυτοσυσχέτιση 
 
Μία από τις βασικές υποθέσεις του γραµµικού υποδείγµατος είναι πως η 

συνδιακύµανση των διαταρακτικών όρων είναι µηδενική.  

Αυτό σηµαίνει πως: 

 

steeCov st ≠= 0),(  

 

Η παραπάνω υπόθεση σηµαίνει πως οι διάφορες τιµές του διαταρακτικού 

όρου δεν συσχετίζονται µεταξύ τους. 

Η συνηθέστερη µορφή αυτοσυσχέτισης είναι η αυτοσυσχέτιση πρώτης 

τάξης.  

 

Σε αυτή την µορφή ισχύει το εξής: 

 

ttt ee ερ += −1  

 

ρ: ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 

tε ~ , πρόκειται για µία τυχαία µεταβλητή ),0( 2
tσ

 

Στην περίπτωση που η τιµή του διαταρακτικού όρου της παρούσας 

περιόδου συσχετίζεται µε την τιµή του διαταρακτικού όρου 

περισσότερων παρελθουσών τιµών αυτού η µορφή της αυτοσυσχέτισης 

δίνεται από την σχέση: 

 

ttttt eeee ερρρ +++= −−− 332211  
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Σε αυτή την περίπτωση η µορφή της αυτοσυσχέτισης λέγεται 

αυτοπαλίνδροµο σχήµα τρίτης τάξης. 

 

Αυτοσυσχέτιση πρώτης τάξης 
 

Έστω το γραµµικό υπόδειγµα Y tttt uXX +++= 21 γβα  

Τα κατάλοιπα χαρακτηρίζονται από το αυτοπαλίνδροµο σχήµα πρώτης 

τάξης. Πιο συγκεκριµένα:  

 

ttt ee ερ += −1  

 

Ο διαταρακτικός όρος της παρούσας περιόδου είναι δυνατόν να 

προσδιοριστεί ως συνάρτηση των παρελθουσών περιόδων.  

 

Ισχύει: 

 

∑
−

=
+

+−
−−−

−−−−−−−−

+==+++=

+++=++=++=+=
1

0
1

)1(
12

2
3

3

123
2

12
2

121

..................................

)()(
t

s
s

st
o

t
tttt

ttttttttttttt

ee

eeeee

ερρερεερρ

ερεερρερερεερρερ

 

Επειδή ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης ρ < 1 για πολύ µεγάλη τιµή του t 

η για µηδενική τιµή του eo η παραπάνω σχέση γράφεται ως εξής: 

 

∑
∞

=
−=

0s
st

s
te ερ  

 

Σε αυτή την περίπτωση ο µέσος, η διακύµανση και η συνδιακύµανση 

δίνονται από την σχέση: 
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2
22
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=
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==
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Συνέπειες της αυτοσυσχετίσεως 
 

Ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων που προκύπτει από ένα υπόδειγµα 

που χαρακτηρίζεται από αυτοσυσχέτιση είναι αναποτελεσµατικός. 

Η εκτίµηση της διακύµανσης είναι µεροληπτική. 

Η θετική αυτοσυσχέτιση µεταξύ της ερµηνευτικής µεταβλητής και του 

διαταρακτικού όρου οδηγεί σε σοβαρή υποεκτίµηση της διακύµανσης 

του συντελεστή β. 

Συνεπώς τα συµπεράσµατα που προκύπτουν θα είναι αναξιόπιστα και 

οι διακυµάνσεις θα είναι µεροληπτικές.  

Επιπλέον, οι προβλέψεις είναι αναποτελεσµατικές µε δεδοµένο ότι οι 

διακυµάνσεις των συντελεστών και του διαταρακτικού όρου δεν είναι 

ελάχιστες.  

Ένα υπόδειγµα που συµπεριλαµβάνει κ – ερµηνευτικές µεταβλητές η 

διακύµανση των συντελεστών των ελαχίστων τετραγώνων δίνεται από 

την σχέση: 

 

( ) ( 112 ''')( −−
∧

Ω= XXXXXXV σβ )  

 

Για την αυτοσυσχέτιση πρώτης τάξεως έχουµε: 

 





















=Ω

−−

−

−

1....
................

....1

....1

21

2

1

TT

T

T

ρρ

ρρ
ρρ

 και V  Ω= 2)( σe
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Έλεγχος για την ύπαρξη της αυτοσυσχέτισης 
 
1. Γραφική ανάλυση των καταλοίπων  
Η µέθοδος αυτή περιλαµβάνει την κατασκευή του διαγράµµατος 

διασποράς των καταλοίπων e  και  .  t

∧

1−

∧

te

Σύµφωνα µε τον έλεγχο αυτόν υπάρχει ένδειξη θετικής αυτοσυσχέτισης 

αν οι παρατηρήσεις των καταλοίπων συγκεντρώνονται στο πρώτο και 

τρίτο τεταρτηµόριο, ενώ αν η συγκέντρωση των παρατηρήσεων των 

καταλοίπων γίνεται στο δεύτερο και τέταρτο τεταρτηµόριο έχουµε την 

ύπαρξη αρνητικής αυτοσυσχέτισης (Σχήµα 1 και 2). 

Εναλλακτική µέθοδος γραφικής απεικόνισης είναι η διαχρονική 

απεικόνιση των καταλοίπων. Αν τα σηµεία των διαδοχικών 

καταλοίπων παραµένουν αµετάβλητα αυτό αποτελεί ένδειξη θετικής 

αυτοσυσχέτισης, ενώ η συχνή εναλλαγή των σηµείων δηλώνει 

αρνητική αυτοσυσχέτιση (Σχήµα 3 και 4). 

 

tu
∧ tu

∧

1−

∧

tu1−

∧

t

 

u
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Βασικό µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι η χαµηλή αξιοπιστία της 

σε σχέση µε τους υπόλοιπους αυστηρούς στατιστικούς ελέγχους. 

 

2. Έλεγχος Durbin – Watson 
 

Το εν λόγω κριτήριο στηρίζεται στην στατιστική που δίνεται από τον 

τύπο: 

 

∑
∑

=

=
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∧∧
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Η στατιστική αυτή είναι γνωστή ως στατιστική Durbin – Watson. 

Αναπτύσσοντας την ταυτότητα προκύπτει: 
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Με δεδοµένο ότι ο συντελεστής συσχέτισης ανήκει στο διάστηµα [  η 

εν λόγω στατιστική παίρνει τιµές στο διάστηµα 

]1,1−

][ 4,0  . 

Πιο συγκεκριµένα: 

• Αν δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση  έχουµε d = 2 0=
∧

ρ

• Αν υπάρχει τέλεια θετική αυτοσυσχέτιση  έχουµε d = 0 1=
∧

ρ

• Αν υπάρχει τέλεια αρνητική αυτοσυσχέτιση  έχουµε  d = 4 1−=
∧

ρ

 

Ορίζουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση περί ύπαρξης 

αυτοσυσχέτισης µεταξύ των καταλοίπων: 

 

0:
0:

1 ≠
=

ρ
ρ

H
H o  

 

Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου χρησιµοποιούνται πίνακες οι 

οποίοι περιέχουν ανώτερα και κατώτερα όρια τα οποία συγκρίνονται µε 

την τιµή της στατιστικής που προκύπτει από την αντικατάσταση των 

δεδοµένων του υποδείγµατος. 
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Τα δυνητικά αποτελέσµατα του ελέγχου για την ύπαρξη θετικής 

αυτοσυσχέτισης είναι τα εξής: 

 

Ldd < ,   υπάρχει θετική αυτοσυσχέτιση και απορρίπτεται η µηδενική  

              υπόθεση για µη ύπαρξη αυτοσυσχέτισης 

 

Udd >      δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση 

 

UL ddd <<  το αποτέλεσµα του ελέγχου είναι αβέβαιο. 

 

Για την ύπαρξη της αρνητικής αυτοσυσχέτισης τα δυνητικά 

αποτελέσµατα είναι τα εξής:  

 

Ldd <−4 ,  υπάρχει αρνητική αυτοσυσχέτιση και απορρίπτεται η  

                   µηδενική υπόθεση για µη ύπαρξη αυτοσυσχέτισης 

Udd >−4     δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση 

 

UL ddd <<   το αποτέλεσµα του ελέγχου είναι αβέβαιο. 

 

Το εν λόγω κριτήριο είναι κατάλληλο για έλεγχο αυτοσυσχέτισης 

πρώτης τάξης.  

Σηµαντικό µειονέκτηµα του ελέγχου είναι η αβέβαιη περιοχή ενώ βασική 

αδυναµία είναι η µη εφαρµογή του ελέγχου αν το υπόδειγµα 

περιλαµβάνει χρονικές υστερήσεις της εξαρτηµένης µεταβλητής. 
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Παράδειγµα  
Εκτιµήθηκε από 20 παρατηρήσεις το υπόδειγµα Y = -2,461 + 0,78 X    

                                                                                       (0,50)    (0,01) 

που αφορούσε την σχέση παλινδρόµησης των εισαγωγών Y επί του ΑΕΠ 

(Χ). Ευρέθηκαν  =573,069 και ∑
2^

te ∑ −− 2
1 )( tt ee = 537,192. 

 

 Να ελεγχθεί µε τον δείκτη D –W αν υπάρχει αυτοσυσχέτιση των τιµών 

του διαταρακτικού όρου.(Ανδρικόπουλος, τοµ.Α,2003). 

 

Ο δείκτης D –W = / = ∑ −− 2
1 )( tt ee ∑

2^

te
069,573
192,537 = 0,937 

Από τους πίνακες του D –W σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5% µε 20 

παρατηρήσεις και µια ανεξάρτητη µεταβλητή (κ=1) βρίσκουµε τις τιµές 

d = 1,20 και  dU = 1,41. L

Επειδή ο δείκτης D –W = 0,937 < d = 1,20 η υπόθεση Η : ρ>0 δεν 

απορρίπτεται. Συνεπώς υπάρχει σηµαντική θετική συσχέτιση. 

L 0

Αυτό επιβεβαιώνεται από την προσεγγιστική τιµή του εκτιµητή  

 
^
ρ ≈ 1-

2
d = 1- 

2
937,0 = 0,5315. 
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3. Έλεγχος µε την t - στατιστική 
Ο έλεγχος αυτός είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθεί όταν τα κατάλοιπα 

ενός υποδείγµατος είναι παρατηρούµενη µεταβλητή η οποία µπορεί να 

εκτιµηθεί µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Με δεδοµένη την 

ισχύ των βασικών υποθέσεων του γραµµικού υποδείγµατος ακολουθείται 

η εξής διαδικασία: 

Υπολογίζονται τα κατάλοιπα του υποδείγµατος από την εφαρµογή της 

µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων: 

Πρώτο στάδιο: 

ktktott XXYe
∧∧∧∧

−−−−= βββ ........11  

 

∆εύτερο στάδιο: 

Εκτιµάται το υπόδειγµα:      e  ttt e ερ += −

∧

1

Ορίζουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση: 

 

0:
0:

1 ≠
=

ρ
ρ

H
H o  

 

Η στατιστική t δίνεται από την σχέση:   ∧

∧

−
=

).(.

0

ρ

ρ

es
t  

 

Με σύγκριση των τιµών της στατιστικής µε αυτήν των πινάκων 

προκύπτει το αποτέλεσµα του ελέγχου. 
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4.  Κριτήριο h του Durbin 

 

Βελτίωση του ελέγχου του Durbin – Watson αποτελεί ο έλεγχος µε το 

κριτήριο  h του Durbin. Ο έλεγχος αυτός µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

ακόµη και αν το υπόδειγµα περιλαµβάνει την χρονική υστέρηση της 

εξαρτηµένης µεταβλητής.  

Έστω το υπόδειγµα: 

 

Υ t  =  β  +  β Χ t  + β Υ t  + e t       µε        e t = ρe t + ν t  0 1 2 1− 1−

 

Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η εξής: 

 

)(1 2bTVar

Th
−

=
∧

ρ  

 

Τ: το µέγεθος του δείγµατος 
∧

ρ : η εκτίµηση του συντελεστή αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξεως που 

προκύπτει από τα κατάλοιπα των ελαχίστων τετραγώνων. 

Η θεωρητική τιµή της  h – στατιστικής ακολουθεί την Ζ ή την t κατανοµή 

ανάλογα το µέγεθος του δείγµατος. 

Αν ορίσουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση ως ακολούθως:  

 

0:
0:

1 ≠
=

ρ
ρ

H
H o  
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Συγκρίνεται η τιµή h που υπολογίσθηκε µε την z κριτήρια τιµή σε 

επίπεδο σηµαντικότητας α%. 

Αν η τιµή h > z ή h < -z τότε η Η 0απορρίπτεται που σηµαίνει έχουµε 

αυτοσυσχέτιση των τιµών του διαταρακτικού όρου (ανάλογα έχουµε και 

στις άλλες εναλλακτικές υποθέσεις). 

 

Παράδειγµα  
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε 49 παρατηρήσεις για τις δαπάνες διατροφής Υ 

και το διαθέσιµο εισόδηµα Χ µιας κατηγορίας οικογενειών. Το 

υπόδειγµα που προέκυψε είναι: 

 

Υ t  = 49  + 0,40 Χ t  + 0,15 Υ t   1−

 µε  Var(b ) = 0,018, R = 0,85 και D –W = 1,9  2
2

   

Να ελεγχθεί µε το Κριτήριο h του Durbin αν υπάρχει αυτοσυσχέτιση 

των τιµών του διαταρακτικού όρου. 

 

Υπολογίζουµε τον εκτιµητή 
^
ρ ≈ 1-

2
d = 1- 

2
9,1 = 0,05. 

Εποµένως το κριτήριο h του Durbin είναι: 

 

)(1 2bTVar
Th

−
=

∧

ρ = 0,05
018,0*491

49
−

 = 1,02 

 

Εφόσον το δείγµα είναι µεγάλο η  h – στατιστική ακολουθεί την Ζ 

κατανοµή.  

Σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5% έχουµε κριτήρια τιµή z = 1,96  και  

- z = -1,96. 
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Έχουµε  -1,96 < h – στατιστική = 1,02 < 1,96  που σηµαίνει ότι δεν 

απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση, δηλαδή δεν έχουµε αυτοσυσχέτιση. 

 

 

Έλεγχος αυτοσυσχέτισης µεγαλύτερης τάξης 
 

Για τον έλεγχο της αυτοσυσχέτισης µεγαλύτερης τάξης µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν δύο έλεγχοι µε την κατανοµή F και την κατανοµή Χ2. 

Το αυτοπαλίνδροµο σχήµα  p - τάξεως δίνεται από την σχέση: 

 

ptpttt eeee −−− ++= ρρρ ......2211  

 

Ορίζουµε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση: 

 

0......./0/0:
0........:

211

21

≠≠≠
====

k

ko

ήήH
H

ρκαιρκαιρ
ρρρ  

 

Εκτιµούµε το υπόδειγµα µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και 

υπολογίζουµε τα κατάλοιπα .  te
∧

Εκτιµάται η βοηθητική παλινδρόµηση µεταξύ των καταλοίπων και των 

χρονικών υστερήσεων αυτών.  

Συνεπώς εκτιµάται η παλινδρόµηση: 

 

tktkttttot eeeXXe ερρρααα ++++++++= −−−

∧

......... 12112211  
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Έλεγχος  Breusch – Godfrey 
 

Οι παρατηρήσεις του δείγµατος είναι Τ 

Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η: 

 

( ) 2RpT −  ~ Χ  2
pT −

 

Αυτό σηµαίνει πως ο έλεγχος πραγµατοποιείται µε σύγκριση της 

στατιστικής µε την Χ2  κατανοµή ενώ οι βαθµοί ελευθερίας είναι Τ-p. 

 

Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν ( ) 2RpT −  > Χ T . 2
p−

 

Ενώ η µηδενική υπόθεση γίνεται δεκτή όταν ( ) 2RpT −  < Χ T . 2
p−

 

Έλεγχος µε την F - κατανοµή 

  

Σε αυτόν τον έλεγχο η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η εξής: 

 
( )

)1/(
/
−−−

−
=

pkTRSSur
pRSSurRSSrF  ~  

akTpF
;1, −−
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ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΜΕ 

ΑΥΤΟΣΥΣΧΕΤΙΣΗ 

 

Εξετάζουµε την περίπτωση να έχουµε αυτοσυσχέτιση α τάξης AR(1). 

Χρησιµοποιείται η γενικευµένη µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. 

Συγκεκριµένα µετατρέπεται το αρχικό υπόδειγµα που έχει 

αυτοσυσχέτιση α τάξης σε υπόδειγµα που να µην παρουσιάζει 

αυτοσυσχέτιση. 

 

Α. Εξετάζουµε την περίπτωση όταν είναι γνωστός ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτιασης . 
^
ρ

 

Έστω το υπόδειγµα Τ παρατηρήσεων: 

Υ = Χβ + ε  (υπό µορφή πινάκων) το οποίο παρουσιάζει αυτοσυσχέτιση 

α τάξης. 

Μετατρέπουµε το παραπάνω υπόδειγµα στο υπόδειγµα: 
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Το οποίο µπορεί να εκτιµηθεί και το οποίο είναι οµοσκεδεαστικό. 
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Β. Σε περίπτωση που δεν είναι γνωστός ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την διαδικασία των Hildreth – Lu. 

Συγκεκριµένα επειδή γνωρίζουµε ότι ο συντελεστής συτοσυσχέτισης 

παίρνει τιµές από το -1 έως το 1, δίνουµε τιµές σ’ αυτόν τιµές 0 , - 0,1, 

0,1, -0,2, 0,2,………, -0,9, 0,9, -1, 1. 

Για κάθε τιµή το µετασχηµατισµένο υπόδειγµα (α) εκτιµάται µε την 

µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και υπολογίζεται το άθροισµα των 

τετραγώνων των καταλοίπων. Το υπόδειγµα που θα δώσει το ελάχιστο 

άθροισµα των τετραγώνων των καταλοίπων  θα είναι το ζητούµενο.   
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Γ. Ετεροσκεδαστικότητα 

 
Μία από τις σηµαντικότερες παραβιάσεις του γραµµικού υποδείγµατος 

είναι αυτή της υπόθεσης: 
22)( σ=teE  

Αυτό σηµαίνει πως η διακύµανση του τυχαίου όρου σφάλµατος 

µεταβάλλεται από παρατήρηση σε παρατήρηση. ∆ηλαδή ισχύει: 

 
22)( tteE σ=  

 

Βασικές συνέπειες της ύπαρξης ετεροσκεδαστικότητας σε ένα υπόδειγµα 

είναι η αναποτελεσµατικότητα των εκτιµητών  ενώ αυτοί διατηρούν 

την αµεροληψία τους. 

OLSb

Αν γραφεί το υπόδειγµα µε τη µορφή µητρών τότε το διµεταβλητό 

υπόδειγµα που δίνεται από την σχέση: 

 

ttt eXY ++= 10 ββ  

 

γράφεται µε την ακόλουθη µορφή: 

 

eXY +Β=  
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Για το υπόδειγµα ισχύει: 
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Όταν ισχύουν οι εν λόγω υποθέσεις η διακύµανση του εκτιµητή  θα 

δίνεται από την σχέση: 

OLSb

 
112 )'(')'()( −− Ω= XXXXXXbV OLS σ   

   

Αυτό σηµαίνει πως η διακύµανση εµφανίζεται µεγαλύτερη σε ένα 

υπόδειγµα που πάσχει από ετεροσκεδαστικότητα µε αποτέλεσµα να µην 

είναι δυνατή η χρήση αυτού για τον έλεγχο στατιστικής σηµαντικότητας 

του υποδείγµατος. 

Στην περίπτωση που αυτά χρησιµοποιηθούν τότε τα συµπεράσµατα για 

τις παραµέτρους στον πληθυσµό θα είναι αναξιόπιστα. Για τον λόγο αυτό 

οι εκτιµητές παύουν να είναι άριστοι διατηρώντας όµως την ιδιότητα της 

συνέπειας. 
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Κριτήρια ελέγχου για ετεροσκεδαστικότητα 
 

Ο έλεγχος για ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας µπορεί να γίνει µε διάφορα 

κριτήρια µεταξύ των οποίων τα σηµαντικότερα είναι τα εξής: 

 

1. Συντελεστής συσχετίσεως Spearman 

2. Κριτήριο Goldfeld – Quand 

3. Κριτήριο White 
 

1. Συντελεστής συσχετίσεως Spearman 
Ο συντελεστής συσχετίσεως κατά τάξεις του Spearman δίνεται από την 

σχέση: 

 

)1(

6
1 2

1

2
1

−
−=

∑
=

TT

d
r

T

i

s
       (α) 

 

di: οι διαφορές των τάξεων των καταλοίπων και των αντίστοιχων τιµών 

της ερµηνευτικής µεταβλητής µε την οποία συνδέεται ο τυχαίος όρος µε 

την διακύµανση. 

Ο έλεγχος που γίνεται αφορά την εξής υπόθεση: 

 

0:
0:

1 ≠
=

s

s

H
Ho

ρ
ρ  
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Η υπόθεση ότι δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα ισοδυναµεί µε τον 

έλεγχο της υπόθεσης Η ότι ο συντελεστής συσχέτισης είναι µηδέν.  0

Η στατιστική που χρησιµοποιείται για τον έλεγχο είναι η σχέση (β) και η 

κριτική τιµή προέρχεται από την  t – κατανοµή µε δεδοµένο ότι για Τ > 8  

η:    

 

t =  
s

r
2

61
2

e
r

N
−

−     (β) 

 

ακολουθεί t – κατανοµή µε Ν-2 βαθµούς ελευθερίας. 

Άρα τα αποτελέσµατα του ελέγχου είναι τα εξής: 

Αποδοχή της µηδενικής υπόθεσης αν 2,2/ −< Natt  άρα δεν υπάρχει 

ετεροσκεδαστικότητα. 

Απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης αν 2,2/ −Natt f  άρα υπάρχει 

ετεροσκεδαστικότητα. 

 

Παράδειγµα  

Εξετάσθηκαν οι δαπάνες για διατροφή Υ  και το διαθέσιµο εισόδηµα Χ  

σε 25 οικογένειες. Το υπόδειγµα που εκτιµήθηκε είναι; 

 

Υ = 0,745 + 0,823 Χ 

       (1,10)    (32,12) 

Με 2R  = 0,975. 

∆ίνεται = 39. Να εξετασθεί αν το υπόδειγµα παρουσιάζει 

ετροσκεδαστικότητα χρησιµοποιώντας τον συντελεστή συσχέτισης 

Spearman. 

∑
=

25

1

2

i
id
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Έχουµε : 

 

)1(

6
1 2

1

2
1

−
−=

∑
=

TT

d
r

T

i

s
=  1- 

)125(25
)39(6

2 −
= 1- 0,015 = 0,985 

 

Άρα  t = r  
s 2

61
2

e
r

N
−

−  =  0,985  
2)985,0(1

225
−

−  = 27,33. 

 

Εφόσον t =27,33 > t = t 0 = 2,069 η υπόθεση Η απορρίπτεται 

που σηµαίνει δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα. 

2,2/ −Na 23,025, 0

 

2. Κριτήριο Goldfeld – Quand 
Ο έλεγχος αυτός πραγµατοποιείται σε επί µέρους στάδια. Τα στάδια του 

ελέγχου αυτού είναι τα εξής: 

 

 Κατατάσσουµε τις παρατηρήσεις της ερµηνευτικής µεταβλητής µε 

την οποία υποθέτουµε ότι συνδέεται η διακύµανση του 

διαταρακτικού όρου κατά φθίνουσα σειρά. 

 

 Στην συνέχεια παραλείπουµε c - κεντρικές παρατηρήσεις. Ο 

αριθµός των παρατηρήσεως που παραλείπεται δεν πρέπει να 

ξεπερνά το ένα τέταρτο του συνολικού αριθµού των 

παρατηρήσεων. 
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 Στην συνέχεια χωρίζουµε το εναποµείναν δείγµα σε δύο επί µέρους 

δείγµατα. Η πρώτη οµάδα (οµάδα 1) περιλαµβάνει (T-c)/2 

χαµηλές τιµές της ερµηνευτικής µεταβλητής ενώ η δεύτερη οµάδα 

(οµάδα 2) τις   (T-c)/2 υψηλές τιµές της ερµηνευτικής µεταβλητής. 

 

 Εφαρµόζουµε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και στις δύο 

οµάδες. 

 

 Με την εφαρµογή των δύο µεθόδων εκτιµάµε και τα αντίστοιχα 

αθροίσµατα τετραγώνων των καταλοίπων οπότε και υπολογίζουµε 

την στατιστική που θα χρησιµοποιήσουµε ως κριτήριο ελέγχου 

(SSR1, SSR2 τα αντίστοιχα αθροίσµατα τετραγώνων των 

καταλοίπων στις δύο οµάδες) 

 

 Ο έλεγχος που θα πραγµατοποιηθεί αφορά την ακόλουθη µηδενική 

και εναλλακτική υπόθεση: 

 

2
2

2
11

2
2

2
1

:
:

σσ
σσ

≠

=

H
Ho  

 

Η Η σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα εφόσον 

θεωρούµε ότι σ 1  = σ  = σ = σταθερή , δηλαδή η διακυµάνσεις των 

καταλοίπων είναι ίσες στις δύο οµάδες 1, 2 και σταθερή η τιµή τους. 

o

2 2
1

2

 

 Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η εξής: 

^
2
1

^
2
2

11

22

/
/

σ

σ
ν
ν

λ ==
SSR
SSR  ~  

12 ,, ννaF

Όπου ν , ν οι βαθµοί ελευθερίας των οµάδων 1 και 2 1 2
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Τα αθροίσµατα των τετραγώνων των καταλοίπων χρησιµοποιούνται 

προσεγγιστικά για να αποδώσουν την διακύµανση των καταλοίπων. 

 

 Τα δυνητικά αποτελέσµατα του ελέγχου είναι τα εξής: 

 

λ <  αποδοχή της µηδενικής υπόθεσης και άρα δεν υπάρχει 

ετεροσκεδαστικότητα 

12 ,, ννaF

 

λ >  απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης και άρα υπάρχει 

ετεροσκεδαστικότητα 

12 ,, ννaF

 

Παράδειγµα  
Έχουµε 24 παρατηρήσεις που αφορούν 24 νοικοκυριά και στα οποία 

εξετάσθηκαν οι καταναλωτικές δαπάνες Υ σε σχέση µε το διαθέσιµο 

εισόδηµά τους Χ. 

Κατατάσσουµε τις τιµές Χ κατ’ αύξουσα τάξη µεγέθους και αφαιρούµε 

τις τέσσερις κεντρικές τιµές. Έτσι δηµιουργούµε δύο οµάδες 

παρατηρήσεων την οµάδα (Α) που οι τιµές Χ είναι κάτω από τις 

κεντρικές τιµές και την οµάδα (Β) που είναι πάνω από τις κεντρικές 

τιµές.  

Εκτιµούµε τα δύο υποδείγµατα που αντιστοιχούν στις δύο οµάδες. 

Οµάδα Α: 

Υ  = 1,03 + 0,91Χ ,  R = 0,978,  = 0,435 A A
2
A

2^

Ασ

       (0,567)  (0,056) 

Υ  = 3,56 + 0,78Χ ,  R = 0,934,  = 3,437 B B
2
B

2^

Bσ

       (0,345)  (0,087) 
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Άρα ^
2
1

^
2
2

11

22

/
/

σ

σ
ν
ν

λ ==
SSR
SSR = ^

2

^
2

Α

Β

σ

σ  = 
435,0
437,3  = 7,90 

 

 

Επειδή F = 3,44 <  λ = 7,90 η υπόθεση της ετεροσκεδαστικότητας 

απορρίπτεται. 

)8,8%,5(

(Όπου v1  = v = [(T-c-2k)/2] οι βαθµοί ελευθερίας, c ο αριθµός των 

κεντρικών τιµών, κ 0 αριθµός των παραµέτρων του υποδείγµατος. 

2

Στην περίπτωσή µας έχουµε: v1  = v = [(T-c-2k)/2] = (24-4-2*2)/2 = 8). 2

 

3. Κριτήριο White 
Έστω το υπόδειγµα: 

 

tttt eXXY +++= 22110 βββ  

 

Το κριτήριο αυτό δεν προϋποθέτει τον προσδιορισµό της ερµηνευτικής 

µεταβλητής από την οποία εξαρτάται η διακύµανση καθώς και την 

κανονικότητα των καταλοίπων. Ο έλεγχος βασίζεται στον συντελεστή 

προσδιορισµού της παλινδρόµησης των καταλοίπων στις ερµηνευτικές 

µεταβλητές του υποδείγµατος. Και η εφαρµογή του κριτηρίου αυτού 

πραγµατοποιείται σε στάδια.  

Αυτά είναι τα εξής: 

 

 Εφαρµόζεται η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων στο αρχικό 

υπόδειγµα µε αποτέλεσµα να εκτιµώνται και τα κατάλοιπα του 

υποδείγµατος. 
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 Στην συνέχεια εκτιµάται η βοηθητική παλινδρόµηση: 

 

tttttttt XXXXXXe εαααααα ++++++=
∧

215
2
24

2
1322110

2

       

 

Στην συνέχεια υπολογίζεται ο συντελεστής Προσδιορισµού.  

 

Υπό την ισχύ της µηδενικής υπόθεσης η στατιστική  

 
2TR  ~ Χ  κατανοµή 2

, pa

 

όπου p =  ο αριθµός των ερµηνευτικών µεταβλητών και  

Τ = το σύνολο των παρατηρήσεων 

 

 Ορίζω την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση.  

 

0/0/0/0/0/0:
0:

5432101

5432100

≠≠≠≠≠≠
======

ακαιακαιακαιακαιακαια
αααααα

ήήήήήH
H

 

Για τον έλεγχο της υπόθεσης χρησιµοποιείται η παραπάνω στατιστική. 

 Τα αποτελέσµατα του ελέγχου υποθέσεων είναι τα εξής: 

 

• Αποδοχή της µηδενικής υπόθεσης όταν TR  < Χ  2 2
, pa

     (δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα) 

 

• Απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης όταν TR >Χ   2 2
, pa

     (υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα) 
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Παράδειγµα 
Από 40 δεδοµένα που αφορούν την σχέση Κατανάλωσης Υ και 

διαθέσιµου εισοδήµατος Χ προέκυψε η βοηθητική παλινδρόµηση: 

tttttttt XXXXXXe ε+++−−+−=
∧

21
2
2

2
121

2

085,032,0021,054,214,32,45  

Με R = 0,353, T R = 14,12 2 2

Έχουµε p =5, X 0 = 11,07 < T R = 14,12 2
05,

2

Η µηδενική υπόθεση ότι δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα δεν γίνεται 

δεκτή. 

Αν πάρουµε α=1% τότε X 2
0 = 15,08 > T R = 14,12 οπότε γίνεται δεκτή 

η µηδενική υπόθεση ότι δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα 

01,
2

 

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΜΕ 

ΕΤΕΡΟΣΚΕ∆ΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 
 

Όταν υποθέσουµε την µορφή της ετεροσκεδαστικότητας µπορούµε να 

µετασχηµατίσουµε το υπόδειγµα που πάσχει από αυτήν. 

Συγκεκριµένα υποθέτουµε ότι: 

 

σ t = σ Χ t  2 2 2

 

όπου Χ t  η ερµηνευτική µεταβλητή για την οποία θεωρούµε ότι η 

διακύµανση του διαταρακτικού όρου µεταβάλλεται ανάλογα µε το 

τετράγωνο αυτής. 

Μετασχηµατίζουµε το υπόδειγµα: 

 

                                      Υ t  = β + β 1Χ t  + ε t   0
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διαιρώντας κατά µέλη µε την Χ t  

 

Οπότε προκύπτει το υπόδειγµα: 

 

                                 Υ* t  = β  Χ* t  + β 1  + ε* t  0

 

µε  Υ* t = 
t

t

X
Y , Χ* t = 

tX
1 , ε* t =

t

t

X
ε  

 

Το υπόδειγµα αυτό δεν παρουσιάζει ετεροσκεδαστικότητα και µπορεί να 

εκτιµηθεί. 

 

• Γενικά αν θεωρήσουµε ότι  σ t = σ f(Χ t ) τότε το υπόδειγµα 

γίνεται οµοσκεδαστικό αν διαιρέσουµε την αρχική σχέση µε 

2 2

)( tXf . 

 

 Αν θεωρήσουµε την σχέση σ t = σ Χ t  διαιρούµε µε 2 2
tX  

 Αν θεωρήσουµε την σχέση σ t = σ Ε(Υ t )  διαιρούµε µε 2 2
tY

^
 

 

Παράδειγµα 
Η σχέση µεταξύ αποταµίευσης Υ και διαθέσιµου εισοδήµατος Χ που 

προέκυψε από 18 οικογένειες είναι η ακόλουθη: (Γ. Χρήστου, τοµ.Α, 

2002). 

Υ t  = -12,45 + 0,203Χ ,  R = 0,90 t
2

                                         (3,63)     (0,014) 
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Υποθέτουµε ότι σ t = σ Χ t  οπότε το υπόδειγµα µετασχηµατίζεται στο: 2 2 2

 

                                 Υ* t  = 0,207- 13,21Χ* t  

 

µε  Υ* t = 
t

t

X
Y , Χ* t = 

tX
1 , ε* t =

t

t

X
ε  

 

Άρα η συνάρτηση αποταµίευσης που προκύπτει όταν µετασχηµατίσουµε 

τις µεταβλητές είναι: 

 

                               
^
Y t  = -13,21 + 0,207Χ  t

                                         (2,15)     (0,01) 
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