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Π ρ ό λ ο γ ο ς  

 
Σκοπός του παρόντος βοηθήµατος είναι να δώσει στον φοιτητή του τµήµατος της 

Αγροτικής Ανάπτυξης, µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη απλότητα και πιο ουσιαστικά, τις 
βασικές γνώσεις της Στατιστικής και να παρουσιάσει κύριους τοµείς εφαρµογής της 
Στατιστικής στο χώρο της Οικονοµικής διαχείρισης και της διαχείρισης των 
επιχειρήσεων µε έµφαση στον τοµέα της Αγροτικής Οικονοµίας και Ανάπτυξης. 

Η εφαρµοσµένη Στατιστική αποτελεί σηµαντικό εργαλείο δουλειάς για ένα 
µελλοντικό επιστήµονα που θα ασχοληθεί µε θέµατα Αγροτικής Οικονοµίας και 
Ανάπτυξης. 

Για τον λόγο αυτό o φοιτητής-α πρέπει να εµπεδώσει τις βασικές έννοιες της 
Στατιστικής και να ασχοληθεί µε πρακτικά προβλήµατα που αναδεικνύουν τον σπουδαίο 
ρόλο της Στατιστικής στο πεδίο της εφαρµογής. 

Το ξεκίνηµα αυτής της προσπάθειας θέλω να πιστεύω ότι θα έχει συνέχεια και ότι 
λάθη και παραλήψεις στο παρόν εγχείρηµα θα διορθωθούν στην πορεία µε τελικό στόχο 
να προκύψει ένα βοήθηµα απλό – ουσιαστικό και κατανοητό για όλους όσους 
ενδιαφέρονται και ασχολούνται άµεσα µε τα θέµατα της Αγροτικής Οικονοµίας και 
Ανάπτυξης. 

 
 

Θ. Χ. Κουτρουµανίδης 
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Ε ι σ α γ ω γ ή  
 
Η Στατιστική πρωτοεµφανίστηκε στην αρχαιότητα ως πρακτική µεθοδολογία 

καταµέτρησης δεδοµένων και στην πορεία εξελίχθηκε σ΄ ένα κλάδο επιστηµονικό µε την 
αντίστοιχη θεωρητική υποδοµή κυρίως µε την εισαγωγή της θεωρίας των πιθανοτήτων. 

Ποτέ όµως δεν έπαψε να αποτελεί εργαλείο δουλειάς και έρευνας για όλους τους 
επιστηµονικούς κλάδους θεωρητικούς και θετικούς. 

Σήµερα µε την ραγδαία εξέλιξη της πληροφορικής η Στατιστική έχει 
ενσωµατωθεί σε πάρα πολλές επιστήµες και αποτελεί αναπόσπαστο τµήµα τους. 
Παράλληλα επικρατεί η άποψη ότι µειώνεται ο ρόλος του επιστήµονα – ερευνητή σ΄ ένα 
περιβάλλον που κατακλύζεται από στατιστικά προγράµµατα µέσω Η/Υ. 

Εδώ θα πρέπει να είµαστε σαφείς και κατηγορηµατικοί ο ερευνητής έχει τον 
πρώτο και τον τελευταίο λόγο στην επεξεργασία των δεδοµένων µέσω στατιστικών 
πακέτων και θα πρέπει να έχει κατανοήσει καλά τις βασικές έννοιες της Στατιστικής 
(περιγραφικής και επαγωγικής) για να µπορέσει να κάνει σωστά τη δουλειά του. Άρα 
προέχει η εκπαίδευση του σε θέµατα Στατιστικής και δεν µπορεί κανένα στατιστικό 
πρόγραµµα να υποκαταστήσει τον ερευνητή. 

Το παρόν σύγγραµµα κινείται σ΄ αυτήν την αντίληψη, να δώσει δηλαδή απλά και 
ουσιαστικά τις βασικές γνώσεις της Στατιστικής και να παρουσιάσει εφαρµογές της 
Στατιστικής στον χώρο της Αγροτικής Οικονοµίας και Ανάπτυξης, ώστε να µπορεί ο 
µελλοντικός επιστήµονας που θα ασχοληθεί µε τα θέµατα της Αγροτικής Ανάπτυξης να 
χρησιµοποιεί στατιστικές µεθόδους και τεχνικές για την δουλειά του. 

Η δοµή του συγγράµµατος περιλαµβάνει τα εξής µέρη: Παράγωγες κατανοµές 
(Κεφάλαιο1ο), Κατανοµές στατιστικών δείγµατος (Κεφάλαιο 2ο),  Εκτιµητική (Κεφάλαιο 
3),  Έλεγχοι υποθέσεων (Κεφάλαιο 4), Έλεγχο προσαρµοστικότητας (Κεφάλαιο 5), 
Ανάλυση κατηγορικών µεταβλητών (Κεφάλαιο 6), Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση 
(Κεφάλαιο 7), Χρονολογικές σειρές (Κεφάλαιο 8), Αριθµοδείκτες (Κεφάλαιο 9). 
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Κεφάλαιο 1ο  

Παράγωγες Κατανοµές 
 
1.1.    Η Χ 2 - Κατανοµή 

 
Θεωρούµε τις τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2,……., Χv που είναι ανεξάρτητες µεταξύ 

τους και όπου η κάθε µια µεταβλητή έχει τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1). 
 
∆ηµιουργούµε την τυχαία µεταβλητή Χ2=Χ1

2+Χ2
2+…..+Χ v

 2. 
 
Η τυχαία αυτή µεταβλητή ακολουθεί µια κατανοµή που ονοµάζεται Χ - 

τετράγωνο κατανοµή, Χ2. 
 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής η f(x2) έχει v-βαθµούς ελευθερίας: 

 

0,
)2(2

1 1
22

2/
>⋅

Γ

−−
xxe

v

vx

v
 

=)( 2xf  
 

0,0 <x  
 
 
όπου Γ(κ)=(κ-1)! 
 
Έχουµε Ε [X2] = v και Var[X2] = 2v . 

 
          f(x2) 
 
                    ν=1 
                      v=3       
  v=2                    v=6    v=20 
 
 
 
 
 
             0 
                         5             10             20                       X2 
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Όταν v>30 η κατανοµή Χ2 είναι σχεδόν συµµετρική και λέµε ότι τείνει προς την 
κανονική. 

 
Η αθροιστική συνάρτηση F(x2) εκφράζει το εµβαδόν  τµήµατος. 
 
 

   f(x2)                                                        ][)( 2
α,

22
vxXPXF ≤=

 
 
 
                                                                                           )(1α 2XF−=
 
 
 

                                                             ∞+  

                                                x2
,avx 2 

 
Ο πίνακας δίνει τις τιµές της Χ για τις οποίες έχουµε την πιθανότητα  2

,αvx
 

,α][ 2
,

2 => αvxXP  όπου α η δοσµένη πιθανότητα και v - βαθµοί ελευθερίας γνωστοί. 
 
 
   f(x2) 
 
 
 
 
                            1-α                            α  
 
 
 
                                                           x2

,αvx 2 
 
1.2.   Η  t - Κατανοµή. 
 
Θεωρούµε δύο ανεξάρτητες µεταξύ τους τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ από τις 

οποίες η Χ έχει κανονική κατανοµή και η Υ ακολουθεί την κατανοµή Χ2 µε v-βαθµούς 
ελευθερίας. 

Η τυχαία µεταβλητή 

v
Y
XT = ακολουθεί την κατανοµή t µε v-βαθµούς  
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ελευθερίας. 
 
Η Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής αυτής 
 

πνΓ
+Γ

=βπου+∞<<∞−







+β=

+
−

)2/(
)2/)1((,1)(

2
1

,

2

v
vόt

v
ttf

v

 έχει v-βαθµούς  

ελευθερίας. 
 

Με Ε[Τ]=0 και .
2

][
−

=
v

vTVar  

 

+∞→
=

v
TVar .1][lim  

 
Όταν ο v (βαθµοί ελευθερίας) είναι µεγάλος η κατανοµή t τείνει στην τυπική 

κανονική κατανοµή Ν (0,1). 
 

 
                              f(t) 
                           )1,0(N
                              v=3       +∞=v
                                                     v=2 
                    v=1  
 
 
 
 
                              
 
 
                                          0    tν,α                      t 

 

 
Έχουµε : 
 
Σε πίνακα δίνονται οι τιµές t v,α της Τ για τις οποίες έχουµε την πιθανότητα  
 
P[T<t v,α] = α  και v – οι βαθµοί ελευθερίας . 
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             (2)                    f(t)                               

                                                                  
[ ]

α1
2/,2/,

−=

=<<− αα vv tTtP
 

                                                      
                                                           α/2 
    
 
                                                                       ∞+  
                        -t ∞− v,α/2       0       t v,α/2       t 
 
Επίσης 
 

 

            (3)                    f(t)                        

                                                                  
[ ]

)(
][1 ,

α,

tF
tTP

tTP

v

v

=

=>−=

=≤

α       

 
 
 

∞+  
 

                                    0         t ν,α            t ∞−
 
 
1.3.    Η  F - Κατανοµή 

 
    Μια τυχαία µεταβλητή που παράγεται ως λόγος δύο άλλων τυχαίων µεταβλητών 
ακολουθεί την F – Κατανοµή η οποία εκφράζεται µε δύο βαθµούς ελευθερίας το ν 1 , που 
είναι ο βαθµός ελευθερίας του αριθµητή και  το ν , που είναι ο βαθµός ελευθερίας του 
παρανοµαστή.  Έτσι συµβολίζεται µε F ν 1 , ν . 

2

2

    Υπάρχουν πίνακες που δίνουν τις κριτήριες τιµές F ν 1 , ν ;α  οι οποίες ορίζονται από 
τη σχέση: 

2

 
Ρ(Χ > F ν 1 , ν ;α) =  α 2

 
Για τις διάφορες τιµές των α, ν 1 , ν . 2
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Κεφάλαιο 2ο 

Κατανοµές στατιστικών δείγµατος 
 
2.1. Κατανοµή µέσης τιµής δείγµατος 
 
Αν πάρουµε πολλά τυχαία δείγµατα µεγέθους n από ένα πληθυσµό τότε προκύπτει η 

τυχαία µεταβλητή 
−

X , από τις τιµές των µέσων τιµών των δειγµάτων. Όταν το δείγµα 
προέρχεται από κανονικό πληθυσµό Ν(µ, σ ) ανεξάρτητα από το µέγεθός του έχουµε 

ότι η

2

−

X  ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(µ, 
n

2σ ), το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση 

που το δείγµα δεν προέρχεται από κανονικό πληθυσµό αλλά το µέγεθός του είναι µεγάλο 
n ≥ 30. 
 

Τότε η Ζ = 

n

X
σ

µ
−

−    ή      Ζ =  

n
s

X
−

− µ   ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. 

 
    Όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό, η διακύµανση του πληθυσµού άγνωστη 
και ο πληθυσµός, από όπου  προέρχεται το δείγµα, κανονικός τότε η ποσότητα: 
 

t =

n
s

X
−

− µ  ακολουθεί την t-κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 

 
2.2. Κατανοµή διαφοράς µέσων τιµών δύο δειγµάτων 
   Αν πάρουµε δύο δείγµατα µεγάλα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και και 
διακυµάνσεις s 2

1 , s  και οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι σ 1  , σ  αντίστοιχα τότε 
έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y
2
2

2 2
2

 

κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX  ακολουθεί Ν(0,1). 
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      Εφόσον οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες αντικαθίστανται από τις 
δειγµατικές διακυµάνσεις s , s  και έχουµε ότι η µεταβλητή: 2

1
2
2

 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 

 

       Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και 

και διακυµάνσεις s 2
1 , s 2

2  αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε 
άγνωστες αλλά ίσες διακυµάνσεις σ  = σ  = σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y
2
1

2
2

2

κνκν
κν

µµ

11
2

)1()1(

)(
2
2

2
1

21

+
−+

−+−

−−−
−−

ss

YX   ακολουθεί t-κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 

 
 

    Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και 

και διακυµάνσεις s 2
1 , s αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε 

άγνωστες και διαφορετικές διακυµάνσεις σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 2
2

 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 

 
ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας λ = 2(ν-1) όταν ν = κ  
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και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) όταν ν κ ≠

 
2.3. Κατανοµή διακύµανσης δείγµατος 
 
   Η ποσότητα: 
 

X 2 = 2

2)1(
σ

sn − ακολουθεί την X 2 κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 

 
     Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα µεγέθους n θεωρείται κανονικός µε σ και 
s είναι η δειγµατική διακύµανση. 

2

2

  
2.4. Κατανοµή λόγου διακυµάνσεων δύο δειγµάτων   
 
     Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα µεγέθους n και m 
αντίστοιχα µε s 2

1 , s  τις δειγµατικές διακυµάνσεις τους από δύο κανονικούς 
πληθυσµούς µε σ  , σ   τις πληθυσµιακές διακυµάνσεις, τότε ισχύει ότι η ποσότητα: 

2
2
2
2

2
1

 

2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ   ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας 

 
2.5. Κατανοµή ποσοστού (αναλογίας) δείγµατος 
    Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p = 

n
x   των στοιχείων στο µεγάλο δείγµα 

µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την  
 
θεωρία το δειγµατικό ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
 
       ∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις τιµές p, ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή:  
 

Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ −

) 
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Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

       Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
 

n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

 
2.6. Κατανοµή διαφοράς ποσοστών (αναλογιών) δύο δειγµάτων 
    Έστω p1 = 

n
x    και  p 2 = 

l
y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες των στοιχείων, που έχουν 

κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, δύο δειγµάτων µεγέθους n, l από δύο 
πληθυσµούς, όπου οι πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P1 ,  P . πληθ 2 πληθ

       Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών P1 -  P  ακολουθούν 
κανονική κατανοµή: 

∆ 2 ∆

 

Ν(P1 -  P 2 , πληθ πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
−

) 
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Κεφάλαιο 3ο  
 

Εκτιµητική 
 

3.1. Σηµειακή εκτίµηση µιας άγνωστης παραµέτρου ενός πληθυσµού ως 
προς µια µεταβλητή. 

 
Όπως έχει αναφερθεί µέχρι τώρα για να µελετήσουµε ένα µεγάλο πληθυσµό ως 

προς κάποια µεταβλητή Χ καταφεύγουµε στην δειγµατοληψία. 
Λαµβάνουµε ένα δείγµα n - στοιχείων του πληθυσµού και µελετάµε αυτό ως προς 

την µεταβλητή Χ. Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν χαρακτηρίζουν, µέσω της 
επαγωγικής σκέψης, και το πληθυσµό. 

Αυτό άλλωστε αποτελεί και τη βασική σκέψη της Επαγωγικής Στατιστικής της 
οποίας ένα από τα σπουδαιότερα κεφάλαια είναι αυτό της Εκτιµητικής. 

Σε κάθε δείγµα προσδιορίζονται οι στατιστικές παράµετροι αυτού, όπως είναι η 
µέση τιµή x , η διακύµανση s2, η τυπική απόκλιση s κλπ. 

Η τιµή µιας από αυτές τις παραµέτρους ονοµάζεται σηµειακή εκτιµήτρια της 
αντίστοιχης παραµέτρου του πληθυσµού. 

)
Γενικά αν ονοµάσουµε Θ την σηµειακή εκτιµήτρια της αντίστοιχης παραµέτρου 

Θ του πληθυσµού αυτή θα πρέπει να ικανοποιεί κάποιες βασικές ιδιότητες. 
Κατ΄ αρχήν επειδή µπορούµε να πάρουµε πολλά δείγµατα ίσου µεγέθους από τον 

πληθυσµό θα έχουµε και τις αντίστοιχες σηµειακές εκτιµήτριες των δειγµάτων αυτών για 
την άγνωστη παράµετρο του πληθυσµού. 

∆ηλαδή αν πάρουµε ν δείγµατα ίσου µεγέθους από τον πληθυσµό θα έχουµε και 
τις αντίστοιχες vΘ

)
 εκτιµήτριες της Θ. 

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι η εκτιµήτρια Θ
)
είναι και αυτή τυχαία µεταβλητή. Η 

τιµή της τυχαίας µεταβλητής Θ
)
σε ένα συγκεκριµένο i-δείγµα iΘ

)
 i =1,2,3,4,…,ν λέγεται 

σηµειακή εκτίµηση της παραµέτρου Θ. 
 
Οι βασικές ιδιότητες που πρέπει να πληρούνται από την σηµειακή εκτιµήτρια 

Θ
)
είναι: 

 
i. Η Αµεροληψία: θα πρέπει δηλαδή η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής 

Θ
)
να είναι η άγνωστη παράµετρος Θ : 

 
Ε ( Θ

)
)=Θ. 
 

Αν Θ≠Θ)(
)

E τότε η εκτιµήτρια είναι µεροληπτική και έχουµε το σφάλµα 
µεροληψίας ή σφάλµα εκτίµησης: .)( Θ−Θ

)
E  
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     ii. Η Αποτελεσµατικότητα: 
 
    Θα πρέπει η διακύµανση της αµερόληπτης εκτιµήτριας Θ

)
, η Var ( )Θ

)
, και είναι 

µικρότερη ή ίση από την διακύµανση οποιαδήποτε άλλης αµερόληπτης εκτιµήτριας 
∗Θ)(

)
:  

 
).()( ∗Θ≤Θ

))
VarVar  

 
     iii. Η συνέπεια: 
 

Μια σηµειακή εκτιµήτρια Θ
)
είναι συνεπής όταν το σφάλµα µεροληψίας και η 

διακύµανσή της τείνουν στο µηδέν καθώς το µέγεθος του δείγµατος n τείνει στο άπειρο: 
 

+∞→+∞→
=ΘΘ=Θ

nn
VarE .0)(lim)(lim

))
και

  

 
3.2. Σηµειακές εκτιµήτριες της µέσης τιµής και της διακύµανσης ενός 

πληθυσµού ως προς µια µεταβλητή. 
 
i. Σηµειακή εκτίµηση της µέσης τιµής ενός πληθυσµού ως προς µια µεταβλητή. 

 
Έστω x1,x2,…..xn οι παρατηρήσεις της µεταβλητής Χ και µ η άγνωστη µέση τιµή 

του πληθυσµού. 
Έχουµε προσδιορίσει την δειγµατική µέση τιµή x , την σηµειακή εκτιµήτρια της 

µ του πληθυσµού, από τον τύπο: 
 

                                                 xi
n

x
v

i
∑

=

=
1

1  

 
Αν πάρουµε πολλά δείγµατα ίσου µεγέθους µπορούµε να ορίσουµε την τυχαία 

µεταβλητή 
−

X : 

                                                Xi
n

X
v

i
∑

=

=
1

1  

 
 όπου Χ1,Χ2,…..Χn τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµή την ίδια µε αυτή της Χ.  
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Η µέση τιµή )(XE είναι µια αµερόληπτη σηµειακή εκτιµήτρια της πραγµατικής 
µέσης τιµής µ του πληθυσµού και ισχύει: 

                 
 

   ( ) ( )
n

XVarXE
2

, σµ ==  και τυπική απόκλιση 
n

σ . 

 
Στις συµµετρικές κατανοµές ως σηµειακή εκτιµήτρια µπορεί να ληφθεί και η 

διάµεσος Μ, διότι έχουµε: 
 
                                                 .)( µ=ME  
 
 

ii. Σηµειακή εκτίµηση της διακύµανσης ενός πληθυσµού ως προς µια µεταβλητή. 
 
Οµοίως η άγνωστη διακύµανση ενός πληθυσµού σ2 εκτιµάται από την 

διακύµανση ενός δείγµατος x1, x2,……..xn τιµών ως προς την µεταβλητή Χ του 
πληθυσµού. 

Η δειγµατική διακύµανση συµβολίζεται µε s2 και είναι σύµφωνα µε όσα 
αναφέρθησαν: 

 

                                      
1

)( 2

12

−

−
=

∑
=

n

xxi
s

v

i  

 
Η δειγµατική αυτή διακύµανση είναι τυχαία µεταβλητή S2, επειδή µπορούµε να 

λάβουµε πολλά δείγµατα ίσου µεγέθους του πληθυσµού και να ορίσουµε έτσι τις 
αντίστοιχες διακυµάνσεις. 

                                      
1

)( 2

12

−

−
=

∑
=

n

XXi
S

v

i  

 
όπου Χi οι προαναφερόµενες τυχαίες µεταβλητές και X η µέση τιµή αυτών. 
Αποδεικνύεται ότι ,δηλαδή η διακύµανση του δείγµατος s)( 22 σ=SE 2 είναι µια 

τιµή της τυχαίας µεταβλητής S2 που έχει µέση τιµή ) τη διακύµανση σ( 2SE 2 του 
πληθυσµού. 

 
3.3. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της παραµέτρου Θ ενός πληθυσµού. 

 
Επειδή η δειγµατική σηµειακή εκτιµήτρια Θ

)
 της πραγµατικής τιµής Θ του 

πληθυσµού δεν µας  δίνει πληροφορίες περί του βαθµού ακρίβειάς της, δηλαδή πόσο 
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κοντά στην τιµή Θ βρίσκεται, καταφεύγουµε στο να υπολογίσουµε ένα διάστηµα που µε 
κάποια προκαθορισµένη πιθανότητα θα περιέχει την άγνωστη τιµή του πληθυσµού. 

 
Το διάστηµα αυτό το ονοµάζουµε «διάστηµα εµπιστοσύνης» της τιµής Θ. 
 
Το διάστηµα αυτό (β, γ) είναι το διάστηµα στο οποίο εκτιµούµε ότι θα βρίσκεται 

η τιµή Θ του πληθυσµού µε ορισµένη πιθανότητα ή επίπεδο εµπιστοσύνης 1-α. 
                    

.1α01)Θ( ≤≤−=≤≤ µεαγβP  
 
Τα β, γ ονοµάζονται όρια εµπιστοσύνης και η πιθανότητα α καλείται επίπεδο 

σηµαντικότητας. 
 
3.4. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ πληθυσµού. 
 
i. Κανονικός πληθυσµός (γνωστή η διακύµανση σ2). 
 
     Είναι δεκτό ότι εφόσον ο πληθυσµός που αντιστοιχεί στην τυχαία µεταβλητή Χ είναι 
κανονικής κατανοµής τότε και η δειγµατική εκτιµήτρια x  είναι κανονικής κατανοµής. 

     ∆ηλαδή ισχύει ότι η τυχαία µεταβλητή 
−

X , που παίρνει τιµές τις x , ακολουθεί την 

κανονική  κατανοµή ),(
n

N σµ . 

       Εποµένως η τυχαία µεταβλητή 
n

X
/σ

µ−
−

 µε τιµές 
n

x
/σ

µ−  ακολουθεί µια τυπική 

κανονική κατανοµή. 

       Η πιθανότητα η τιµή 
n

X
/σ

µ−
−

 να βρίσκεται µέσα σ’ ένα δοσµένο διάστηµα για 

παράδειγµα το + 1,96 δίδεται από τη σχέση:                     
 

.95,0)96,1()96,1(96,1
/

96,1 =−−=







≤

−
≤− φφ

σ
µ
n

xP  

 
Από την σχέση αυτή αν είναι γνωστή η σ µπορούµε να πούµε ότι: 
 

nxnx /96.1/96,1 σµσ +≤≤−
−−

, δηλαδή η µέση τιµή µ του πληθυσµού µε  
 
πιθανότητα 95% βρίσκεται σε απόσταση n/96,1 σ± από την  δειγµατική µέση 

τιµή x .  

18 



 

 
Παρατήρηση: 

 
Μια άλλη ερµηνεία της σχέσεως αυτής είναι ότι «αν χρησιµοποιηθούν διάφορα 

δείγµατα µεγέθους n για τον προσδιορισµό «διαστηµάτων πιθανότητας 95%» τότε 
κατά µέσο όρο το 95% από τα διαστήµατα αυτά θα περιέχουν την αληθινή τιµή µ.. 

Σύµφωνα µε τα ανωτέρω αν συµβολίσουµε µε 1-α το προκαθορισµένο «επίπεδο 
εµπιστοσύνης» και µε 2/αz+ τις τιµές της τυπικής κανονικής µεταβλητής µε αντίστοιχες 
τιµές της Αθροιστικής Συνάρτησης κατανοµής α/2 και 1-α/2, όπως φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα: 
 

 

                                         f(x)       πυκνότητα 
 
 
 
 
 
 
                 Εµβαδόν              Εµβαδόν          Εµβαδόν 
                   α/2                     1-α                          α/2 
 
 
                      - zα/2                      0              zα/2          ( )nx // σµ−  

 

 
Τότε έχουµε την πιθανότητα: 
              

           .1
/ 2/2/α α

σ
µ

α −=







≤

−
≤− z

n
xzP  

           

    ή .12/2/ ασµσ
αα −=








+≤≤−

n
zx

n
zxP  

 
Μπορούµε να πούµε ότι υπάρχει εµπιστοσύνη επιπέδου 1-α ότι το διάστηµα που 

εκτιµήθηκε περιέχει την άγνωστη τιµή της µ. Το διάστηµα αυτό ονοµάζεται «διάστηµα 
εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο 1-α» και δίδεται από τη σχέση: 

      

 (Ι) .,)(),( 2/2/α1 ή
n

zx
n

zx γνωστσµεσσµ αα =







+−=> −<  

 
Παρατήρηση: 
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Η ανωτέρω σχέση ισχύει για κανονικές τυχαίες µεταβλητές που γνωρίζουµε τη σ. 
Για µη κανονικούς πληθυσµούς ισχύει προσεγγιστικά και ο βαθµός προσέγγισης 

αυξάνει όσο µεγαλώνει το µέγεθος του δείγµατος. 
 
Σχόλιο 
 
Η διαδικασία προσδιορισµού διαστηµάτων εµπιστοσύνης  της µ, όταν η σ είναι 

γνωστή ακολουθεί τα εξής βήµατα: 
 

1ο : Επιλέγουµε το επίπεδο εµπιστοσύνης 1-α. 
 
2ο : Υπολογίζουµε την τιµή zα/2 από τον πίνακα της τυπικής κανονικής  
       κατανοµής. 
       

                                     .
2

11
2 






 −= − αφαz  

 
3ο : Χρησιµοποιούµε τη σχέση (Ι) θέτοντας στη θέση του x  τη δειγµατική µέση 

τιµή των n - παρατηρήσεων. 
 

 
Παραδείγµατα. 
 

1. Η ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου σ’ ένα σταθµό µέτρησης 
ενός ποταµού έχει µετρηθεί για 30 ηµέρες. Από προηγούµενες εµπειρίες είναι γνωστό ότι 
η διασπορά της ηµερήσιας συγκέντρωσης είναι 4,2 (mg/l)2. Για τις 30 µετρήσεις η µέση 
δειγµατική τιµή ./52,2 mgx = l Να υπολογισθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης επιπέδου 
99% για τη µέση ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου. Θεωρούµε ότι ο 
πληθυσµός των µετρήσεων της ηµερήσιας συγκέντρωσης διαλυµένου οξυγόνου 
κατανέµεται κανονικά. 
 

58,2)995,0(005,0299,0α1 1
005,0 ==→=→=− −φα z  

 

.965,058,2
30

2,4
2 =⋅=ασ z

n
 

 
./)49,3,56,1()965,0,965,0(99.0 lmgxx =+−=>µ<  

 
Αυτό είναι το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο 99%. 
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2. Σε ένα δείγµα 10 κουτιών παστεριωµένου γάλακτος που παράγει µια 
βιοµηχανία γάλακτος το µέσο βάρος των κουτιών είναι 250 γραµµάρια. Από 
προηγούµενες µετρήσεις είναι γνωστή η διακύµανση που παρατηρείται και ίση, µε 60 
γραµµάρια. Να προσδιοριστεί το διάστηµα εµπιστοσύνης στο οποίο θα βρίσκεται το 
µέσο βάρος του συνόλου των κουτιών γάλακτος που παράγονται µε πιθανότητα 99,60%. 
Θεωρούµε ότι ο πληθυσµός των βαρών των κουτιών κατανέµεται κανονικά. 

 
Έχουµε .002,02996,0 =1 α→=α−  

 
 

Άρα .88,2)998,0(
2

1 11
002,0

2
==






 −== −− φαφα zz  

 

Επίσης .05,788,2
10
60

2
=⋅=⋅ α

σ z
n

 

 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης:  
 

⇒







+−=>< − n

zx
n

zx σσµ ααα
22

1 ,  

 
( ) ⇒+−=+−=>< )05,7250,05,7250(05,7,05,7996.0 xxµ  

 
( )05,257,95,242996.0 =>< µ  γραµµάρια. 

 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ µε πιθανότητα ή επίπεδο εµπιστοσύνης 99,6%. 
Αν ο πληθυσµός της ηµερήσιας συγκέντρωσης είναι κανονικός τότε το παραπάνω 

διάστηµα είναι ακριβές αν όχι τότε το δεχόµαστε προσεγγιστικά. 
 

ii. ∆είγµα µεγάλο άγνωστή η διακύµανση σ2. 
 
           Όταν το δείγµα είναι µεγάλο σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα η      

τυχαία µεταβλητή 
n

X
/σ

µ−
−

 µε τιµές 
n

x
/σ

µ−  ακολουθεί µια τυπική κανονική κατανοµή. 

 
Συνεπώς το «διάστηµα εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο 1-α» δίδεται επίσης από 

τη σχέση: 
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 (Ι) ,)(),( 2/2/α1 







+−=> − n

zx
n

zx σσµ αα<  

εφόσον η διακύµανση σ2  είναι άγνωστη αντικαθίσταται από την s 2 οπότε 
καταλήγουµε στη σχέση: 
 









+−=>< − )(),( 2/2/α1 n

szx
n
szx ααµ  

 
Παράδειγµα: 
 
    Η ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου σ’ ένα σταθµό µέτρησης ενός 
ποταµού έχει µετρηθεί για 29 ηµέρες και είχαµε x =2,52 mg/l και s2=4,2 (mg/l)2 
(άγνωστη η σ2). Να υπολογισθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης επιπέδου 99% για τη µέση 
ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου. 
 
           Το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου 
οξυγόνου είναι:  1-α = 0,99→ α/2 = 0,005. 

 
ν= 29-1 = 28. 
 
Άρα 763,228,005,0,2

== tvat  (παράρτηµα). 

 
Οπότε: 
 

=









+−=><

29
2,4

763,252,2,
29

2,4
763,252,299.0µ  

 
= ( 1,47,  3,57)  ./ lmg

 
ii. ∆είγµα µικρό άγνωστή η διακύµανση σ2. 

 
Για n µικρό πολύ π.χ. n < 10 τα διαστήµατα εµπιστοσύνης της µ από την (Ι) µε s2 

στη θέση του σ2 είναι αρκετά ανακριβή (όταν δεν είναι γνωστή η διασπορά σ). 
Όταν η κατανοµή του πληθυσµού της Χ είναι κανονική τότε και αν ακόµα ή σ2 

δεν είναι γνωστή µπορούν να προσδιοριστούν ακριβή διαστήµατα εµπιστοσύνης για τη 

µ. Έχει αποδειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή 
ns

xέT µςτιµµε −
=  έχει κατανοµή t µε n-1 

βαθµούς ελευθερίας και µε συνάρτηση πυκνότητας f(t). 
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                                             f(t)                         
)1,0(N

n ∞=
      

ns
xέT µςτιµµε −

=τ.µ.  

                                                                        n  =6              X: κανονική µεταβλητή 

                                                                        n =2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 0                     
ns

xt µ−
=         

 
 

Η κατανοµή t είναι συµµετρική ως προς το µηδέν και έχει σχήµα παρόµοιο της 
κανονικής κατανοµής, όταν το n µεγαλώνει (ν = n -1 = βαθµοί ελευθερίας) τότε η 
κατανοµή t προσεγγίζει την κανονική κατανοµή. 

 
Έχουµε λοιπόν: 

.1,2/,2/α αµ
α −=








≤

−
≤− vv t

ns
xtP  

Το 
v

t
,2

α είναι η τιµή της τυχαίας µεταβλητής Τ που αντιστοιχεί σε τιµή της 

Αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής ίση µε 1-α/2, για v = n-1 βαθµούς ελευθερίας. Οι 
τιµές του tα/2,v δίδονται από πίνακα (παράρτηµα). 
 

                                     f(t)             Η πιθανότητα 

                                                           .1,2/,2/ αµ αα −=







+≤≤−

n
stx

n
stxP vv  

                                                                    
 
 
               α/2                   εµβαδού                α/2 
                                          1-α 
 
                                0          vt ,2/α− vt ,2/α
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µας οδηγεί στη σχέση 
 

              

       







+−=> − )(),( ,2/,2/α1 n

stx
n
stx vv ααµ<  

 
όπου  
 
x : δειγµατική µέση τιµή  
 
s: δειγµατική τυπική απόκλιση. Αυτό είναι το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ, µε 

άγνωστη τη σ, σε επίπεδο 1-α. 
 

Παρατήρηση: Όταν ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας είναι πολύ µεγάλος τότε 

2,2
αα zvt → διότι η κατανοµή t τείνει τότε στην τυπική κανονική κατανοµή. 

 
Παράδειγµα: 
 
         Σε ένα δείγµα 20 κουτιών παστεριωµένου γάλακτος που παράγει µια βιοµηχανία 
γάλακτος το µέσο βάρος των κουτιών είναι 250 γραµµάρια και η δειγµατική διακύµανση 
s2 = 56,25. Να προσδιοριστεί το διάστηµα εµπιστοσύνης στο οποίο θα βρίσκεται το µέσο 
βάρος του συνόλου των κουτιών γάλακτος που παράγονται µε πιθανότητα 99,60%. 

 
Γνωρίζουµε ότι: 
 









+−=>< − ),( ,2/,2/1 n

stx
n
stx vv αααµ  

 

19120

001,0
2

998,01

=−=

=→=−

v

αα  

 
 

.883,319,001,0
,2

== tt
v

α (παράρτηµα). 

 

.512,6
20
5,7883,3

,2
=⋅=

n
st

v
α  

 

      Άρα ( ) ⇒+−=>µ< kgr512,6250,512,6250998,0  
( kgr512,256,488,243998,0 =>µ< ) , το διάστηµα εµπιστοσύνης. 
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Μονόπλευρα όρια εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή µ. 

 

i. Η διακύµανση σ γνωστή: Χρησιµοποιείται η τ.µ. µε τιµές 
n

x
σ

µ−  κανονικής 

κατανοµής. 
 
 

                         ).1(1
α1 αφσµ αα −=








−=> −

− z
n

zx<  

Αυτό δηλώνει ότι η µέση τιµή του πληθυσµού θα είναι µεγαλύτερη από το όριο 
αυτό µε πιθανότητα 1-α. 

 
* Αυτό προκύπτει από το ότι πρέπει η: 
            

  .1 α
σ

µ
α −=








≤

−
= z

n
xP , άρα   .1 ασµ α −=








−≥

n
zxP   

  
 µε  ).1(1 αφα −= −z
 

 
Ανώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ επιπέδου 1-α. 
                  

  ).1(, 1
1 αφσµ ααα −=








−=> −

− z
v

zx(  

 
i) Η διακύµανση σ άγνωστη (µικρό δείγµα): χρησιµοποιείται η t -

κατανοµή για τον προσδιορισµό ανώτατου και κατώτατου ορίου εµπιστοσύνης. 
 

Κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ, επιπέδου 1-α. 
                   

vv t
n
stx ,,1 ,) αααµ −=< −   από πίνακα. 

 

Ανώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ, επιπέδου 1-α. 
                   

vv t
n
stx ,,α1 ,( ααµ −=> −  από πίνακα  
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Παράδειγµα. 
 
Τα εργαστηριακά αποτελέσµατα 100 δοκιµίων χάλυβα Α36 που διαλέχτηκαν 

τυχαία δείχνουν για την τάση ροής µια µέση τιµή 2/2200 cmkpx =  και µια τυπική 
απόκλιση . 2/220 cmkp

Να προσδιορισθεί το κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ της τάσης 
ροής του χάλυβα αυτού σε επίπεδο 95%. 
 

Λόγω µεγάλου µεγέθους n = 100    σ ~ s = 220. 
 

ρτηµαπαρφφα άz .65,1)95,0()05,01(05,095,0α1 11
05,0 ==−=→=→=− −−  

 
οπότε κατώτατο όριο: 
 

.2164
100
22065,122001 kgr

n
zx =−=−=>< −

σµ αα  
 

Γενική παρατήρηση: 
 
Οι αποφάσεις ή εκτιµήσεις στη Στατιστική έχουν στοχαστικό χαρακτήρα. 
∆εν αποτελούν αποδείξεις. 
 
Έτσι εκτιµούµε ότι ο µέσος ενός πληθυσµού ).,( 111 βα=>µ< α−  ∆ηλαδή ότι ο 

µέσος µ βρίσκεται στο διάστηµα ( ),α 11 β δίνοντας συγχρόνως την πιθανότητα σφάλµατος 
αυτής της εκτίµησης. 

Έτσι λέµε ότι σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% = 1-α η µέση τιµή (µ) του 
πληθυσµού ανήκει στο διάστηµα: (1,36   ,   2,18). 
 
3.5. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης της διαφοράς των µέσων 
τιµών δύο πληθυσµών. 
     Θεωρώ την διαφορά των µέσων τιµών δύο δειγµάτων 21 xx −  από δύο πληθυσµούς. 
Η διαφορά αυτή είναι µια τυχαία µεταβλητή: 
 

1. Αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα µεγάλα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  

και , διακυµάνσεις s 2
1 , s  και οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι γνωστές σ 1  , σ  

αντίστοιχα, τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
2
2

−

y 2
2

2
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κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX  ακολουθεί Ν(0,1). 

 
Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1 - µ των δύο 
πληθυσµών όταν οι διακυµάνσεις τους είναι γνωστές είναι: 

2

 
−

x  -  - Ζ
−

y
2
a κ

σ
ν
σ 2

2
2
1 + ≤  µ 1 - µ  2 ≤

−

x  -  + Ζ
−

y
2
a κ

σ
ν
σ 2

2
2
1 +  

 
      Εάν οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες αντικαθίστανται από τις 
δειγµατικές διακυµάνσεις s , s  και έχουµε ότι η µεταβλητή: 2

1
2
2

 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 

 
Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1 - µ των δύο 
πληθυσµών όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες είναι: 

2

 
−

x  -  - Ζ
−

y
2
a κν

2
2

2
1 ss

+  ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + Ζ
−

x
−

y
2
a κν

2
2

2
1 ss

+  

 

 2.      Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  

και και διακυµάνσεις s 2
1 , s  αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς 

µε άγνωστες αλλά ίσες διακυµάνσεις σ 1  = σ  = σ   έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y 2
2

2 2
2

2

κνκν
κν

µµ

11
2

)1()1(

)(
2
2

2
1

21

+
−+

−+−

−−−
−−

ss

YX   ακολουθεί t-κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 

 
Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1 - µ των δύο 
πληθυσµών όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες αλλά ίσες είναι: 

2
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−

x  -  - t
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  

 
 

όπου s = 
2

)1()1( 2
2

2
1

−+
−+−

κν
κν ss  

     

3. Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και 

και διακυµάνσεις s 2
1 , s αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε 

άγνωστες και διαφορετικές διακυµάνσεις σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   έχουµε ότι η µεταβλητή: 2
2

 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 

 
ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας  
 
                λ = 2(ν-1) όταν ν = κ  
 
 

και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) όταν ν κ ≠

 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ1 - µ των δύο πληθυσµών 
όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες και διαφορετικές σ 1  

2
2 ≠  σ   είναι: 2

2

 
 

−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν = κ 

 
ή  
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−

x  -  - t
−

y
2

;αλ κν

2
2

2
1 ss

+  ≤  µ 1 - µ  2 ≤    -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

κν

2
2

2
1 ss

+   για ν κ ≠

 
 

Παραδείγµατα: 
 

1. ∆ύο εργοστάσια κατασκευάζουν το ίδιο εξάρτηµα για µια µηχανή. 
Παίρνουµε ένα δείγµα 30 εξαρτηµάτων από το πρώτο εργοστάσιο και 

διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος τους είναι 700 kgr και έχουν δειγµατική διακύµανση 
400 kgr. Λαµβάνουµε επίσης ένα δείγµα 40 εξαρτηµάτων από το δεύτερο εργοστάσιο 
και βρίσκουµε ότι έχει µέσο βάρος 720 kgr µε δειγµατική διακύµανση 450 kgr. 

Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 - µ2 των πραγµατικών 
µέσων των πληθυσµών µε πιθανότητα 99%. Ποιου εργοστασίου το εξάρτηµα είναι 
βαρύτερο κατά µέσο όρο; 

 
Έχουµε 720700 21 == xx  
 

450,400 2
2

2
1 == ss  

.40,30 21 == nn  
 

.58,2)995,0(
2

1005,0
2

01,099,01α 11

2
α ==






 −=→=→=−= −− φαφα z  

 

5833,24
40
450

30
400

2

2
2

1

2
12

21
=+=+=

− n
s

n
ss

xx
 

 
209581,4 2121

−=−=− xxs xx  
 

9581,458,2209581,458,220 21 ⋅+−<µ−µ<⋅−−  
 

21,779,32 21 −<µ−µ<−  ή 
 

.21,779,32 21 >µ−µ>  
 
Το εξάρτηµα του δεύτερου εργοστασίου είναι βαρύτερο κατά µέσο όρο. 
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2. Αν στο πιο πάνω παράδειγµα γνωρίζουµε ότι ύστερα από µετρήσεις οι διακυµάνσεις 
των πληθυσµών είναι   τότε το διάστηµα εµπιστοσύνης της 
διαφοράς µ

480420 2
2

2
1 == καισσ

1-µ2 , µε πιθανότητα 99% , θα είναι: 
 

2
αz =2,58 

→=+=+=− 26
40
480

30
420

2

2
2

1

2
12

21 nnxx
σσσ 099,52

21
=σ −xx  

 
099,558,220099,558,220 21 ⋅+−<µ−µ<⋅−−  

 
16,3384,616,33 21 ⇒−<µ−µ<− .84,612 >−> µµ  

 
3. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο κονσερβοποιίας και 
διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700 γρ. µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε 
επίσης ένα δεύτερο δείγµα 18 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο κονσερβοποιίας 
και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720 γρ. µε διακύµανση 450 γρ. 

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των πραγµατικών µέσων 
βαρών των κονσερβών που παράγονται στα δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%.  
   Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των δύο εργοστασίων είναι 
κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των βαρών των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι 
άγνωστες αλλά ίσες. 
 
     Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ1 - µ των δύο πληθυσµών 
όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες αλλά ίσες είναι: 

2

 
−

x  -  - t
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  

 
 

όπου s = 
2

)1()1( 2
2

2
1

−+
−+−

κν
κν ss  

 
Έχουµε 720,700 == yx  
 

450,400 2
2

2
1 == ss ,   .18,10 21 == nn  , n1  + n - 2 = 26,  2

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  και t

2
;2 α

κν −+
=  2,779 
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s = 
26

450)118(400)110( −+−  = 21,62 

 
 

s
κν
11

+ = 21,62 * 0,39 = 8,54 

 
            2021 −=− xx  
 

54,8779,22054,8779,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  
 

73,373,43 21 −<−<− µµ  
 
4. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο κονσερβοποιίας και 
διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700 γρ. µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε 
επίσης ένα δεύτερο δείγµα 10 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο κονσερβοποιίας 
και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720 γρ. µε διακύµανση 450 γρ . 

2

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των πραγµατικών µέσων 
βαρών των κονσερβών που παράγονται στα δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%. 
     Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των δύο εργοστασίων είναι 
κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των βαρών των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι 
άγνωστες και διαφορετικές. 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ1 - µ των δύο πληθυσµών 
όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες και διαφορετικές σ  

2
2
1 ≠  σ   είναι: 2

2

 
 

−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν = κ 

 
 Έχουµε 720,700 == yx  

 
450,400 2

2
2
1 == ss ,   10,10 21 == nn ,  

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  , λ = 2(10-1) = 18 

και t
2

;αλ
=  2,878 
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10
450

10
400

+ = 9,22 

 
22,9878,22022,9878,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  

ή 
- 46,54 < µ1  - µ < 6,54 2

 
5. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο κονσερβοποιίας και 
διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700 γρ. µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε 
επίσης ένα δεύτερο δείγµα 16 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο κονσερβοποιίας 
και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720 γρ. µε διακύµανση 450 γρ . 

2

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των πραγµατικών µέσων 
βαρών των κονσερβών που παράγονται στα δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%. 
     Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των δύο εργοστασίων είναι 
κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των βαρών των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι 
άγνωστες και διαφορετικές. 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ1 - µ των δύο πληθυσµών 
όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες και διαφορετικές σ  

2
2
1 ≠  σ   είναι: 2

2

 
−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1 - µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν = κ 

 
 Έχουµε 720,700 == yx  

 
450,400 2

2
2
1 == ss ,   16,10 21 == nn   

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  , 

 

λ = 

116

)
16
450(

110

)
10
400(

)
16
450

10
400(

22

2

−
+

−

+
 = 20 
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και t

2
;αλ

=  2,845 

 
 
 
 

10
450

10
400

+ = 9,22 

 
22,9845,22022,9845,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  

ή 
- 46,23 < µ1  - µ < 6,23 2

 
4. Για δείγµατα µικρά εξαρτηµένα (ζευγαρωτές παρατηρήσεις) που προέρχονται από 
µετρήσεις της ίδιας οµάδας σε δυο διαφορετικές χρονικές στιγµές (ζευγαρωτές 
παρατηρήσεις) ορίσουµε x i και y i , i=1,2,….,n τις παρατηρήσεις στα δύο δείγµατα και 
δηµιουργούµε τις αντίστοιχες διαφορές z i  = x i - y i , i=1,2,….,n που τις θεωρούµε 
διαφορετικές. Ο πληθυσµός από όπου πήραµε τα ζεύγη θεωρείται κανονικός. 
    Οι παρατηρήσεις z i ακολουθούν την t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας. 

n
s
Z
Z

−

 που ακολουθεί t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας 

 
     Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά µ -µ = µ  των δύο 
πληθυσµών είναι: 

1 2 Z

 
 

−

Z  - t
2

;1 an− n
sz  ≤  µ 1 - µ = µ  2 Z ≤  

−

Z  - t
2

;1 an− n
sz  

 
Όταν το δείγµα είναι µικρό τότε έχουµε : t

2
;1 an−

= Ζ
2
a  

 
Παράδειγµα: 
 
Έχουµε τις παρακάτω ζευγαρωτές παρατηρήσεις:  
 
 
Χ:     4         5      6      4,2      5,2      5,3     6,4     4,8     5,3     5 
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Y:     4,9    4,8    5,7     5         6        5.2     6,5     5,9     4,8    5,7 
 
Να βρεθεί ένα 90% διάστηµα εµπιστοσύνης για την πραγµατική διαφορά µ1 - µ . 2

 
 Έχουµε  Ζ:  -0,9    0,2   0,3  -0,8    -0,8   0,1  -0,1   -1,1   0,5   -0,7 
 

 Και  
−

Z  = -0,33 ,  S = 0,72 , t = 1,833 Z 05,0;9

 
Εποµένως ένα  90% διάστηµα εµπιστοσύνης για την πραγµατική διαφορά µ1 - µ  είναι: 2

 
−

Z - t 9  S /05,0; Z n  ≤  µ 1 - µ = µ  2 Z ≤
−

Z + t 9  S /05,0; Z n  
 
ή    
      

-0,33 - 1,833 x 0,72/ 3,16 ≤  µ 1 - µ 2 = µ  Z ≤  -0,33 + 1,833 x 0,72/ 3,16 
 

                                                                      ή 
 

-0,75 ≤  µ 1 - µ = µ Z  2 ≤  0,09 
 
3.6. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για την διακύµανση του 
πληθυσµού 
 
Στην θεωρία διατυπώθηκε ότι η ποσότητα: 
 

X = 2
2

2)1(
σ

sn − ακολουθεί την X κατανοµή µε n-1 βαθµούς. 2

 
Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα θεωρείται κανονικός µε σ  και s 2 η 
δειγµατική διακύµανση. 

2

 
    Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διακύµανση σ  του πληθυσµού 
είναι: 

2

 

2

2
;1

2)1(

an
X

sn

−

−
≤  σ 2 ≤  2

2
1;1

2)1(

an
X

sn

−−

−  
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Παράδειγµα: 
     
Ένα δείγµα από 51 αγρότες παρουσιάζει διακύµανση των ετήσιων εισοδηµάτων τους 
s = 156 ευρώ 2 .  Να βρεθεί ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διακύµανση σ  
των ετήσιων εισοδηµάτων του πληθυσµού των αγροτών. 

2 2

 
Έχουµε ότι:  
 

2

2
;1

2)1(

an
X

sn

−

−
≤  σ 2 ≤  2

2
1;1

2)1(

an
X

sn

−−

−  

ή 
 

42,71
156)151( − ≤  σ 2 ≤

36,32
156)151( −  

 
   [Χ 2

50  = 71,42 ,  Χ  = 32,36] 025,0;
2

975,0;50

 
ή 

 
109,21  ≤  σ 2 ≤  241,04 

 
3.7. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τον λόγο των διακυµάνσεων 
δύο πληθυσµών 
 
     Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα µεγέθους n και m 
αντίστοιχα µε s 2

1 , s  τις δειγµατικές διακυµάνσεις από δύο κανονικούς πληθυσµούς 
αντίστοιχα µε σ 1  , σ   τις πληθυσµιακές διακυµάνσεις τότε ισχύει ότι η ποσότητα: 

2
2
2
2

2

 

2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ   ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας 

 
Οι πληθυσµοί είναι κανονικοί. 
 
    Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τον λόγο των διακυµάνσεων σ 1 ,σ    των 
δύο πληθυσµών είναι: 

2 2
2
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2
;1,12

2

2
1

2
2

2
1

2
;1,1

2
2

2
1 1

anm
amn

F
s
s

Fs
s

−−
−−

≤≤
σ
σ  

 
Παράδειγµα: 
 
    Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας και 
εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n= 31, S 2

1 = 200 ευρώ  και m =41, S = 220 ευρώ  2 2
2

2

   Να βρεθεί ένα 98% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τον λόγο των πραγµατικών 
διακυµάνσεων σ 2

1 , σ    των ετήσιων εισοδηµάτων των αγροτικών πληθυσµών στις δύο 
διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας. 

2
2

 
Έχουµε ότι: 
 

2
;1,12

2

2
1

2
2

2
1

2
;1,1

2
2

2
1 1

anm
amn

F
s
s

Fs
s

−−
−−

≤≤
σ
σ  

 
F 30 = 2,2   F = 2,3 01,0;40, 01,0;30,40

 

3,2
220
200

2,2
1

220
200

2
2

2
1 ≤≤

σ
σ  

 
ή 
 

09,241,0 2
2

2
1 ≤≤

σ
σ  

 
3.8. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης αναλογίας σε πληθυσµό. 

      Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p = 
n
x   των στοιχείων στο µεγάλο δείγµα 

µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την  
 
θεωρία το δειγµατικό ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
 
       ∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις τιµές p, ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή:  
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Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ −

) 

 
 
Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

       Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
 

n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

   
  Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για το ποσοστό (αναλογία) του πληθυσµού 
είναι: 

 

n
zP

n
z

)1()1(

22

∆∆
∆

∆∆
∆

−
+≤≤

−
⋅−

ρρ
ρ

ρρ
ρ απληθα  

 
Παράδειγµα: 
 

Ο αριθµός των ελαττωµατικών προϊόντων µιας µεταποιητικής βιοµηχανίας 
αγροτικών προϊόντων που εντοπίσθηκαν σ’ ένα δείγµα 300 προϊόντων είναι 24 προϊόντα.  

Να βρεθούν τα όρια µέσα στα οποία θα βρίσκεται το πραγµατικό ποσοστό Π των 
ελαττωµατικών προϊόντων της συνολικής παραγωγής µε πιθανότητα 98%. 

 

Έχουµε n = 300 , m = 24 → .08,0%8
300
24

===ρ)  

 
Οπότε q) =0,92. 

.33,2)99,0(
2

1
01,0

2

02,098,01
11

2

==





 −=→







=

=−=
−− φαφα

α

a
z  

 

0157,0
300

92,008,0
=

⋅
=

⋅
=

n
q

S
))

) ρ
ρ  

 
ρρρρ )) SzSz aa −+<Ρ<⋅−

22
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33,20157,008,033,20157,008,0 ⋅+<<⋅− P  
 

%.6,11%34,41165,00434,0 <<⇒<< PP  
 
3.9. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη διαφορά των  αναλογιών 
στοιχείων δύο πληθυσµών. 

 

    Έστω ρ = 1 ∆ n
x    και   ρ = 2 ∆ l

y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες των στοιχείων, που 

έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, δύο µεγάλων δειγµάτων µεγέθους n, l από 
δύο πληθυσµούς, όπου οι πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P1 ,  P . πληθ 2 πληθ

       Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών P1 -  P  ακολουθούν 
κανονική κατανοµή: 

∆ 2 ∆

 

Ν(P1 -  P 2 , πληθ πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
−

) 

 
  Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά των ποσοστών (αναλογιών) 
των δύο πληθυσµών P1 ,  P είναι: πληθ 2 πληθ

 

ρ 1 - ρ - Ζ∆ 2 ∆
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ
≤  

P - P  ρ 1 - ρ + Ζ1 πληθ 2 πληθ ≤ ∆ 2 ∆
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ  

 
Παράδειγµα: 
 
Παίρνουµε δύο µεγάλα δείγµατα µιας ποικιλίας ενός φυτού από δύο διαφορετικούς 
πληθυσµούς και εξετάζουµε πόσα από αυτά ασθένησαν µέσα σε ένα συγκεκριµένο 
χρονικό διάστηµα. Τα δεδοµένα που προέκυψαν ήταν: 
 
Από τα n=120 του πρώτου δείγµατος  ασθένησαν τα 12 και από τα m=130 του δεύτερου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 18. Να βρεθεί ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη 
διαφορά των πραγµατικών ποσοστών (αναλογιών) των ασθενούντων φυτών των δύο 
πληθυσµών P1 ,  P 2 . πληθ πληθ

 
Έχουµε ότι: 

p1 - p - Ζ2
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ
≤  
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P - P  p1 -p + Ζ1 πληθ 2 πληθ ≤ 2
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ  

 
ρ 1 = 12/120 = 0,1,  ρ =  18/130 = 0,14 ∆ 2 ∆

 
Έχουµε: ρ 1 - ρ = -0,04 ∆ 2 ∆

 
Ζ = 1,96 025,0

 

130
86,014,0

120
9,01,0 xx

+ = 0,04 

 
Άρα ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά των πραγµατικών ποσοστών 
(αναλογιών) των ασθενούντων φυτών των δύο πληθυσµών P1 ,  P είναι: πληθ 2 πληθ

 
-0,04 – 1,96 x 0,04 ≤ P - P1 πληθ 2 πληθ ≤  -0,04 + 1,96 x 0,04 

 
ή 
 

-0,118 ≤ P 1 - Pπληθ 2 πληθ ≤  0,038 
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                                                                                                 Κεφάλαιο 4ο    
 
Έλεγχοι υποθέσεων                                                                   
 
4.1 . Γενικά  
 
    Εκτός του προσδιορισµού του διαστήµατος εµπιστοσύνης µιας αγνώστου παραµέτρου 
Θ του πληθυσµού πολλές φορές απαιτείται να κάνουµε υποθέσεις για την τιµή που 
µπορεί να πάρει η Θ, τις οποίες και ελέγχουµε. 
    Σηµαντικό ρόλο στον έλεγχο της υπόθεσης που κάνουµε για την άγνωστη παράµετρο 
Θ του πληθυσµού παίζει η εκτιµήτρια θ και το στατιστικό του ελέγχου από το δείγµα. 
     Καταρχήν η υπόθεση που διατυπώνουµε για την άγνωστη παράµετρο Θ του 
πληθυσµού καλείται Η και είναι ης µορφής:  0

Η : Θ = θ *  όπου  θ *  είναι µια συγκεκριµένη τιµή που υποθέτουµε ότι µπορεί να ην 
πάρει η Θ. 

0

Η υπόθεση αυτή ελέγχεται αν ισχύει η όχι και καλείται µηδενική υπόθεση. 
Οι εναλλακτικές υποθέσεις είναι τις µορφής  Η 1 : Θ ≠  θ * , Η 1 : Θ > θ * , Η : Θ < θ *  1

      Έτσι διαµορφώνονται οι ακόλουθες υποθέσεις προς έλεγχο: 
 
Η : Θ = θ  0

*

Η 1 : Θ  θ    ≠ *

έχουµε τότε δίπλευρο έλεγχο. 
 
Η : Θ = θ  0

*

Η 1 : Θ > θ  *

έχουµε τότε µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) 
 
Η : Θ = θ  0

*

Η 1 : Θ < θ  *

έχουµε τότε µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) 
 
      Για τον έλεγχο υπολογίζεται η απορριπτική περιοχή R της Η ,δηλαδή η περιοχή στα 
σηµεία τη οποίας η Η  απορρίπτεται. Αυτή προσδιορίζεται από την κατανοµή που 
ακολουθεί το στατιστικό του ελέγχου και το σφάλµα α που λαµβάνεται υπόψη. 

0

0

     Συνεπώς τα στοιχεία ενός ελέγχου µηδενικής υπόθεσης είναι τα ακόλουθα: 
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1. Ορισµός της µηδενικής υπόθεσης 
2. Ορισµός της εναλλακτικής υπόθεσης 
3. Ορισµός του στατιστικού του ελέγχου από το δείγµα 
4. Ορισµός της απορριπτικής περιοχής R της Η  0

5. Εξαγωγή συµπερασµάτων. 
 
4.2 . Σφάλµατα – στάθµη σηµαντικότητας – περιοχή απόρριψης της Η  0

 
     Το α είναι η πιθανότητα να απορρίψουµε  την Η ενώ είναι σωστή: 0

α = Ρ(απόρριψη της Η / Η σωστή)  0 0

Το α καλείται και σφάλµα τύπου Ι. 
      Το β είναι η πιθανότητα να δεχτούµε  την Η ενώ είναι λάθος: 0

β = Ρ(αποδοχή της Η / Η λάθος)  0 0

Το β καλείται και σφάλµα τύπου ΙΙ. 
       Το γ = 1 – β και εκφράζει την πιθανότητα απόρριψης της Η όταν η Η είναι 
πράγµατι λάθος. 

0 0

Το γ καλείται και ισχύς του στατιστικού του ελέγχου. 
        Η απορριπτική περιοχή της R της Η ορίζεται βάσει του σφάλµατος α που καλείται 
στάθµη σηµαντικότητας ή επίπεδο σηµαντικότητας (σ.σ). 

0

      Συγκεκριµένα επίπεδο σηµαντικότητας α ενός ελέγχου µηδενικής υπόθεσης Η  
ονοµάζουµε την πιθανότητα να παρατηρηθεί µια τιµή του στατιστικού του ελέγχου 
µεγαλύτερη από αυτή που έδωσε το δείγµα. 

0

      ∆ηλαδή η πιθανότητα Ρ(Υ> y / Η σωστή), όπου Υ η τ.µ που αντιστοιχεί στο 
στατιστικό και y η τιµή του στατιστικού από το συγκεκριµένο δείγµα. 

0

     Η πιθανότητα αυτή αναφέρεται σε µονόπλευρους ελέγχους ενώ σε δίπλευρους 
ελέγχους η πιθανότητα διπλασιάζεται. 
     Η υπόθεση Η απορρίπτεται  εάν η παρατηρούµενη πιθανότητα α = Ρ(απόρριψη της 
Η / Η σωστή) είναι µικρότερη µιας ορισµένης στάθµης σηµαντικότητας που 
επιλέγεται από αυτόν που βγάζει τα στατιστικά συµπεράσµατα. 

0

0 0

       Πως ορίζεται το στατιστικό και η απορριπτική περιοχή R;        
      Εάν η εκτιµήτρια θ ακολουθεί κανονική κατανοµή ή προσεγγιστικά κανονική 
κατανοµή τότε βάσει της θεωρίας η µεταβλητή: 
 

τ

θθ *−
 ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. 

 
Όπου τ το τυπικό σφάλµα (τυπική απόκλιση) της κατανοµής της εκτιµήτριας θ. 
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Η υπόθεση Η απορρίπτεται όταν 0 τ

θθ *−
> Ζ

2
α  µε α το επίπεδο σηµαντικότητας του 

ελέγχου.  
     Γενικά όταν το δείγµα προέρχεται από κανονικό πληθυσµό µε την προϋπόθεση ότι 

ισχύει η Η η ποσότητα 0 τ
θθ *−  ακολουθεί γνωστή κατανοµή και η περιοχή απόρριψης 

της Η είναι εκεί όπου: 0

 

τ
θθ *− > Φ ,  α τ

θθ *−  < - Φ   ή   α τ
θθ *− > Φ

2
α  

 
όταν οι εναλλακτικές υποθέσεις είναι αντίστοιχα: 
 
Η 1 : Θ > θ  ,  Η 1 : Θ < θ   ή  Η 1 : Θ * * ≠  θ    *

 

Οι Φ  , Φα
2
α  είναι τιµές της κατανοµής που ακολουθεί η ποσότητα 

τ
θθ *−  

 

ώστε  Ρ(
τ

θθ *− >Φ ) = α, Ρ(α τ
θθ *− <-Φ ) = α και Ρ(α τ

θθ *− >Φ
2
α ) = α 

 
4.3. Έλεγχοι υποθέσεων 
 
4.3.1.  Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού 
 
Ι. Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού (όταν n ≥ 30 και η 
διακύµανση του πληθυσµού να είναι γνωστή ή άγνωστη). 
 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις ακόλουθες µορφές: 
 
Η : µ = µ  0

*

Η 1 : µ ≠  µ *    
δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ = µ  0

*

Η 1 : µ > µ *  
µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
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Η : µ = µ  0
*

Η 1 : µ < µ *  
µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 

      Ο σηµειακός εκτιµητής του µ είναι το . Όταν το δείγµα προέρχεται από κανονικό 

πληθυσµό Ν(µ, σ ) ανεξάρτητα από το µέγεθός του έχουµε ότι η

−

x
2

−

X  ακολουθεί κανονική 

κατανοµή Ν(µ, 
n

2σ ), το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που το δείγµα δεν προέρχεται 

από κανονικό πληθυσµό αλλά το µέγεθός του είναι n ≥ 30. 
 
     Το στατιστικό για τον έλεγχο είναι το: 
 

n

X
σ

µ
−

−         ή         

n
s

X
−

− µ  

 
Στην πράξη παίρνουµε: 
 

n

X
σ

µ *−
−

      ή       

n
s

X *µ−
−

 

 
     Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  }, για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > 

z }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z } a a

 
ΙΙ. Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού (όταν n<30 και η 
διακύµανση του πληθυσµού να είναι άγνωστη). 
 
    Όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό, η διακύµανση του δείγµατος άγνωστη και 
ο πληθυσµός από όπου  προέρχεται το δείγµα κανονικός τότε η ποσότητα: 
 
  

n
s

X
−

− µ  ακολουθεί την t κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 
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Η µεταβλητή αυτή παίρνεται ως το στατιστικό ελέγχου. 
 
Οι έλεγχοι υποθέσεων: 
 
Η : µ = µ  0

*

Η 1 : µ ≠  µ *    
δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ = µ  0

*

Η 1 : µ > µ *  
µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : µ = µ  0

*

Η 1 : µ < µ *  
µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
o δίπλευρος έλεγχος R = { >t t 1−n ;

2
a  }, ο µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά)  

R = {t > t }και ο µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) R = {t < - t } ;1−n a a;1−n

 
Παραδείγµατα: 
 
1. Παίρνουµε  ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n=40 εργατών µε µέση ηµερήσια 

αµοιβή  = 28 ευρώ. Θεωρούµε ότι οι ηµερήσιες αµοιβές των εργατών κατανέµονται 
κανονικώς Ν(29, 4 ). Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό 
είναι µικρότερη του 29.  

−

x
2

 
Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α = 0,05)  
 
Η : µ = 29 0

Η 1 : µ < 29 
µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
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R = {z < - z } µε  Ζ =a

n

X
σ

µ−
−

 = 

40
4

2928 − = -1,58 

z = z 0 = 1,64 a 05,

 
Συνεπώς δεν απορρίπτουµε την Η  0

2. Παίρνουµε ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n = 50 εργατών µε µέση ηµερήσια 

αµοιβή  = 38 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 6 2 . Μπορούµε να πούµε ότι η µέση 
ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό είναι µεγαλύτερη του 39.  

−

x

 
Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α=0,05)  
Η : µ = 39 0

Η 1 : µ > 39 
µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 

R = {z > z } µε  Ζ =a

n

X
σ

µ−
−

 = 

50
6

3938 − = -1,18 

z = z 0 = 1,64 a 05,

 
Συνεπώς δεν απορρίπτουµε την Η  0

 
3. Παίρνουµε  ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n=20 εργατών µε µέση ηµερήσια 

αµοιβή  = 33 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 6 2 . Μπορούµε να πούµε ότι η µέση 
ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό διαφέρει του 30.  

−

x

 
Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α=0,05)  
Η : µ = 30 0

Η 1 : µ ≠ 30 
δίπλευρος έλεγχος  
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
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R = { >t t 1−n ;
2
a  }, µε  t =

n

X
σ

µ−
−

 = 

20
6

3033 − = 2,24 

t 1−n ;
2
a  = t 19 = 2,093 025,0;

Συνεπώς απορρίπτουµε την Η  0

 
4.3.2. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών µ 1 , µ δύο πληθυσµών 2

 
Ι. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα 
µεγάλα ανεξάρτητα, διακυµάνσεις γνωστές ή άγνωστες)  
 
    Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε ότι: 

Αν πάρουµε δύο δείγµατα µεγάλα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και και 
διακυµάνσεις s 1 , s αντίστοιχα τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y
2 2

2

κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX  ακολουθεί Ν(0,1). 

 
Εφόσον οι διακυµάνσεις είναι άγνωστες αντικαθίστανται από τις δειγµατικές 
διακυµάνσεις s 1 , s  και έχουµε ότι η µεταβλητή: 2 2

2

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 

 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα 
µεγάλα ανεξάρτητα, διακυµάνσεις γνωστές ή άγνωστες) είναι οι ακόλουθοι: 
Η : µ1  = µ  0 2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  > µ   2

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
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Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  < µ  2

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Χρησιµοποιείται ως στατιστικό ελέγχου το: 

κ
σ

ν
σ 2

2
2
1 +

−
−−

yx   ή  

κν

2
2

2
1 ss

yx

+

−
−−

 

 
και έχουµε ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  }, για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > 

z }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z } a a

 
Παραδείγµατα: 
 
1. Από ένα πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε  ένα δείγµα n=40 

ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια αµοιβή  = 33 ευρώ και δειγµατική 
διακύµανση 6  και από ένα δεύτερο πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε 

ένα δεύτερο δείγµα n=50 ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια αµοιβή  = 30 
ευρώ και δειγµατική διακύµανση 5 2 . Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή 

µ

−

x
2

−

y

1 στον πρώτο πληθυσµό διαφέρει της µέσης ηµερήσιας αµοιβής µ 2 στον δεύτερο 
πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α=0,05)  
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών είναι ο 
ακόλουθος: 

Η : µ0 1 = µ  2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
R = { >z z

2
a  }, 

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το στατιστικό 
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Ζ = 

κν

2
2

2
1 ss

yx

+

−
−−

= 

50
25

40
36

3033

+

− = 2,54 

 
Έχουµε ότι: z

2
a = 1,96 

Επειδή Ζ > z
2
a  απορρίπτεται η Η . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5% δεν 

δεχόµαστε ότι µ1 = µ . 

0

2

 
2. Από ένα πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε  ένα δείγµα n=38 

ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια αµοιβή  = 37 ευρώ. Από ένα δεύτερο 
πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα n=45 ηµερήσιων 

αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια αµοιβή  = 34 ευρώ. Γνωρίζουµε τις πληθυσµιακές 
διακυµάνσεις των ηµερήσιων αµοιβών ότι είναι 4 2 και 5 2 αντίστοιχα. Μπορούµε να 

πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή µ

−

x

−

y

1 στον πρώτο πληθυσµό διαφέρει της µέσης 
ηµερήσιας αµοιβής µ στον δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α=0,05)  2

  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών είναι ο 
ακόλουθος: 

Η : µ0 1 = µ  2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
R = { >z z

2
a  }, 

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το στατιστικό 

Ζ = 

κ
σ

ν
σ 2

2
2
1 +

−
−−

yx = 

45
25

38
16

3437

+

− = 3,03 

 
Έχουµε ότι: z

2
a = 1,96 
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Επειδή Ζ> z
2
a  απορρίπτεται η Η . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5% δεν δεχόµαστε 

ότι µ

0

1 = µ . 2

 
ΙΙ. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα 
µικρά ανεξάρτητα, διακυµάνσεις άγνωστες και ίσες)  
 
Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε ότι: 

Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και 

και διακυµάνσεις s 2
1 , s αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε 

άγνωστες αλλά ίσες διακυµάνσεις σ 1  = σ  = σ 2   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y 2
2

2 2
2

κνκν
κν

µµ

11
2

)1()1(

)(
2
2

2
1

21

+
−+

−+−

−−−
−−

ss

YX   ακολουθεί t-κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 

 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά 
ανεξάρτητα, διακυµάνσεις άγνωστες και ίσες) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η : µ1  = µ  0 2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  > µ   2

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  < µ  2

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Χρησιµοποιείται ως στατιστικό ελέγχου το: 
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κνκν
κν 11

2
)1()1( 2

2
2
1 +

−+
−+−

−
−−

ss
yx  

 
και έχουµε ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
o δίπλευρος έλεγχος R = { >t t 2−+κν ;

2
a  }, ο µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) R = {t > 

t }και ο µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) R = {t < - t } ;2−+κν a ;2−+κν a

 
Παράδειγµα: 
 
    Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας σε  µια περιοχή 

παίρνουµε ένα δείγµα ν =16 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370κιλά/στρεµ. 
Από ένα δεύτερο πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  µια 
άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ = 15 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση 

τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . 

Μπορούµε να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y 2 2

1 στον πρώτο πληθυσµό 
διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο 
σηµαντικότητας (α = 0,05). Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες 
και ίσες. 
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών είναι ο 
ακόλουθος: 

Η : µ0 1 = µ  2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 

t =

κνκν
κν 11

2
)1()1( 2

2
2
1 +

−+
−+−

−
−−

ss
yx = 

15
1

16
1

29
2704)115(1681)116(

340370

+
−+−

− = 0,34 

 
η απορριπτική περιοχή είναι: 
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R = { >t t 2−+κν ;
2
a  },  t 2−+κν ;

2
a = t = 2,045 29 ; 025,0

Εφόσον t < t 2−+κν ;
2
a  δεν απορρίπτεται η Η 0 . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%  

δεχόµαστε ότι µ1 = µ  και δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 2

 
ΙΙΙ. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα 
µικρά ανεξάρτητα, διακυµάνσεις άγνωστες και διαφορετικές) 
 
    Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε ότι: 

    Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές  και 

και διακυµάνσεις s 2
1 , s αντίστοιχα προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε 

άγνωστες και διαφορετικές διακυµάνσεις σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 2
2

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 

 
ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας λ = 2(ν-1) όταν ν = κ  
 
 

και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) όταν ν κ ≠

 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά 
ανεξάρτητα, διακυµάνσεις άγνωστες και διαφορετικές) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η : µ1  = µ  0 2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  > µ   2

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
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Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  < µ  2

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
χρησιµοποιούν ως στατιστικό ελέγχου το: 

κν

2
2

2
1 ss

yx

+

−
−−

 

 
και έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
o δίπλευρος έλεγχος R = { >t t λ ;

2
a  }, ο µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) R = {t > t }και 

ο µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) R = {t < - t } 

;λ a

;λ a

 
Παραδείγµατα: 
 
1.   Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας σε  µια περιοχή 

παίρνουµε ένα δείγµα ν=16 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370κιλά/στρεµ. 
Από ένα δεύτερο πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  µια 
άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ=16 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση 

τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . 

Μπορούµε να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y 2 2

1 στον πρώτο πληθυσµό 
διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο 
σηµαντικότητας (α=0,05). Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες 
και διαφορετικές. 
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών είναι ο 
ακόλουθος: 

Η : µ0 1 = µ  2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 
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t =

κν

2
2

2
1 ss

yx

+

−
−−

= 

16
52

16
41

340370
22

+

− = 1,81 

 
η απορριπτική περιοχή είναι:         
 
R = { >t t λ ;

2
a  },  t λ ;

2
a  = t = 2,042 30 ; 025,0

λ = 2(ν-1) = 30 
 
Εφόσον t < t λ ;

2
a  δεν απορρίπτεται η Η . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5%  

δεχόµαστε ότι µ

0

1 = µ  και δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 2

 
2. Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας σε  µια περιοχή 

παίρνουµε ένα δείγµα ν=10 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370κιλά/στρεµ. 
Από ένα δεύτερο πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  µια 
άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ=16 στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση 

τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . 

Μπορούµε να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y 2 2

1 στον πρώτο πληθυσµό 
διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο 
σηµαντικότητας (α=0,05). Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες 
και διαφορετικές. 
 
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών είναι ο 
ακόλουθος: 

Η : µ0 1 = µ  2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 

t =

κν

2
2

2
1 ss

yx

+

−
−−

= 

16
52

10
41

340370
22

+

− = 1,63 
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η απορριπτική περιοχή είναι:         
 
R = { >t t λ ;

2
a  },  t λ ;

2
a  = t = 2,069 23 ; 025,0

 

λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 = 23 

 
Εφόσον t < t λ ;

2
a  δεν απορρίπτεται η Η . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%  

δεχόµαστε ότι µ

0

1 = µ  και δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 2

 
ΙV. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα 
µικρά εξαρτηµένα)  
 
     Στην περίπτωση που έχουµε δείγµατα µικρά εξαρτηµένα που προέρχονται από 
µετρήσεις της ίδιας οµάδας σε δυο διαφορετικές χρονικές στιγµές (ζευγαρωτές 
παρατηρήσεις) ορίσουµε x i και y i , i=1,2,….,n τις παρατηρήσεις στα δύο δείγµατα και 
δηµιουργούµε τις αντίστοιχες διαφορές z i  = x i - y i , i=1,2,….,n. 
    Οι παρατηρήσεις z i ακολουθούν την t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας. 
    Ως δύο πληθυσµοί θεωρούνται  
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά 
εξαρτηµένα) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η : µ1  = µ  0 2

Η 1 : µ1  µ     ≠ 2

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  > µ   2

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  < µ  2

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
χρησιµοποιούν ως στατιστικό ελέγχου το: 
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n
s
Z
Z

−

 που ακολουθεί t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας. 

 
και έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
o δίπλευρος έλεγχος R = { >t t 1−n ;

2
a  }, ο µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) R = {t > 

t }και ο µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) R = {t < - t } ;1−n a a;1−n

 
Παράδειγµα: 
 
Έχουµε τις παρακάτω ζευγαρωτές παρατηρήσεις:  
 
Χ:     4         5      6      4,2      5,2      5,3     6,4     4,8     5,3     5 
Y:     4,9    4,8    5,7     5         6        5.2     6,5     5,9     4,8    5,7 
 
Να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση:  
 
Η : µ1  = µ   0 2

Η 1 : µ1  < µ  2

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά), σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0,05 
 
 Έχουµε  Ζ:  -0,9    0,2   0,3  -0,8    -0,8   0,1  -0,1   -1,1   0,5   -0,7 
 

 και  
−

Z  = -0,33 ,  S = 0,72 , t = 1,833 Z 05,0;9

t = 

n
s
Z
Z

−

 = 

10
72,0
33,0−  = -1,43 

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: R = {t < - t } ;1−n a

Επειδή όµως t > - t  δεν απορρίπτεται η Η : µ1  = µ   ;1−n a 0 2
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4.4. Έλεγχος υπόθεσης για τη διακύµανση ενός πληθυσµού 
 
   Στην θεωρία διατυπώθηκε ότι η ποσότητα: 
 

X = 2
2

2)1(
σ

sn − ακολουθεί την X κατανοµή µε n-1 βαθµούς. 2

 
Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα θεωρείται κανονικός µε σ και ελέγχεται αν η 
πληθυσµιακή διακύµανση σ  παίρνει την τιµή σ . 

2

2 2
0

Όπου s η δειγµατική διακύµανση. 2

Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις ακόλουθες µορφές: 
 
Η : σ 2  = σ  0

2
0

Η 1 : σ  σ   2 ≠ 2
0

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : σ 2  = σ   0

2
0

Η 1 : σ  > σ   2 2
0

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : σ 2  = σ    0

2
0

Η 1 : σ  < σ   2 2
0

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

X = 2
2

0

2)1(
σ

sn −  που ακολουθεί X κατανοµή µε n-1 βαθµούς 2

 
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { X > χ2 2

2
;1 an−
ή X 2 < χ 2

2
1;1 an −−

 }, για τον µονόπλευρο 

έλεγχο (δεξιά) R = {X > χ }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {X < 

χ } 

2 2
an ;1−

2

2
an −− 1;1
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Παράδειγµα: 
 
     Ένα δείγµα από 51 αγρότες παρουσιάζει διακύµανση των ετήσιων εισοδηµάτων τους 
s = 156 ευρώ .  Η πληθυσµιακή διακύµανση είναι η σ . 2 2 2

 
Να ελεγχθεί η υπόθεση: 
Η : σ 2  = 140 0

Η 1 : σ  140  2 ≠
Σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5%  
 
Έχουµε το στατιστικό:  
 

X = 2
2

0

2)1(
σ

sn − = 
140

156)151( − = 55,71 

 
   [χ 2

2
;1 an−

 = Χ 50  = 71,42 ,  χ2
025,0;

2

2
1;1 an −−

 = Χ  = 32,36] 2
975,0;50

 
Για τον δίπλευρο έλεγχο η απορριπτική περιοχή είναι: 
 
R = { X > χ2 2

2
;1 an−
ή X < χ2 2

2
1;1 an −−

 }, 

 
Εφόσον     χ 2

2
1;1 an −−

 < Χ < χ2 2

2
;1 an−

 η υπόθεση Η 0 : σ  = 140 δεν απορρίπτεται. 2

 
4.5. Έλεγχος υπόθεσης για το λόγο των διακυµάνσεων δύο πληθυσµών 
 
     
    Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα µεγέθους n και m 
αντίστοιχα µε s 2

1 , s  τις δειγµατικές διακυµάνσεις από δύο κανονικούς πληθυσµούς 
αντίστοιχα µε σ 1  , σ   τις πληθυσµιακές διακυµάνσεις τότε ισχύει ότι η ποσότητα: 

2
2
2
2

2

 

2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ   ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας  

 
 
Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις ακόλουθες µορφές: 
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Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ

≠  1  

δίπλευρος έλεγχος. 
 

Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  >  1  

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 

Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  <  1  

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

F = 2
2

2
1

s
s  (όταν s 1  > s  )  2 2

2

που ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας   
 
ή 

F = 2
1

2
2

s
s  (όταν s  > s1 )   2

2
2

που ακολουθεί την F κατανοµή µε m-1 και n-1 βαθµούς ελευθερίας  
 
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { F > F

2
;1,1 amn −−

}, για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά)  

R = {F > F }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {F > F } amn ;1,1 −− amn ;1,1 −−
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Παραδείγµατα: 
 
1.    Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας και 
εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n= 31, S 2

1 = 200 ευρώ  και m = 41, S = 220 ευρώ  2 2
2

2

Να ελεγχθεί η υπόθεση: 

Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  <  1 σε επίπεδο σηµαντικότητας α=1% 

Όπου σ 1 , σ  οι πραγµατικές διακυµάνσεις  των ετήσιων εισοδηµάτων των αγροτικών 
πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας. 

2 2
2

 
Το στατιστικό ελέγχου είναι: 
 

F = 2
1

2
2

s
s = 1,1    (S1 < S ) έχουµε  F = 2,3 2 2

2 01,0;30,40

 

Έφόσον F <  F = 2,3 άρα η Η 0 : 01,0;30,40 2
2

2
1

σ
σ  = 1 δεν απορρίπτεται. 

 
2. Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας και 
εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n= 31, S 2

1 = 220 ευρώ  και m =41, S = 200 ευρώ  2 2
2

2

Να ελεγχθεί η υπόθεση: 

Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  <  1 σε επίπεδο σηµαντικότητας α=1% 

Όπου σ 1 , σ  οι πραγµατικές διακυµάνσεις  των ετήσιων εισοδηµάτων των αγροτικών 
πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας. 

2 2
2

 
Το στατιστικό ελέγχου είναι: 
 

F = 2
2

2
1

s
s = 1,1    (S1 > S ) έχουµε F = 2,2   2 2

2 01,0;40,30
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Έφόσον F <  F = 2,2   άρα η Η 0 : 01,0;40,30 2
2

2
1

σ
σ  = 1 δεν απορρίπτεται. 

3. Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας και 
εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n= 31, S 2

1 = 220 ευρώ  και m = 41, S = 200 ευρώ  2 2
2

2

Να ελεγχθεί η υπόθεση: 

Η : 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ    1 σε επίπεδο σηµαντικότητας α =2% ≠

Όπου σ 1 , σ  οι πραγµατικές διακυµάνσεις  των ετήσιων εισοδηµάτων των αγροτικών 
πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της Ελλάδας. 

2 2
2

Το στατιστικό ελέγχου είναι: 
 

F = 2
2

2
1

s
s = 1,1    (S1 > S ) έχουµε F = 2,2 ,  όπου2 2

2 01,0;40,30 2
a = 0,01 

Εφόσον  F <  F = 2,2   άρα η Η 0 : 01,0;40,30 2
2

2
1

σ
σ  = 1 δεν απορρίπτεται. 

 
4.6. Έλεγχος υπόθεσης για το ποσοστό των στοιχείων ενός πληθυσµού 
 

  Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p = 
n
x   των στοιχείων στο µεγάλο δείγµα 

µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την  
 
θεωρία το δειγµατικό ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
 
∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις τιµές p, ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή:  
 

Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ −

) 

 
 
Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
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n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις ακόλουθες µορφές: 
 
Η : P  = p  0 πληθ

*

Η 1 : P  p *    πληθ ≠
δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : P  = p   0 πληθ

*

Η 1 : P > p *  πληθ

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : P  = p   0 πληθ

*

Η 1 : P < p *  πληθ

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆ που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. 

    
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  }, για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > 

z }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z } a a

 
Παράδειγµα: 

 
   Ο αριθµός των ελαττωµατικών προϊόντων µιας µεταποιητικής βιοµηχανίας αγροτικών 
προϊόντων που εντοπίσθηκαν σ’ ένα δείγµα 300 προϊόντων είναι 24 προϊόντα.  
   Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 2% η µηδενική υπόθεση ότι το 
πραγµατικό ποσοστό P πληθ των ελαττωµατικών προϊόντων της συνολικής παραγωγής 
είναι µεγαλύτερο του10%. 
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Η : P  = 0,10  0 πληθ

Η 1 : P > 0,10 πληθ

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

Ζ = 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆ που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. 

 Η απορριπτική περιοχή είναι: R = {z > z }  a

   

     Έχουµε n = 300 , m = 24 → .08,0%8
300
24

===∆ρ)  

 
Οπότε q) =0,92. 

( ) .06,2)98,0(1
02,098,01 11 ==−=→



=−= −− φφ

α
az

a
 

 
 

Ζ = 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆ = 

300
90,0*10,0
10,008,0 − = -1 

 
    Εφόσον  z <z  δεν απορρίπτεται η Η : P  = 0,10 άρα δεν µπορούµε να 
ισχυριστούµε ότι το πραγµατικό ποσοστό P πληθ των ελαττωµατικών προϊόντων της 
συνολικής παραγωγής είναι µεγαλύτερο του10%. 

a 0 πληθ

 
4.7. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των  ποσοστών των στοιχείων δύο  
πληθυσµών 
 

Έστω p1 = 
n
x    και  p 2 = 

l
y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες των στοιχείων, που έχουν 

κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, δύο δειγµάτων µεγέθους n, l από δύο 
πληθυσµούς, όπου οι πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P1 ,  P . πληθ 2 πληθ

   Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών P1 -  P  ακολουθούν 
κανονική κατανοµή: 

∆ 2 ∆
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Ν(P -  P , 1 πληθ 2 πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
−

) 

 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις ακόλουθες µορφές: 
 
Η : P1 =  P  0 πληθ 2 πληθ

Η 1 : P1   P    πληθ ≠ 2 πληθ

δίπλευρος έλεγχος. 
 
Η : P1 =  P   0 πληθ 2 πληθ

Η 1 : P1 > P    πληθ 2 πληθ

µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η : P1 =  P  0 πληθ 2 πληθ

Η 1 : P1 <  P    πληθ 2 πληθ

µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι: 
 
 

)11(

21

ln
pq

pp

+

− ∆∆    ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή 

 

όπου p = 
ln
yx

+
+  εκτιµά την P = P 1 =  P  και q = 1- p πληθ 2 πληθ  

 
Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  }, για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > 

z }και για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z } a a

 
Παράδειγµα: 
 
    Παίρνουµε δύο µεγάλα δείγµατα µιας ποικιλίας ενός φυτού από δύο διαφορετικούς 
πληθυσµούς και εξετάζουµε πόσα από αυτά ασθένησαν µέσα σε ένα συγκεκριµένο 
χρονικό διάστηµα. Τα δεδοµένα που προέκυψαν ήταν: 
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Από τα n=120 του πρώτου δείγµατος  ασθένησαν τα 12 και από τα m =130 του δεύτερου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 18. 
Να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση  
Η : P1 =  P  0 πληθ 2 πληθ

Η 1 : P1   P    πληθ ≠ 2 πληθ

σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%. 
  
Έχουµε ότι: 
 
ρ 1 = 12/120 = 0,1,  ρ =  18/130 = 0,14 και  ρ 1 - ρ = -0,04 ∆ 2 ∆ ∆ 2 ∆

 
z

2
a = Ζ 0 = 1,96 025,

 

p = 
ln
yx

+
+ = 0,12 ,  q = 0,88 

Ζ =
)11(

21

ln
pq

pp

+

− ∆∆ = 
)

130
1

120
1(88,0*12,0

14,01,0

+

− = - 0,98 

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: R = { >z z

2
a  } 

Εφόσον <z z
2
a η  Η 0 : P1 =  P δεν απορρίπτεται. πληθ 2 πληθ

 
4.8. Έλεγχος υπόθεσης και διάστηµα εµπιστοσύνης 
 
   Εάν υπολογίσουµε το 100(1-α) % διάστηµα εµπιστοσύνης µιας παραµέτρου Θ (µ, σ, p) 
ενός πληθυσµού τότε για τον έλεγχο µηδενικής υπόθεσης  Η : Θ = θ (η εκτιµήτριά της 
από ένα δείγµα) µπορούµε ότι: 

0

 
     Αν το θ ανήκει στο 100(1-α) % διάστηµα εµπιστοσύνης της παραµέτρου Θ τότε η : 
 

Η 0 : Θ = θ   γίνεται δεκτή, αλλιώς απορρίπτεται 
 
      Η εναλλακτική υπόθεση είναι πάντα η Η : Θ1 ≠ θ   
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                                                                                                 Κεφάλαιο 5ο    
 
Ανάλυση κατηγορικών δεδοµένων  
 
5.1.  Γενικά 
 
  Αρκετές φορές δεδοµένα κατηγοριοποιούνται ως προς δύο χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 
τέτοια δεδοµένα συνήθως δίνονται µε πίνακες που καλούνται πίνακες συνάφειας. 
   Ένας πίνακας συνάφειας είναι της µορφής: 
 

 Β 1    Β …………..Β  2 λ Αθροίσµατα γραµµών 
Α 1  
Α  2

. 

. 
Α  κ

 

n11    n12 ………….. n1  λ

n    n ………….. n  21 22 λ2

. 
 
n    n ………….. n  1κ 2κ κλ

 

n  *1

n  *2

. 
 

n  *κ

 
Αθροίσµατα στηλών n    n ………….. n  1* 2* λ*

 
n 

 
     Τα  Α και Β είναι τα χαρακτηριστικά, το Α χωρίζεται σε κ – κατηγορίες και το Β σε λ 
– κατηγορίες. 
      Το πλήθος των µετρήσεων που ανήκουν ταυτόχρονα στην Α i και στην Β είναι το n  j ij

      Το άθροισµα της i - γραµµής είναι το n i , το άθροισµα της j – στήλης είναι το n *  
τέλος το σύνολο των µετρήσεων είναι το n. 

* j

       Η πιθανότητα του ij κελιού συµβολίζεται µε p . ij

 
5.2. Ο έλεγχος ανεξαρτησίας 
 
    Στην περίπτωση αυτή ελέγχουµε την ανεξαρτησία των δύο χαρακτηριστικών. 
Σχηµατίζουµε την µηδενική υπόθεση:  
 
Η : τα δύο χαρακτηριστικά είναι ανεξάρτητα 0

Η 1 : τα δύο χαρακτηριστικά είναι εξαρτηµένα  
 
Χρησιµοποιούµε έλεγχο Χ . 2

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το στατιστικό: 
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Χ 2 = ∑
=

κ

1i
∑

=

−λ

θ
θ

1

2)(

j ij

ijijn
 = ∑

=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n 

 
   Όπου θ είναι η θεωρητική συχνότητα του ij – κελιού (που µπορεί να προκύψει από 
την προσαρµογή µιας θεωρητικής κατανοµής στα δεδοµένα). 

ij

    Για την εκτίµηση της θ  παίρνουµε την ποσότητα: ij

 

n
nn ji **  

 
    Οπότε στον υπολογισµό της ποσότητας Χ  στη θέση της θ  βάζουµε την εκτίµησή 

της 

2
ij

n
nn ji ** . 

  
    Η  απορριπτική περιοχή της Η  είναι: 0

 
R = { Χ > χ } 2 2

αλκ );1)(1( −−

    

 Πρέπει η εκτίµηση της θ ij δηλαδή η ποσότητα 
n
nn ji ** ≥  5  για κάθε i και j. 

 
• Αν υπάρχουν θ < 5 συµπτύσσουµε τις κατηγορίες ώστε να πάρουµε θ ij  5.  ij ≥

• Αν παρόλα αυτά εξακολουθεί να υπάρχει θ < 5 τότε εφόσον το πλήθος των 
κατηγοριών είναι µικρό δεχόµαστε µια κατηγορία µε θ < 5 σύµφωνα µε τον 
περιορισµό του Cochran. 

ij

ij

 
Παράδειγµα: 

 
     Ρωτήθηκαν εργαζόµενοι εργατοϋπάλληλοι από µια περιοχή όσον αφορά τις µηνιαίες 
αµοιβές τους και είχαµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
 
  
 Χαµηλή Αµοιβή Μεσαία Αµοιβή Υψηλή Αµοιβή 

Άνδρες 64 43 13 
Γυναίκες 69 47 9 

 
    Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι τα χαρακτηριστικά φύλο και µηνιαία αµοιβή είναι 
ανεξάρτητα (α=0,05); 
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Έχουµε έλεγχο ανεξαρτησίας και ο πίνακας συνάφειας είναι: 
 
 Χαµηλή 

Αµοιβή 
Μεσαία 
Αµοιβή 

Υψηλή 
Αµοιβή 

 

Άνδρες 64 43 13 120 
Γυναίκες 69 47 9 125 

 133 90 22 245 
 
Η υπόθεση είναι: 
 
Η : τα δύο χαρακτηριστικά φύλο και µηνιαία αµοιβή είναι ανεξάρτητα 0

Η 1 : τα δύο χαρακτηριστικά είναι εξαρτηµένα  
 
Χρησιµοποιούµε έλεγχο Χ . 2

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το στατιστικό: 
 

Χ 2 = ∑
=

κ

1i
∑

=

−λ

θ
θ

1

2)(

j ij

ijijn
 = ∑

=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n 

 

 Υπολογίζουµε τις θεωρητικές κατανοµές θ =ij n
nn ji **  και έχουµε: 

 
θ 11  =  65,14          θ =   44,08          θ 13 =  10,78  12

 
θ  = 67,86           θ =   45,92          θ = 11,22 21 22 23

 

Χ  = 2 ∑
=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n = 1 < χ  = χ = 5,99  2

αλκ );1)(1( −−
2

05,0;2

 
Άρα δεν απορρίπτεται η Η : τα δύο χαρακτηριστικά φύλο και µηνιαία αµοιβή είναι 
ανεξάρτητα 

0

 
5.3. Έλεγχος οµοιογένειας 
 
   Αρκετές φορές χωρίζουµε ένα πληθυσµό σε υπο-πληθυσµούς και εξετάζουµε 
συγκεκριµένου µεγέθους δείγµατα από τους υπο-πληθυσµούς αυτούς ως προς ένα 
χαρακτηριστικό. Τα δείγµατα ταξινοµούνται σε κατηγορίες ως προς το χαρακτηριστικό. 
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Πίνακας συνάφειας: 
 
πληθυσµός Κατηγορία 1 

(χαρακτηριστικού) 
Κατηγορία  2 
(χαρακτηριστικού) 

Σύνολα γραµµών 

Υποπληθυσµός 1 
Υποπληθυσµός 2 
Υποπληθυσµός 3 
 

     n11  
     n  21

     n  31

 

n12  
n  22

n  32

 

NΓ1 
NΓ2 
NΓ3 

Συν. Στηλών ΝΣ1 ΝΣ2 Ν 
 
 
Η µηδενική υπόθεση Η , αφορά την οµοιογένεια του πληθυσµού.  0

   Συγκεκριµένα έχουµε: 
 
    Η : Οι παρατηρούµενες κατανοµές ως προς τις κατηγορίες των στηλών είναι για 
όλες τις γραµµές ίδιες (πληθυσµός οµοιογενής). 

0

 
    Ο έλεγχος της    Η 0  γίνεται µε το  Χ  2

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε πάλι το στατιστικό: 
 

Χ 2 = ∑
=

κ

1i
∑

=

−λ

θ
θ

1

2)(

j ij

ijijn
 = ∑

=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n 

 
Η  απορριπτική περιοχή της Η  επίσης είναι: 0

 
R = { Χ > χ } 2 2

αλκ );1)(1( −−

    
Ισχύουν τα ίδια µε το έλεγχο ανεξαρτησίας. 
      
    Παράδειγµα: 

 
     Ρωτήθηκαν αγρότες από µια περιοχή όσον αφορά τις µηνιαίες δαπάνες τους για 
αλκοολούχα ποτά και είχαµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
  
 Χαµηλή ∆απάνη Μεσαία ∆απάνη Υψηλή ∆απάνη 

Νέοι 64 43 13 
Μεσήλικες 69 47 9 
Ηλικιωµένοι 53 40 20 
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    Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι ο ανδρικός αγροτικός πληθυσµός παρουσιάζει 
οµοιογένεια ως προς τις δαπάνες για αλκοολούχα ποτά (α=0,05); 
 
Έχουµε έλεγχο οµοιογένειας και ο πίνακας συνάφειας είναι: 
 
 Χαµηλή 

∆απάνη 
Μεσαία 
∆απάνη 

Υψηλή 
∆απάνη 

 

Νέοι 64 43 13 120 
Μεσήλικες 69 47 9 125 
Ηλικιωµένοι 53 40 20 113 

 186 130 42 358 
 
Η υπόθεση είναι: 
 
Η : Οι παρατηρούµενες κατανοµές ως προς τις κατηγορίες των στηλών είναι για όλες 
τις γραµµές ίδιες (πληθυσµός οµοιογενής). 

0

 
Ο έλεγχος της    Η 0  γίνεται µε το  Χ  2

Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το στατιστικό: 
 

Χ  = ∑2

=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n 

 

 Υπολογίζουµε τις θεωρητικές κατανοµές θ =ij n
nn ji **  και έχουµε: 

 
θ 11  =  62,35         θ =   43,58          θ 13 =  14,08  12

 
θ  = 64,94          θ =   45,39         θ = 14,66 21 22 23

 
θ  = 58,71          θ =   41,03         θ = 13,26 31 32 33

 

Χ  = 2 ∑
=

κ

1i
∑

=

λ

θ1

2

j ij

ijn
- n = 0 < χ  = χ = 9,49  2

αλκ );1)(1( −−
2

05,0;4

 
Άρα δεν απορρίπτεται Η : Οι παρατηρούµενες κατανοµές ως προς τις κατηγορίες των 
στηλών είναι για όλες τις γραµµές ίδιες (πληθυσµός οµοιογενής). 

0
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Κεφάλαιο 6ο  
Έλεγχος προσαρµοστικότητας 

 

 
6.1. Έλεγχος προσαρµοστικότητας της υποθετικής κατανοµής. 
 
Όταν έχουµε υποθέσει µια θεωρητική κατανοµή, προσδιορισµένη από το γενικό 

σχήµα του ιστογράµµατος η προσαρµοστικότητα της υποθετικής κατανοµής µπορεί να 
επιβεβαιωθεί ή όχι µε στατιστικό τρόπο χρησιµοποιώντας µεθόδους που ονοµάζονται 
έλεγχοι καλής προσαρµογής ή έλεγχοι προσαρµοστικότητας. Υπάρχουν δύο τέτοιοι 
έλεγχοι για την προσαρµογή των κατανοµών: Ο έλεγχος  Χ2 και ο έλεγχος κατά 
Kolmogorov-Smirnov. 

 
6.2. Έλεγχος Χ2. 
 
Ας πάρουµε ένα δείγµα n - παρατηρήσεων µιας τυχαίας µεταβλητής Χ. 
Με τον έλεγχο Χ2 συγκρίνονται οι συχνότητες v1,v2,…..,vκ για κ συγκεκριµένες 

τιµές (ή κ διαστήµατα), όπως αυτές προκύπτουν  από τις παρατηρήσεις της τυχαίας 
µεταβλητής Χ µε τις αντίστοιχες συχνότητες e1,e2,……,eκ µιας υποθετικής θεωρητικής 
κατανοµής. 

Η βάση για την ποιοτική αξιολόγηση της σύγκρισης αυτής είναι η κατανοµή της 
ποσότητας: 

 
( )

i

ii

i e
ev 2κ

1

−∑
=

 

 
η οποία τείνει να γίνει κατανοµή Χ2 όταν n→ + ∞ µε βαθµούς ελευθερίας ν =κ-1. 
Αν όµως οι παράµετροι της θεωρητικής κατανοµής είναι άγνωστοι και πρέπει να 

εκτιµηθούν από τα δεδοµένα, τότε η προηγούµενη πρόταση θα ισχύει µόνο αν για κάθε 
άγνωστη παράµετρο που πρέπει να εκτιµηθεί, οι βαθµοί ελευθερίας µειωθούν κατά µια 
µονάδα. 

Με βάση τα παραπάνω, αν για µια υποθετική κατανοµή ισχύει η σχέση: 
 

( )
v

i

ii

i
C

e
ev

,1

2

1
α

κ

−
=

<
−∑  

 
όπου C1-α,ν είναι η τιµή της κατάλληλης κατανοµής που αντιστοιχεί στην 

αθροιστική πιθανότητα 1-α, τότε: 

2
vX
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Η υποθετική θεωρητική κατανοµή είναι ένα αποδεκτό µοντέλο σε επίπεδο 
σηµαντικότητας (α). Αν η σχέση δεν ισχύει τότε τα δεδοµένα των παρατηρήσεων δεν 
επαληθεύουν την υποθετική κατανοµή. 

 
Στην εφαρµογή του ελέγχου Χ2 είναι γενικά απαραίτητο (για να έχουµε 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα) να έχουµε .55 ≥και≥κ ie  
 

Παραδείγµατα. 
 
1. Ο αριθµός των αυτοκινήτων που φτάνουν, ανά λεπτό, σε µια 

διασταύρωση έχει παρατηρηθεί, µε τα παρακάτω αποτελέσµατα: 
 

0,3,1,2,0,1,1,1,2,0,1,4,3,1,1,0,0,1,0,2. 
 
Να γίνει ένας Χ2 έλεγχος για να εξετασθεί αν ο αριθµός των αφίξεων στη 

διασταύρωση είναι διαδικασία Poisson σε 1% επίπεδο σηµαντικότητας. 
 

Πίνακας. 
Αριθ.αυτοκ/λεπτό Παρατηρ.συχνοτ.vi Θεωρητ.συχν. ei (vi - ei)2 (vi-ei)2/ei 

    0 
    1 
    2 
≥ 3 

6 
8 
3 
3 

6,02 
7,22 
4,34 
2,42 

0,0002 
0,6084 
1,7956 
0,58 

3,322⋅10-5 
0,0842 
0,4137 
0,2396 

 20 20  0,7376 
 

Έχουµε εκτιµώµενο το µέσο όρο αφίξεων nt, δεν µας δίνεται: 
 

Εκτίµηση 2,1
20
1)1423328160( =⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=

∧

nt του µέσου όρου αφίξεων nt. 

 

Θεωρώ την διαδικασία Poisson: ( )
!

)(
x

entxXP
ntx −⋅

= απ΄ όπου προκύπτουν οι 

πιθανότητες: 
 

301,0)0( ==XP  
 

361,0)1( ==XP  
 

217,0)2( ==XP  
 

[ ] 121,0)2()1()0(1)3(1)3( ==+=+=−=<−=≥ xPxPxPXPXP  
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Οι αντίστοιχες θεωρητικές συχνότητες µέσω της διαδικασίας Poisson είναι: 
 

02,620301,020)0(1 =⋅=⋅== xPe   
 

22,720361,020)1(2 =⋅=⋅== xPe  
 

34,420217,020)2(3 =⋅=⋅== xPe  
 

42,220121,020)3(4 =⋅=⋅== xPe  

Επειδή η παράµετρος µέσος όρος αφίξεων nt εκτιµάται από την  ποσότητα 

έχει κατανοµή Χ

nnt,
∧

iii
i

eev /)( 2
κ

1
−∑

=

2 µε v=(κ-1)-1=(4-1)-1=2 βαθµοί ελευθερίας. 

(εκτιµάται ή Υ άρα αφαιρείται µια µονάδα). 
 

Από τον πίνακα έχουµε (α=0,01): 
( )

i

ii

i e
evC

2

1
2,99,0 7376,021,9 −

=>= ∑
κ

=

 

 

Συνεπώς  
i

ii
i

v eevC 2)(
1

,1 −> ∑
=

−

κ

α οπότε η Poisson είναι αξιόπιστο µοντέλο για 

την εξέταση των αφίξεων σε επίπεδο σηµαντικότητας 1%. 
 
 

2. Στον πίνακα που ακολουθεί αναγράφονται δεδοµένα παρατηρήσεων για 
το ρυθµό οξυγόνωσης (Κ) του ποταµού Ohio River, σε µια συγκεκριµένη τοποθεσία και 
σε 20°C. Για να περιγραφεί ο ρυθµός οξυγόνωσης προτείνεται ένα µοντέλο κανονικής 
κατανοµής µέσης τιµής 0,173 και τυπικής απόκλισης 0,066 (και οι δύο τιµές έχουν 
εκτιµηθεί µε βάση τα δεδοµένα παρατηρήσεων). 

Να εφαρµοσθεί ένας έλεγχος Χ2 σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% για την 
προσαρµοστικότητα της προτεινόµενης κατανοµής στα δεδοµένα του πίνακα. 

 
 

Ο (ανά µέρα) Παρατηρ. Συχνοτ. 
0,000-0,049 
0,050-0,099 
0,100-0,149 
0,150-0,199 
0,200-0,249 
0,250-0,299 
0,300-0,349 

1 
11 
20 
23 
15 
11 
2 
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.)α( 







σ
µ−α

φ−







σ
µ−β

φ=β≤≤ XP  

 
Για να έχουµε e µειώνουµε των αριθµό των διαστηµάτων. 
 

 
έχουµε: 

5≥i

1314,0)121,1(1)121,1()099,0( =φ−=−φ=≤XP  
 

 91,10831314,02259,0)149,0100,0( 1 =⋅==≤≤ eXP
 

 75,18832259,02902,0)199,0150,0( 2 =⋅==≤≤ eXP
 

09,24832902,02195,0)249,0200,0( 3 =⋅==≤≤ eXP  
 

 22,18832195,01329,0)250,0(1)250,0( 4 =⋅==<−=≥ eXPXP
03,11831329,05 =⋅=e  

 

Πίνακας 
Ο (ανά µέρα) Παρατ.συχνοτ.vi Θεωρητ.συχν. ei (vi - ei)2 (vi - ei)2/ei 

≤ 0,099 
0,100-0,149 
0,150-0,199 
0,200-0,249 
≥ 0,250 

12 
20 
23 
15 
13 

10,91 
18,75 
24,09 
18,22 
11,03 

1,1881 
1,5625 
1,1881 
10,3684 
3,8809 

0,1089 
0,0833 
0,0493 
0,5690 
0,3518 

 83 83  1,1623 
 

 
κ = 5, βαθµοί ελευθερίας : v=(κ-1)-2 = 2. (έχουν εκτιµηθεί 2 παράµετροι: µέση 

τιµή – τυπική απόκλιση, άρα αφαιρούµε το 2). 
 
Από πίνακα για α = 0,01    έχουµε:  C0,99 , 2 = 9,21>1,1623. 
 
Εποµένως επιβεβαιώνεται η πιστότητα της κανονικής κατανοµής. 
 
6.3. Έλεγχος Kolmogorov-Smirnov (K-S). 
 
Η βασική διαδικασία που περιέχεται στον έλεγχο αυτό είναι η σύγκριση της 

πειραµατικής αθροιστικής συχνότητας µε µια υποθετική θεωρητική συνάρτηση 
κατανοµής. 

Αν η διαφορά είναι µεγάλη, σε σχέση µ’ αυτή που κανονικά αναµέναµε από ένα 
δοσµένο µέγεθος δείγµατος, τότε η θεωρητική κατανοµή απορρίπτεται. 
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Για ένα δείγµα µεγέθους n, ανακατατάσσουµε τα δεδοµένα σε σειρά 
αυξανόµενου µεγέθους. Από αυτά τα ταξινοµηµένα δεδοµένα κατασκευάζουµε στη 
συνέχεια µια κλιµακούµενη ΑΣΚ ως εξής. 

 

nxx
xxxn

xx
xSn

≥
<≤

<
= +

για
για

για

κκ

,1
/κ

,0
)( 1

1

 

 

 
όπου xI,x2,…,xn είναι οι δειγµατικές τιµές και n το µέγεθος του δείγµατος. 
 
Στον έλεγχο K-S, η µέγιστη διαφορά µεταξύ των Sn(x) και F(x), µέσα στο πεδίο 

ορισµού της Χ, δίδει το µέτρο της ασυµφωνίας µεταξύ του θεωρητικού µοντέλου και των 
παρατηρηθέντων δεδοµένων. 

 
Συµβολίζουµε αυτή τη µέγιστη διαφορά µε: 

 
.)()(max xSxFD nxn −=  

 
θεωρητικά, η Dn είναι µια τυχαία µεταβλητή που η κατανοµή της εξαρτάται από 

το n. Για ένα ορισµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, ο έλεγχος K-S συγκρίνει την Dn µε 
την που ορίζεται από τη σχέση. α

nD
 

.1)( α α−=≤ nn DDP  
 
Αν η παρατηρηθείσα τιµή Dn είναι µικρότερη από την κρίσιµη τιµή , τότε η 

προτεινόµενη κατανοµή είναι αποδεκτή στο συγκεκριµένο επίπεδο σηµαντικότητας α  
αλλιώς η υποτιθέµενη κατανοµή απορρίπτεται. 

α
nD

Το πλεονέκτηµα του ελέγχου K-S σε σύγκριση µε τον έλεγχο X2 είναι ότι δεν 
χρειάζεται να διαιρέσουµε τα δεδοµένα σε διαστήµατα εποµένως τα προβλήµατα που 
παρουσιάζονται µε την προσέγγιση X2 όταν τα ei είναι µικρά ή το κ µικρό, δεν υπάρχουν 
στον έλεγχο K-S. 

 
Παραδείγµατα  

 
1. Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τιµές της αθροιστικής συχνότητας F(x) 

της κανονικής κατανοµής που χρησιµοποιήθηκε σ’ ένα δείγµα. Να εξετασθεί η 
πιστότητα  ή µη της κανονικής κατανοµής µε τον έλεγχο K-S. 

θεωρώ την υποθετική συνάρτηση κατανοµής. 
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15

115

1

,1
,//

,0
)(

xx
xxxn

xx
xSn

≥
<≤=

<
= +

για
γιακκ

για

κκ  

 

 
 
 

Πίνακας 
κ F(x) Sn(x) )()( xSnxF −  
1 0,063 0,066 0,003 
2 0,125 0,133 0,008 
3 0,188 0,2 0,012 
4 0,25 0,266 0,016 
5 0,313 0,333 0,02 
6 0,375 0,4 0,025 
7 0,438 0,466 0,028 
8 0,5 0,533 0,033 
9 0,563 0,6 0,037 
10 0,625 0,666 0,041 
11 0,688 0,733 0,045 
12 0,75 0,8 0,05 
13 0,813 0,866 0,053 
14 0,875 0,933 0,058 
15 0,938 1 0,062 

 

 
.062,0)()(max =−= XSxFD nvn  

 
n=15 
                  Από πίνακα   nn DD >= 40,0α

α=0,01 
 
Εποµένως η προτεινόµενη κανονική κατανοµή είναι αποδεκτή. 
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   Sn(x),                                                                                                                                   Sn(x)                       ( ) ( )xFxSnS −  

D     F(x)                                                                                                                         n           S                        F(x) 
 

         1,0 
 
            
 
         0,8 

 
 
 
         0,6 

 
 
 
 
         0,4 

 
 
 
 
         0,2 

 
 
 
                   1       2         3       4        5       6        7        8        9       10      11     12     13       14      15     16      17      18     19      20                                                            x 

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΩΝ Sn(x),  F(x). 
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2. Στον πίνακα που ακολουθεί αναγράφεται η αθροιστική συχνότητα F(x) όπως 
προέκυψε µε την εφαρµογή µιας θεωρητικής κατανοµής Poisson σε ένα δείγµα για να 
ελεγχθεί αν η κατανοµή Poisson προσαρµόζεται καλά. Να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος K-
S µε επίπεδο σηµαντικότητας 1%.  

 

   

5

1

1

,1
/κ

,0
)(

xx
xxxn

xx
XSn

≥
<≤

<
= +

για
για

για

κκ  

 
 

κ F(x) Sn(x) )()( xSxF n−  
1 
2 
3 
4 
5 

0,166 
0,333 
0,5 
0,66 
0,833 

0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,0 

0,034 
0,067 
0,1 

0,134 
0,167 

 

 
.167,0)()(max =−= XSxFD nvn  

 
n=5 
             Από πίνακα   nn DD >= 67,0α

α=0,01 
 
Εποµένως η προτεινόµενη κατανοµή Poisson είναι αποδεκτή. 
 
Η σύγκριση των F(x), Sn(x) παρουσιάζεται στο παρακάτω διάγραµµα. 
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  Sn(x), 
 
F(x) 1,0 
                                                                                                    Dn 
 
       0,8                                                              
 
 
       0,6                                                                         
 
 
       0,4                                                  
 
          0,2                                 
 

 
                                0                   1                   2                     3                      4                   x 

 
Σύγκριση των sn(x), F(x). 
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Κεφάλαιο 7ο  
Απλή παλινδρόµηση –Το γραµµικό µοντέλο 

 
7.1. Η Έννοια της συσχέτισης. 

 
Θέλουµε να βρούµε αν υπάρχει σχέση µεταξύ των τιµών των δύο µεταβλητών 

Χ, Υ σ’ ένα πλήθος  v ατόµων και να την προσδιορίσουµε. 
Το κάθε άτοµο θα έχει ένα ζεύγος τιµών (X,Y) των τυχαίων µεταβλητών Χ, Υ. 

Έτσι θα δηµιουργηθούν v – διατεταγµένα ζεύγη: 
).,(),......,,(),,( 2211 vv ΥΧΥΧΥΧ Έστω ότι Χ είναι το βάρος και Υ η ηλικία 10 

ατόµων, στον παρακάτω πίνακα. 
 
Πίνακας 

Άτοµα Χ Υ Άτοµα Χ Υ 
1 40 12   6 55   1 
2 45 13   7 60 17 
3 45 15   8 65 17 
4 50 15   9 65 18 
5 55 16 10 70 19 
 
Στο ορθογώνιο επίπεδο δηµιουργούµε τα 10 σηµεία. Το σύνολο των σηµείων 

ονοµάζεται νέφος σηµείων ή διάγραµµα διασποράς 
 

     Υ 
 
                                                     ε 
                                      Α10 ▪ 
    20                              Α9▪  ▪ 
                                Α6▪  ▪   Α8  
                           Α3▪  ▪  ▪  Α7 
    10                 ▪  ▪  Α4 Α5 
                                     Α1 Α2 
 
      0      10   20   30    40  50    60   70           Χ  
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Τα 10 σηµεία είναι διασπαρµένα γύρω από την ευθεία ε µε προσανατολισµό 
κάτω αριστερά-πάνω δεξιά. 

Η ευθεία  γραµµή (ε) εκφράζει την σχέση των Χ, Υ των 10 ατόµων. 
Η αναλυτική της έκφραση είναι: Y Xa β+=  
Οι µεταβλητές Χ, Υ λέµε ότι συσχετίζονται. 
 
Θετική συσχέτιση: όταν οι χαµηλές τιµές της µιας µεταβλητής αντιστοιχούν 

στις χαµηλές τιµές της άλλης µεταβλητής και οι υψηλές τιµές της µιας στις υψηλές 
τιµές της άλλης. 

 
Αρνητική συσχέτιση: όταν οι χαµηλές τιµές της µιας µεταβλητής 

αντιστοιχούν στις υψηλές τιµές της άλλης και αντίστροφα. 
 
Ασυσχέτιστες µεταβλητές: όταν δεν υπάρχει προσαρµογή µιας καµπύλης στο 

διάγραµµα διασποράς των δύο µεταβλητών. 
 

      Y                                         Υ                                             Υ                  
                  θετική συσχέτιση                                            αρνητική συσχέτιση                                       ασυσχέτιστες 
 
 
 
   
                        Y=α+β X                    Y= α+βX 
 
       0                                           0                                             0 
                                              X                                          X                                            X 

 
Συχνά από το διάγραµµα το σύνολο των σηµείων υποδεικνύουν το είδος της 

καµπύλης που προσαρµόζεται σ’ αυτό. 
Έτσι µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια ευθεία Y = α + βX, όπως στα παραπάνω 

σχήµατα ή µια παραβολή (δευτεροβάθµια καµπύλη) Y = α + βX +γX 2 στο παρακάτω 
σχήµα. 
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   Υ  
                 
 
 
                   Y  2XX γβα ++=
 
   0 
                                        Χ 

Μερικές φορές είναι καλύτερο να χρησιµοποιούµε διαφορετικούς άξονες ή 
αλλιώς να µετασχηµατίζουµε τις µεταβλητές. Π.χ. αν ο lnY εκφράζεται γραµµικά µε 
τον X, δηλαδή lnY = α + βX τότε µπορούµε να πάρουµε αυτή την ευθεία για 
προσεγγιστική καµπύλη. 

 
7.2. Η Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. 

 
Σ’ ένα νέφος σηµείων µπορούν να προσαρµοσθούν περισσότερη από µιας 

καµπύλες µιας ορισµένης µορφής. Για να αποφευχθούν υποκειµενικές τοποθετήσεις 
για το πόσο καλύτερα προσαρµόζεται ένας συγκεκριµένος τύπος καµπύλης στο νέφος 
των σηµείων καταφεύγουµε στη θεωρία των ελαχίστων τετραγώνων. 

Έστω ένα νέφος σηµείων (X1, Y1), (X2, Y2),…., (Xv, Yv) και C η καµπύλη που 
αντιστοιχεί: 

 
 

        Y                                     C  
 
                                   Ai 
        Yi                                    δv   -    
                (X1, Y1)  δi ⊕          (Xv, Yv) 
        Yc           ⊕            βi  
                δ1 

          -   δ2 
                     (X2, Y2) 
         0                        Xi                       X  
 

 
Σε κάθε τιµή Xi αντιστοιχούν δύο τιµές η παρατήρηση Yi και η τιµή επί της 

καµπύλης Yc , η διαφορά αυτών των δύο τιµών είναι το e i : e i = Y i - Y  και µπορεί να 
είναι > 0 ή < 0 ή = 0. Το e i καλείται απόκλιση ή σφάλµα ή υπόλοιπο. 

c
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Ένα µέτρο του πόσο καλή είναι η προσαρµογή της C στα σηµεία είναι η 
ποσότητα: e  να είναι ελάχιστη. 22

2
2
1 .... vee +++

 
Απ’ όλες τις προσεγγιστικές καµπύλες για ένα δεδοµένο πλήθος σηµείων η 

καµπύλη µε την ιδιότητα:  = ελάχιστο είναι η καµπύλη µε την 
καλύτερη προσαρµογή. 

22
2

2
1 .... veee +++

Η καµπύλη αυτή καλείται καµπύλη ελάχιστων τετραγώνων (είναι ευθεία, 
παραβολή κλπ.). 

 
 

7.3. Η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων (γραµµική παλινδρόµηση). 
 
Έστω ότι τα σηµεία είναι τέτοια που µας επιτρέπουν να αναζητήσουµε την 

εξίσωση µιας ευθείας η οποία περνά όσο γίνεται πιο κοντά απ’ αυτά. 
)

Ζητάµε να προσδιορίσουµε τους εκτιµητές a) , β  των συντελεστών α, β της 
εξίσωσης Y = α + βX, η οποία θεωρούµε ότι υπάρχει στον πληθυσµό από πάρθηκε το 
δείγµα των σηµείων. 

Η εξίσωση που παίρνουµε είναι:  
^
Y = a) + β

)
 X .    

 
Έστω τώρα δύο σηµεία Α(Xi,Yi)   και Β (Xi, Yβ ). 
 
 

      Y                                            (ε) 
      Yi                              A             
                                                   ei 

    Yβ i                                  Β 
 
                                                               
 
  
       0                              Xi              X 

 
Ο υπολογισµός των εκτιµητριών  β

)),a  των α, β  γίνεται ως εξής: 
 
Η απόκλιση του σηµείου Β επί της ευθείας (ε) από το σηµείο A της 

παρατήρησης είναι: 
 

),(, ββ σονεφβ YXBόXaYYYe iiiiii −−=−= ανήκει στην ευθεία που 

θέλουµε να προσδιορίσουµε. 
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Το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων των σηµείων Α από τα 

αντίστοιχα σηµεία  Β από την ευθεία  (ε) θα ισούται µε: 
 

∑
=

=+++=∆
v

i
iv eeee

1

222
2

2
1 .....  

∑
=

−−=−−++−−+−−=∆
1

222
22

2
11 )()α(....)()(

i
ivv XaYiXYXaYXaY ββββ

 
Σύµφωνα µε την θεωρία των ακρότατων η ∆ θα παίρνει το ελάχιστο για τις 

τιµές β
)),a   όπου οι µερικές παράγωγοί της ,ως προς τα α, β, είναι ίσες µε µηδέν: 

 
 

,00 a)⇒=
∂

∆∂
=

∂
∆∂

β
και

α
β
)

 

 

Οπότε: τις
β

β
και

β
α

όA
XiXiaXiYi

XivaY

v

i

v

i

v

i

v

i

v

i π
0

0

1 1

2

1

11 ⇒










+=⇒=
∂

∆∂

+=⇒=
∂

∆∂

∑ ∑∑

∑∑

= ==

==  

 
σχέσεις αυτές προκύπτουν οι εκτιµήτριες α) β

)
  

 

__

2

11

2

1 11

)(
XYa

XiXiv

YiXiXiYiv

v

i

v

i

v

i

v

i

v

i βκαιβ
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−

−
=

∑∑

∑ ∑∑
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Το β

)
 µπορεί να γραφεί και ως: 

 

∑ ∑
∑

∑
= =

=

= ==
−

−−
=

v

i

v

i
v

i

v

i
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vYiYvXiXό
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Η ευθεία 
^
Y = a) + β

)
 X  καλείται ευθεία παλινδρόµηση του δείγµατος, όπου 

^
Y οι εκτιµώµενες τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ στο δείγµα. 
Τα σφάλµατα που εκτιµώνται από την ευθεία παλινδρόµηση του δείγµατος ορίζονται 

ως = Υ i  - ie
^ ^

Y i  (παρατήρηση µείον την εκτίµηση) 

Η ευθεία ε της γραµµικής παλινδρόµησης περνά από το σηµείο του 
δείγµατος. 

),(
__

YX

 
 
Η εκτιµήτρια a)  εκφράζει την θέση όπου η ευθεία ε της γραµµικής 

παλινδρόµησης τέµνει τον Υ. 
 
 

   Y  
                                               

   
_
Y                       

^
Y = a) + β

)
 X           

                   (ε)         (   ),
__

YX
^
a  

                                 
_
X  

 
                                              Χ 

Η εκτιµήτρια β
)

 είναι ο συντελεστής 
διεύθυνσης της ευθείας ε. Αν 

0>β
)

έχουµε θετική εξάρτηση των X,Y 
και αν 0<β

)
 έχουµε αρνητική εξάρτηση 

των X,Y. Τέλος η εκτιµήτρια β
)

 εκφράζει 
την µεταβολή της y, όταν η X µεταβληθεί 
κατά µονάδα. 
  

 

Αν τιµές της Χ µε 21 , XX 112 += XX τότε Y =+−+=− )( 121

^

2

^
XXaY βαβ
))))  

)))) .)1( 1112 ββββαβα
))) =−+=−−+= XXXX  

 
7.4. Μέσο τετραγωνικό σφάλµα - Συντελεστής προσδιορισµού-

Συντελεστής συσχέτισης. 
 
Ένα κριτήριο για να ελέγχουµε πόσο καλά ή όχι προσαρµόζεται η ευθεία 

παλινδρόµησης 
^
Y = a) + β

)
Χ, στο διάγραµµα διασποράς του νέφους των σηµείων 

(xi,yi)  είναι το εκτιµώµενο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
^

σ 2. 
 

                             
^

σ 2  
2

1

^
2

−
=

∑
=

v

e
i

i

ν

= 
2

))(()(
1 1

__^
2

−

−−−−∑ ∑
= =

−

ν

β
ν ν

i i
iii YYXXYY
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Αν θέσουµε x i  =  X i - 
_
X  και y i  =  Y i -

_
Y   τότε έχουµε τον τύπο: 

^
σ 2  

2
1

^
2

−
=

∑
=

v

e
i

i

ν

= 
2

1 1

^
2

−

−∑ ∑
= =

ν

β
ν ν

i i
iii yxy

 

 

Οι τιµές του 
^

σ 2 είναι ένας οποιοσδήποτε θετικός αριθµός και όσο πιο µικρή 
είναι η τιµή του τόσο πιο καλύτερη προσαρµογή έχουµε της ευθείας 
παλινδρόµησης στο διάγραµµα διασποράς του νέφους των σηµείων. 

 
Η έκφραση µικρός αριθµός είναι οπωσδήποτε κάτι το ερµηνεύσιµο 

υποκειµενικά για τον λόγο αυτό λαµβάνεται ως απόλυτο πλέον κριτήριο βαθµού 
προσαρµογής της ευθείας παλινδρόµησης ο συντελεστής προσδιορισµού ή καλής 
προσαρµογής r2. 

 

∑

∑

=

== ν

ν

β

1

2

1
^

2

i
i

i
ii

y

yx
r   =  

∑ ∑

∑

= =

=
ν ν

ν

1 1

22

1

2

))((

)(

i i
ii

i
ii

yx

yx
    µε: . 10 2 ≤≤ r

 
 

      Y                                                                         Υ  
                                                       r>0                                                  r<0       
                                                                      θετική συσχέτιση των Χ,Υ                                        αρνητική συσχέτιση των Χ,Υ  
 
 

                            
^
Y = a) + β

)
Χ, 

                                                      Χ                                  
^
Y = a) + β

)
Χ,                     Χ 

 
                                                                                                                           
     Αυξάνει το Χ αυξάνει και το Υ                               Αυξάνει το Χ ελαττώνεται το Υ. 

 
- Όταν το r είναι πολύ κοντά στο 1, τότε η διασπορά των τιµών του δείγµατος 

γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης είναι µικρή. 
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- Όταν το r είναι πολύ µικρό τότε η διασπορά των τιµών του δείγµατος γύρω 

από την ευθεία παλινδρόµησης είναι µεγάλη. 
 
 

      Y                                     Υ                                                    
                                                       r ≈1                                              r ≈ -1        
                                                                  απόλυτη θετική εξάρτηση των X,Y                          απόλυτη αρνητική εξάρτηση των X,Y  
 
 
 

                                
^
Y = a) + β

)
Χ,                                            

^
Y = a) + β

)
Χ,   

 
                                                  Χ                                                                         Χ

 

Επίσης χρησιµοποιείται και ο συντελεστής συσχέτισης που είναι ο .2rr =  
Όσο πιο κοντά στην µονάδα βρίσκεται ο συντελεστής προσδιορισµού τόσο 

πιο καλή προσαρµογή έχουµε την ευθεία παλινδρόµησης στα δεδοµένα. 
 
Παρατήρηση: Όταν 12 =r τότε η ευθεία παλινδρόµησης χβα

))) +=y  περνά 
απ’ όλα τα σηµεία (xi,yi)  του νέφους του διαγράµµατος διασποράς. 

 
Παρατήρηση: Ο συντελεστής 2r  φανερώνει το ποσοστό των τιµών της 

µεταβλητής Χ που ερµηνεύονται από τις µεταβολές της µεταβλητής Υ. 
 
Π.χ. σηµαίνει ότι το 78% της µεταβλητότητας της µεταβλητής Υ 

οφείλεται στη σχέση που έχει αναπτυχθεί µεταξύ των Χ, Υ. 
78,02 =r
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Παραδείγµατα 

 
1. ∆ίνεται ο πίνακας των τιµών των δύο µεταβλητών Χ, Υ ως προς ένα 

δείγµα. 
Να προσαρµοσθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στα δεδοµένα αυτά. 
 

Πίνακας 
 Χi Υi Χi Υi Χi

2 ΣΥi2 

1   1 1     1    1   1 
2   3 2     6     9   4 
3   4 4   16   16 16 
4   6 4   24   36 16 
5   8 5   40   64 25 
6   9 7   63   81 49 
7 11 8 88 121 64 
8 14 9 126 196 81 

 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ===== 2565243644056 22 YiXiXiYiYiXi  

 

636,0
565248

40563648
22

11

2

1 11 =
−⋅

⋅−⋅
=
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∑ ∑∑

==

= ==

v

i

v

i

v

i

v

i

v

i

XiXiv

YiXiXiYiv
β
)

 

 

5
8
40,7

8
56 __

==== YX  

 

548,07636,05
__

=⋅−=−= XY βα
))  

 

άρα η ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της µεταβλητής 
Y πάνω στην X. 

XY 636,0548,0
^

+=
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Αν ζητήσουµε την γραµµική παλινδρόµηση της µεταβλητής X πάνω στην Y 
τότε θα αλλάξουµε τους ρόλους των µεταβλητών, το Υ θα γίνει Χ και το Χ θα γίνει 
Υ. Αυτό δείχνεται στο πίνακα. 

 
Πίνακας 
 Χi Υi Χi Υi Χi

2 Υi2 

1 1   1     1   1    1 
2 2    3     6   4    9 
3 4  4   16 16   16 
4 4 6   24 16   36 
5 5 8   40 25   64 
6 7 9   63 49   81 
7 8       11   88 64 121 
8 9       14 126 81 196 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ===== 5242563645640 22 YiXiXiYiYiXi  

7

5
_

_

=

=

Y

X  

 

5,1
16002048
22402912

402568
56403648
2 =

−
−

=
−⋅

⋅−⋅
=β

)
 

 
) 5,055,17 −=⋅−=α  

 

άρα  XY 5,15,0
^

+−=
 
Παρατήρηση: 
 
Βλέπουµε ότι οι δύο ευθείες παλινδρόµησης της Y πάνω στην X και της X 

πάνω στην Y είναι διαφορετικές: Y  και Y . X636,0548,0
^

+= X5,15,0
^

+=
 
2. Στο παράδειγµα 1 να προσδιορισθεί το εκτιµώµενο µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα 
^

σ 2. Επίσης να προσδιορισθεί ο συντελεστής καλής προσαρµογής της 
ευθείας παλινδρόµησης ή ο συντελεστής προσδιορισµού 2r , ο συντελεστής 
συσχέτισης r και να γίνει το διάγραµµα διασποράς µε την ευθεία παλινδρόµησης. 
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^
σ 2  
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^
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=

∑
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ν
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2
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^
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−

−∑ ∑
= =

ν

β
ν ν

i i
iii yxy

 = 
6

84*636,0132 −  = 13,10 

 
 
Όπου  = 132, = 84, ∑ 2

iy ∑ ii yx ∑ 2
ix = 56 

 

∑

∑

=

== ν

ν

β

1

2

1
^

2

i
i

i
ii

y

yx
r   =  

∑ ∑

∑

= =

=
ν ν

ν

1 1

22

1

2

))((

)(

i i
ii

i
ii

yx

yx
  = 

132*56
842

= 0,95 

 
 

Αυτό δείχνει ότι η ευθεία παλινδρόµησης, έχει µια πολύ 
καλή προσαρµογή στα δεδοµένα του προβλήµατος. 

XY 636,0548,0
^

+=

 
Ο συντελεστής συσχέτισης είναι r=0,97. 
 
 

      Y                                     ε                                                        
                                            
 

                                           Y              X636,0548,0
^

+=
                                        ευθεία παλινδρόµησης 
0,548 
 
 
       0                                            Χ  

 
 
 
 
 
 

2. ∆ίνεται η τιµή ενός προϊόντος σε χιλιάδες δραχµές (Χ) και η 
ζητούµενη ποσότητα του προϊόντος αυτού σε τόνους (Υ). 
 
Χ: 500 400 300 600 450 350 410 550 
Υ:     8   10   20     7   12   25   15        6 

 
α. Να προσδιορισθεί η εξίσωση γραµµικής παλινδρόµησης της Υ πάνω στη Χ. 
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β. Να κατασκευασθεί η ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης και το διάγραµµα 

διασποράς. 
 
γ. Να βρεθούν οι συντελεστές συσχέτισης και προσδιορισµού. 
 
δ. Να εξαχθεί το συµπέρασµα αν η ευθεία παλινδρόµησης προσαρµόζεται 

καλά στα δεδοµένα. 
 

Χi Υi Χi Υi Χi
2 Yi2 

500 
400 
300 
600 
450 
350 
410 
550 

  8 
10 
20 
  7 
12 
25 
15 
  6 

4000 
4000 
6000 
4200 
5400 
8750 
6150 
3300 

250.000 
160.000 
  90.000 
360.000 
202.500 
122.500 
168.100 
302.500 

  64 
100 
400 
  49 
144 
625 
225 
  36 

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ===== 1643,600.655.1,800.41,103,3560 22 YiXiXiYiYiXi

 

0565,0
200.571
280.32

600.673.12800.244.13
680.366400.334

)3560(600.655.18
1033560800.418

2 −=
−

=
−
−

=
−⋅

⋅−⋅
=β

)
 

 

88,12
8

103445
8

3560 __
==== YX   

 
) 0225,384450565,088,12 =⋅+=α  

 

Συνεπώς έχουµε: Y  X0565,00225,38
^

−=
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β. 
 

      Y                                                                                    
                                            
                        

                                   <0       ε:  Y              
^
β X565,00025,38

^
−=

38,02 
 
 
 
       0                                           Χ                   

 

 
γ.  Για τον συντελεστή προσδιορισµού έχουµε: 
 

 
 
 

∑

∑

=

== ν

ν

β

1

2

1
^

2

i
i

i
ii

y

yx
r   =  (-0,0565)

84,316
)62,2069(− = 0,37 

 
 
Ο  συντελεστής συσχέτισης r είναι - 0,61 
 
Ο συντελεστής συσχέτισης r µπορεί να υπολογισθεί και µέσω του τύπου: 
 

 
 

( ) ( )∑ ∑∑∑
∑ ∑ ∑

−−

−
=

2222 yiyivxixiv

yixixiyiv
r  

 
 

ή του τύπου: 
22 )()(

))((

∑∑
∑

−⋅−

−−
=

yyixxi

yyixxi
r  
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δ. Επειδή ο συντελεστής προσδιορισµού  τούτο σηµαίνει ότι µόνο 
ποσοστό 37% των µεταβολών της ζητούµενης ποσότητας Υ ερµηνεύεται από τις 
µεταβολές της τιµής Χ του προϊόντος µέσω της παλινδρόµησης. 

37,02 =r

Η ευθεία παλινδρόµησης δεν έχει καλή προσαρµογή στα δεδοµένα. 
Επίσης επειδή 061,0 <−=r  έχουµε αρνητική εξάρτηση των Χ,Υ δηλαδή σε 

αύξηση του Χ αντιστοιχεί µείωση του Υ και αντίστροφα. 
Τέλος επειδή r  αρκετά µεγάλο 61,0=r αυτό σηµαίνει ότι η διασπορά των 

τιµών του δείγµατος είναι µικρή γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης. 
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7.5. Μοντέλα  απλής  παλινδρόµησης  (γραµµικά – καµπυλόγραµµα) 

 
 

  Y                           Y             Y       βχ+= ay 2γχ+βχ+= ay 32 δχ+γχ+βχ+= ay
 
 
 
 
 
 
 

     0                             X             0                             X        0                              X   
 
Y      βχ+= aylog                 Y        Y    log       2log γχ+βχ+= ay 32 δχ+γχ+βχ+= ay
 
 
 
 
 
 
  0                                X           0                               X       0                               X   
 

 
 
 

Y              Y          Y χβ+= logay yay 2)(logloglog χ+χβ+= 32 )(log)(logloglog χδ+χγ+χβ+y

 
 
 
 
 
 
0                          X    0                  X                 0                                        X   
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 Y      χβ+= loglog ay           Y                    Y         XRay β+= 2χ
γ

+
χ
β

+= ay             

 
 
 
 
 
   0                                X          0                                 X      0                                X   
 

 
 
 

     Y      
χ
β

+= ay  

 
 
 
 
 
     0                                 X   
 

 
 
7.6. Μοντέλα απλής παλινδρόµησης που ανάγονται σε γραµµικά. 

 
1. Το λογαριθµικό µοντέλο ή µοντέλο Cobb-Douglas: 

0,,β >= yxaxy  
 
Λογαριθµίζω (µε δεκαδικό λογάριθµο). 

xay logβloglog +=  
 
θέτω 'log,'log,'log aaxxyy ===  
γραµµικό µοντέλο ''' xay β+=←  
Τα β

)) ,'a είναι εκτιµητές των α΄, β αντίστοιχα, µέσω της µεθόδου των  ελαχ 
 ίστων τετραγώνων. 
Από το 'α) προκύπτει και το α΄ άρα και το '10: αα

)) =a  
 
2. Το αντίστροφο µοντέλο: 
 

0, ≠
χ
β

+= xay  
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θέτω →β+α=→=
χ

''1 xyx γραµµικό µοντέλο. 

 
3. Το εκθετικό µοντέλο: 
 

→⋅= βχeay λογαριθµίζω ( µε νεπέρειο λογάριθµο). 
 

'ln,'lnlnln aayyέay ==τωθβχ+=  
 
και έχω →βχ+= '' ay γραµµικό µοντέλο 
 
4. Το ηµιλογαριθµικό ως προς Χ µοντέλο: 
 

00, >β>β= xax y  
 
Λογαριθµίζω (µε δεκαδικό λογάριθµο) 
 

β+= logloglog yax  
 

β−= log/)log(log axy  
 

xay log
log

1
log
log

⋅
β

+
β

−=⇒  

 

β
=β

β
−=β+α=⇒

log
1',

log
log'),(log'' aaIxy  

 
Οι εκτιµητές των α, β οι βα

)),  προκύπτουν 
)

Από τις σχέσεις '/''/1 10,10 βαβ αβ
)))

−==  
 
Όπου βα

)),  οι εκτιµητές των α΄, β΄ από τη σχέση (Ι) 
 
5. Το µοντέλο των Mitsherlish Spillman: 
 

10, <<β+= RRay X  γνωστή σταθερά 
 
θέτω γραµµικό µοντέλο. →β+=→=′ 'xayRx X

 
           6. Το πολυωνυµικό µοντέλο: 
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Μορφές αυτού: 
 

2xxay γβ ++=  
 

0,log 2 >γ+β+= yxxay  
 

0,,)(log)(loglog 2 >γ+β+= yxxxay  
 

32γxβxα xy δ+++=  
 

0,δxγxαlog 32 >++β+= yxy  
 

( ) ( ) ( ) 0,,logxδlogxγlogxβαlog 32 >+++= yxy  
 

02 ≠
γ

+
β

+= x
xx

ay  

 
όλες οι µορφές αυτές µετατρέπονται σε γραµµικό πολυµεταβλητό µοντέλο: 
 

.......21 +γ+β+= xxay  
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Κεφάλαιο 8o 
Χρονολογικές Σειρές 

 
8.1. Εισαγωγή  

Είναι αναγκαίο οι διευθύνοντες µιας επιχείρησης να προγραµµατίζουν τις 
επιχειρηµατικές τους δραστηριότητες στηριζόµενοι στην εµπειρία του παρελθόντος 
και στην πρόβλεψη του µέλλοντος. 

Αυτό θα τους οδηγήσει εκτός απροόπτων καταστάσεων σε µια σωστή 
απόφαση για το µέλλον της επιχείρησής τους, διότι θα στηριχθούν στην γνώση του 
παρελθόντος και θα κινηθούν µε την µελέτη των µακροχρόνιων τάσεων που 
παρουσιάζει η αγορά την δεδοµένη περίοδο. 

Παραδείγµατος χάριν αν η πρόβλεψη για το µέλλον µιλά για µείωση του 
πληθυσµού κατά 10% στην επόµενη 5ετία ασφαλώς και θα πρέπει να ληφθεί υπόψιν 
για την µελλοντική ζήτηση των αγαθών. 

Η σπουδαιότητα της πρόβλεψης στην λήψη ορθών αποφάσεων στον 
προγραµµατισµό µιας επιχείρησης και όχι µόνο, αλλά και αυτών ακόµη των 
κυβερνήσεων, αποτέλεσε σοβαρό στοιχείο στο να αναπτυχθεί µια Στατιστική 
µεθοδολογία που µελετά το παρελθόν και κάνει προβλέψεις για το µέλλον. 

Η Στατιστική µεθοδολογία αυτή ονοµάζεται «Ανάλυση Χρονολογικών 
Σειρών». 

 
Ορισµός: Χρονολογική σειρά ή χρονοσειρά είναι η σειρά των τιµών τις 

οποίες παίρνει µια µεταβλητή σε διαδοχικά χρονικά διαστήµατα. 
 
Παραδείγµατα χρονολογικών σειρών 

 
Η ετήσια παραγωγή σταριού, καπνού, βαµβακιού, ελαιόλαδου κλπ. τα 

τελευταία 15 χρόνια στην Β. Ελλάδα ή στην χώρα ολόκληρη. 
Οι ετήσιες παραγωγές (ποσότητες) µιας επιχείρησης τα τελευταία 15 χρόνια. 
Οι τραπεζικές καταθέσεις την τελευταία 20ετία στην Ελλάδα. 
Οι δείκτες της βιοµηχανικής παραγωγής την τελευταία 20ετία 
Οι δηµογραφικές µεταβολές στην Ελλάδα ανά έτος για την τελευταία 20ετία 

κλπ. 
Μια χρονολογική σειρά συµβολίζεται µε ένα γράµµα π.χ. y µε δείκτη το t 

(χρόνος): { yt }  
Αν δηλαδή έχουµε τον δείκτη τιµών καταναλωτή τα έτη 1984-1994, η 

χρονολογική σειρά συµβολίζεται µε  
 
{ yt } όπου t = 0, 1, 2, ……,11    µε t = 0 την 30/6/84 ή 1/7/84 
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Η χρονολογική σειρά yt είναι µια µεταβλητή στο χρόνο που µπορεί να είναι 
συνεχή (θερµοκρασία περιβάλλοντος) ή ασυνεχής (συλλογή γεωργικών προϊόντων 
που γίνεται σε συγκεκριµένους µήνες του έτους). 

Κάποιες χρονολογικές σειρές δίνονται αθροιστικά σε ορισµένες χρονικές 
περιόδους όπως η κατανάλωση του ηλεκτρικού ρεύµατος για βιοµηχανική ή οικιακή 
χρήση, ο όγκος των εισαγωγών ή των εξαγωγών ανά έτος t (που είναι το άθροισµα 
των όγκων των επιµέρους 12 µηνών). 

Άλλες χρονολογικές σειρές ορίζονται ως µέσοι όροι (ετήσιοι) όπως οι 
οικονοµικοί δείκτες που προσδιορίζονται ως οι µέσοι όροι των 12 µηνιαίων δεικτών. 

Επίσης παίζει ρόλο πότε θα παίρνετε ο µέσος όρος των µηνών ή του έτους, και 
συνήθως λαµβάνεται το µέσο του µήνα ή του έτους (µεταξύ 30/6 και 1/7). 

 
Όταν αναφερόµαστε στον κάθε µήνα σε µια χρονολογική σειρά πρέπει να 

παίρνουµε το µέσο όρο για τον κάθε µήνα (εφόσον έχουµε διαφορετικό αριθµό σε 
κάθε µήνα). 

Όταν έχουµε χρονολογική σειρά που αναφέρεται σε χρηµατικά ποσά (π.χ. 
εισόδηµα αγροτικό) πρέπει να µετατρέπονται αυτά τα ποσά των διαφόρων ετών σε 
συγκρίσιµα ποσά δηλαδή να γίνεται ο αποπληθωρισµός αυτών µε ένα έτος βάσης που 
θα λαµβάνεται εξ’ αρχής. 

Όταν οι χρονολογικές σειρές αναφέρονται σε εισόδηµα ή κατανάλωση πρέπει 
να λαµβάνεται υπόψη και η αυξοµείωση του πληθυσµού της χώρας ή της περιοχής 
όπου αναφερόµαστε. Γι΄ αυτό θα πρέπει η χρονολογική σειρά να εκφράζεται σε 
µεγέθη κατά κεφαλή. 
 
8.2. Συνιστώσες των χρονολογικών σειρών. 

 
Η κάθε χρονολογική σειρά παρουσιάζει µεταβολές – διακυµάνσεις στο χρόνο 

αυτές µπορεί να είναι: 
 

i)   Μακροχρόνιες τάσεις 
 

ii)   Κυκλικές κυµάνσεις 
 

 
iii)   Εποχικές κυµάνσεις 

 
και      iv)          Τυχαίες ή άρρυθµες κινήσεις 
 

Οι κυκλικές και οι εποχικές κυµάνσεις καλούνται και περιοδικές 
κυµάνσεις. 

 
i) Μακροχρόνια τάση ή απλά τάση 
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Είναι η οµαλή κίνηση στο χρόνο που εµφανίζει µια χρονολογική σειρά η 
οποία µπορεί να είναι ανοδική-καθοδική ή σύνθετη. Είναι σαν µια δύναµη που οδηγεί 
την χρονολογική σειρά (ανοδικά ή καθοδικά) και εξαρτάται από ποικίλους 
παράγοντες που µπορεί να είναι η πληθυσµιακή αύξηση σε µια περιοχή – χώρα, η 
τεχνολογική εξέλιξη, η αύξηση του βιοτικού επιπέδου των κατοίκων µιας περιοχής 
κλπ. 

Παραδείγµατος χάριν η χρονολογική σειρά που αναφέρεται στους όγκους των 
καταναλωτικών αγαθών π.χ. (τροφίµων) σε µια δυτική κοινωνία οφείλεται αφενός 
µεν στην αύξηση του βιοτικού επιπέδου των κατοίκων (αύξηση εισοδήµατος) αλλά 
και στην αύξηση του καταναλωτισµού µε την αλλαγή καταναλωτικών συνηθειών. 

Η τάση των χρονολογικών σειρών που αναφέρονται στην παραγωγή 
αγροτικών προϊόντων οφείλεται στην τεχνολογική πρόοδο που βελτίωσε τις µεθόδους 
καλλιέργειας και συλλογής των αγροτικών προϊόντων, στην καλύτερη οργάνωση των 
επιχειρήσεων που ασχολούνται µε την αγροτική παραγωγή και µεταποίηση των 
αγροτικών προϊόντων. 

Μια µακροχρόνια τάση ασφαλώς µπορεί να παρουσιάζει και µείωση και αυτό 
µπορεί να οφείλεται είτε σε πληθυσµιακές µεταβολές (µειώσεις πληθυσµού) είτε σε 
ανταγωνισµό (κάποιο νέο προϊόν ανταγωνιστικό µπήκε στην αγορά και εκτόπισε το 
προϋπάρχον) και εποµένως στην µείωση της ζήτησης του εν λόγω προϊόντος. 

 
ii. Κυκλική κύµανση 
 
Οι κινήσεις αυτές έχουν διάρκεια µεγαλύτερη του έτους και εµφανίζουν 

ανοδική κίνηση και κατόπιν καθοδική.  
Οι κυκλικές κυµάνσεις µπορεί να έχουν περίοδο από δύο, τρία, και 

περισσότερα χρόνια. 
Σ’ αυτές εντάσσονται και οι γνωστές στην Οικονοµία. Οικονοµικές 

διακυµάνσεις (οικονοµικός ή επιχειρηµατικός κύκλος). Όλα τα µακροοικονοµικά 
µεγέθη (απασχόληση, επενδύσεις - εθνικό εισόδηµα κλπ.) έχουν κυκλική κύµανση. 

Επίσης κυκλική κύµανση παρουσιάζουν οι χρονολογικές σειρές που 
αναφέρονται στην ετήσια παραγωγή ορισµένων γεωργικών προϊόντων (σιτάρι-
αραβόσιτος – ελαιόλαδο – καπνός - βαµβάκι κλπ.) και έχουν περίοδο κύµανσης 2,3,4, 
ή 5 χρόνων. 

Οι κυριότεροι παράγοντες που επηρεάζουν τις χρονολογικές σειρές και 
προκαλούν κυκλικές κυµάνσεις πρέπει να θεωρηθούν η ανισορροπία µεταξύ 
προσφοράς και ζήτησης οι µετεωρολογικές συνθήκες, οι τεχνολογικές εξελίξεις, τα 
δυσάρεστα πολιτικά γεγονότα κλπ. 

 
iii) Εποχιακή κύµανση 
 
∆ιαρκεί ένα έτος συνήθως και εκεί εµφανίζονται οι ανοδικές και οι καθοδικές 

κινήσεις της χρονολογικής σειράς. 
Καθοριστικό ρόλο για αυτές τις κινήσεις παίζουν η εποχιακή µεταβολή, οι 

κλιµατολογικές συνθήκες, οι εορτές κλπ. 
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iv) Τυχαίες ή άρρυθµες κινήσεις 
 
Οι κινήσεις αυτές είναι µικρές ή µεγάλες, θετικές ή αρνητικές και οφείλονται 

σε σοβαρά και απρόσµενα γεγονότα. 
Θεοµηνίες, επαναστάσεις, απεργίες, έκτακτα οικονοµικά µέτρα κλπ. 
Αν ορίσουµε T την µακρόχρονη τάση µιας χρονολογικής σειράς, S των 

εποχικών κυµάνσεων, C των κυκλικών κυµάνσεων και Ι των τυχαίων κινήσεων. 
Τότε µπορούµε θα θεωρήσουµε ότι οι τιµές της χρονολογικής σειράς yt 

δίνονται i) πρόσθετα από τις τιµές των συνιστωσών ή ii) πολλαπλασιαστικά 
 
∆ηλαδή: ICSTyt +++=  
 
ή  ICSTyt ⋅⋅⋅=  

 
8.3. Στατιστικός προσδιορισµός της τάσης 

 
Ο προσδιορισµός της τάσης µιας χρονολογικής σειράς που συνήθως θα είναι η 

µια ευθεία ή µια καµπύλη γραµµή µας επιτρέπει να αναλύσουµε αυτή στις 
συνιστώσες της και να κάνουµε πρόβλεψη των όρων της σειράς. 

Για τον στατιστικό προσδιορισµό της τάσης υπάρχουν οι εξής µέθοδοι: 
i) Χάραξη της τάσης µε το χέρι 
ii) Μέθοδος των µέσων σηµείων 
iii) Μέθοδος των κινητών µέσων όρων 
iv) Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων 

 
i) Χάραξη µε το χέρι - γραφική µέθοδος: 
Ο ερευνητής µε µεγάλη προσοχή χαράζει µε το χέρι µια γραµµή ελεύθερα 

πάνω στο χρονόγραµµα της χρονολογικής σειράς η οποία να περνά ανάµεσα από την 
πολυγωνική γραµµή της χρονολογικής σειράς και να ακολουθείται η µακροχρόνια 
κίνηση της χρονολογικής σειράς. 

 
- Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου: 
Είναι απλή, δεν χρησιµοποιούµε µαθηµατική εξίσωση αν γίνει προσεκτικά 

η γραµµή δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα και προσεγγίζει και την µαθηµατική 
εξίσωση της τάσης της χρονολογικής σειράς. 
 

- Μειονεκτήµατα της µεθόδου: 
Είναι υποκειµενική, απαιτείται µεγάλη εξάσκηση. 
Χρησιµοποιείται πολύ περιορισµένα. 
 

 102



 

 
 

                 yt 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                             t 

Γραφική µέθοδος 
 
ii) Μέθοδος των µέσων σηµείων. 
 
α) Αν από τη γραφική απεικόνιση της χρονολογικής σειράς διαπιστωθεί ότι 

έχουµε µια γραµµική τάση τότε οι τιµές της χρονολογικής σειράς χωρίζονται σε δύο 
οµάδες. Αν ο αριθµός των όρων της χρονολογικής σειράς είναι άρτιος τότε ο 
χωρισµός είναι εύκολος, αν είναι ο αριθµός των όρων περιττός παραλείπουµε το 
µεσαίο όρο και σχηµατίζουµε δύο οµάδες µε τους λοιπούς όρους. 

Υπολογίζονται οι µέσοι όροι της µεταβλητής y και της t και προσδιορίζεται η 
ευθεία που περνά από τα σηµεία (t1 y1), (t2 y2) όπου 

y1 ο µέσος όρος των δεδοµένων της 1ης οµάδας 
y2 ο µέσος όρος των δεδοµένων της 2ης οµάδας 
t1 ο µέσος όρος της χρονικής περιόδου της 1ης οµάδας 
t2 ο µέσος όρος της χρονικής περιόδου της 2ης οµάδας 
 

Έχουµε: 
12

1

12

1
1

12

12 )(
tt
tt

yy
yytt

tt
yyy

−
−

=
−
−

⇒−⋅
−
−

=
)

)  
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      yt 

                                                         
12

1

12

1

tt
tt

yy
yy

−
−

=
−
−)  

      y2                                                      
 
 
 
      y1 
 
 
 
 
                            t1                 t2                             t 

 
Γραµµική τάση, χρονολογικής σειράς 

 
 
β) Αν από την γραφική απεικόνιση προκύψει ότι η χρονολογική σειρά έχει 

καµπυλόγραµµη τάση παραβολή 2ου βαθµού της µορφής 2tty γβα )))) ++= ,  τότε οι 
τιµές της χρονολογικής σειράς υποδιαιρούνται σε τρεις κατά το δυνατόν ισοπληθείς 
οµάδες και υπολογίζονται οι αντίστοιχοι τρεις µέσοι όροι αυτών 

).,(),,(),,( 332211 ytytyt  
)Οι εκτιµήτριες γβ ))

,,a  στην σχέση 2tty γβα )))) ++= προσδιορίζονται από την 
λύση του συστήµατος. 

 
2
111 tty γ+β+α=  

 
2
222 tty γ+β+α=  

 
            2

333 tty γ+β+α=
 

Η µέθοδος των µέσων σηµείων εφαρµόζεται συνήθως σε γραµµικές τάσεις ή 
το πολύ σε τάσεις 2ου βαθµού. 
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Παράδειγµα: 
 
∆ίνεται η κατανάλωση ενός αγροτικού προϊόντος τα έτη 1986-1999 σε 

χιλιάδες τεµάχια ότι είναι η ακόλουθη: 

Έτη Κατανάλωση  (y) Μεταβλητή χρόνου (x) 
1986 
1987 
1988 
1989 
1990 
1991 
1992 

  75 
  90 
  90 
  85         17

700 100 y==  
105 
125 
130 

 0 
 1 
 2 

              3  =  *1x
 4 
 5 
 6 
 

1993 
1994 
1995 
1996 
1997 
1998 
1999 

135 
140 
150 
170      27

1155 165 y==  
195 
185 
180 

 7 
 8 
 9 

            10 =  *2x
11 
12 
13 

 
Έχουµε τα έτη 1989 µε τιµή τάσης 100 

 1996 µε τιµή τάσης 165 
 
Η ευθεία γραµµή περνά από τα σηµεία (3,100) και (10,165) ή (1989,100) και 

(1996,165). 
 
Η κλίση της ευθείας είναι: 
 

2857,9
7
65

310
100165

12

12 ==
−
−

=
−
−

xx
yy  

 
έχουµε εποµένως την ευθεία τάσης: 
 

           xxy 2857,9143,72143,722857,9 +=+=)  
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iii) Μέθοδος των κινητών µέσων όρων 
 
Η µέθοδος χρησιµοποιείται για να εξαλειφθούν  οι κυκλικές και εποχιακές 

κυµάνσεις, όπως και οι τυχαίες επιδράσεις. 
Βασική προϋπόθεση που τίθεται είναι ότι η περίοδος του κύκλου (ή της 

περιοδικής κίνησης) είναι σταθερή. 
Η διαδικασία αναφέρεται µέσω του παρακάτω παραδείγµατος: 
 
Α. περίπτωση: µήκος κύκλου= περιττό πλήθος ετών. 
 
Υπολογισµός   κινητών   µέσων   όρων 5  ετών   της   χρονολογικής   σειράς  
yt = “παραγωγή βάµβακος στην Ελλάδα (1970-1981)” για να εκτιµηθεί η 

γραµµή  τάσης. 
 

 
Έτη yt Κινητά αθροίσµατα Κινητοί µέσοι όροι 
1970 
1971 
1972 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

308 
330 
395       + 
361       + 
370 
366 
329 
382 
408 
325 
357 
385 
311 

----- 
----- 
1764*          : 5
1822            : 5
1821           : 5 
1808 
1855 
1810 
1801 
1857 
1786 
----- 
----- 

----- 
----- 

352,8* 
364,4 
364,2 
361,6 
371 
362 

360,2 
371,4 
357,2 
----- 
----- 

 
* 1764=308+330+395+361+370 
* 352,8=1764:5 
 
Αν ενώσουµε τους κινητούς µέσους όρους δηλαδή τα σηµεία  
(72, 352,8),(73,364,4), κ.ο.κ.  
Παίρνουµε την ευθεία τάσης των κινητών µέσων 5 - ετιών   που εκφράζει την 

ευθεία τάσης της χρονολογικής σειράς. 
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Β. Περίπτωση: µήκος κύκλου= άρτιο πλήθος ετών. 
 
Υπολογισµός κινητών µέσων όρων τεσσάρων ετών της χρονολογικής σειράς 

yt  = παραγωγή ελαιόλαδου (1960-1981) σε χιλ. τόνους ΕΣΥΕ. 
 
 

Έτος           yt Κινητά 
αθροίσµατα 

Κινητοί 
µέσοι 

Άθροισµα. 
Κινητ. µέσων 

Κινητοί 
µέσοι 

1970 
 

1971 
 

1972 
 

1973 
 

1974 
 

1975 
 

1976 
 

1977 
 

1978 
 

1979 
 

1980 
 

1981 
 

1982 

198 
 
183           + 
 
262          + 
 
215          + 
 
241          + 
 
265          + 
 
251          + 
 
262          + 
 
269          + 
 
276          + 
 
422          + 
 
370 
 
360 

----- 
 
----- 

  858   :4 

 
  901   :4 
 
  983   :4 
 
  972   :4 
 
1019   :4 
 
1047   :4 
 
1058   :4 
 
1229   :4 
 
1337   :4 
 
1428   :4 

----- 
 
----- 

----- 
 
----- 

214,5      + 
 
235,25    + 
 
245,75    + 
 
243         + 
 
254,75    +  
 
261,75    + 
 
264,8      + 
 
307,25    + 
 
334,25    + 
 
357 

----- 
 
----- 

----- 
 
----- 

                     :2 
449,75 
                     :2 
481 
                     :2 
488,75 
                     :2 
497,75    
                  
516,5     :2 
                    :2 
526,25    
                    :2 
571,75    
                    :2 

641,5 
                    :2 
691,25 
 
----- 
 
----- 

----- 
 

----- 
 

224,88 
 

240,5 
 

244,38 
 

248,88 
 

258,25 
 

263,13 
 

285,88 
 

320,75 
 

345,6 
 

----- 
 

----- 
 
Το µειονέκτηµα της εν λόγω µεθόδου είναι ότι δεν είναι δυνατόν να 

υπολογιστούν στην αρχή και στο τέλος τα κινητά µέσα, χάνονται δηλαδή 
παρατηρήσεις και εφόσον ο αριθµός των παρατηρήσεων είναι σχετικά µικρός η 
απώλεια αυτή είναι σηµαντική. ∆εν απαλείφονται οι τυχαίες επιδράσεις (παραµένουν 
οι πολύ µικρές ή πολύ µεγάλες τιµές) και τελικά και επηρεάζουν τους µέσους όρους. 

Η µέθοδος αυτή δεν προσφέρεται για προβλέψεις στο µέλλον. 
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           iv.Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων:  
            

α: Προσδιορισµός γραµµικής τάσης µιας χρονολογικής σειράς. 
 

           Αν οι τιµές µιας χρονολογικής σειράς yt σχηµατίζουν αριθµητική πρόοδο τότε 
για να εκφρασθεί η τάση χρησιµοποιούµε την γραµµική µορφή:  tayt β

))) +=  

Για να προσδιορισθούν τα  β
)),a που είναι εκτιµήτριες των α, β λύνουµε το 

σύστηµα: 

}→
+=

+=

∑ ∑
∑∑

2
iiii

i
ii

ttayt

tnay

β

β
β
)),a  

 
Αν διατάξουµε τα δεδοµένα µας ώστε  Σti = 0 (λαµβάνεται ως t = 0 το 

κεντρικό έτος της χρονολογικής σειράς) 
 
Τότε 
 

∑ ∑ ∑== 2// iiii tytnya β
))  

 
Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης των τιµών της χρονολογικής σειράς 

γύρω από τη γραµµή της τάσεως όσο τείνει προς το µηδέν τόσο καλύτερα η εξίσωση 
της τάσης προσαρµόζεται στα εµπειρικά δεδοµένα της χρονολογικής σειράς. 

 

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα  δίνεται από τον τύπο
^

σ 2  
2

1

^
2

−
=

∑
=

v

e
i

i

ν

 

 
Όπου ν το πλήθος της χρονολογικής σειράς 
 

Παράδειγµα 
 
Ο αριθµός των όρων της χρονολογικής σειράς είναι περιττός. 
 

Θεωρώ t = 0 το 1970 (1/6/1970). Εξετάζω την χρονολογική σειρά yt = 
παραγωγή καπνού (σε χιλ. τόνους) στην Ελλάδα (1970-1982) και ζητώ την ευθεία 
τάσης. 
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Έτος y t y·t t2 t yt t2 y)   

για t=0: 30/6/76 
1970 
1971 
1972 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

95 
89 
85 
91 
83 

119 
142 
120 
129 
128 
118 
131 
133 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

0 
89 

170 
273 
332 
595 
852 
840 

1032 
1152 
1180 
1441 
1596 

    0 
    1 
    4 
    9 
  16 
  25 
  36 
  49 
  64 
  81 
100 
121 
144 

-6 
-5 
-4 
-3 
-2 
-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

-570 
-445 
-340 
-273 
-166 
-119 
    0 
120 
258 
384 
472 
655 
798 

36 
25 
16 
   9 
   4 
   1 
   0 
   1 
   4 
   9 
16 
25 
36 

  83,89 
  88,66 
  93,43 
 98,2 

102,27 
107,74 
112,51 
117,28 
122,05 
126,82 
131,59 
136,36 
141,13 

 

Παίρνω τους τύπους:   






+ =

       +  =
2β·Σt αΣt tΣ

ΣβαΣ
y

tny

 

  τάση.ανοδικήέχει    σειρά     0 β  

4,25  β  και87,04  
βα 9.552
β13α1463

Η>

==α⇒




650+78=
78+=

∧

∧∧

 

Και y)= 87,04 + 4,25 t    µε    t = 0,1,2,3,…. και t = 0 το 1970 (30/6/70). 
 
Υπολογίζω τις τιµές της τάσης y)  για t = 0,1,2,….. 

)Συγκρίνω τις τιµές της τάσης y µε τις τιµές της χρονολογικής σειράς και 
διαπιστώνω µια καλή προσαρµογή της ευθείας τάσης µε τη δοσµένη χρονολογική 
σειρά. 

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης είναι: 
 

^
σ 2  

2
1

^
2

−

∑
=

v

e
i

i

ν

=  = 177,34 
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* Αν πάρουµε ως αρχή t = 0 το κεντρικό έτος 1976 (30/6/76). 
 
 

Τότε    5,112
13

1463
==

Σ
=α

∧

n
y  

 
 

25,4
182
774

2 ==
Σ
Σ

=
t
ytβ

)
 και y) = 112,5 + 4,25t 

  
 
µε t = -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,….     από 30/6/7 
 
Αν µετακινηθούµε στο έτος 1970  βάζοντας t = - 6 θα έχουµε y) =112,5+4,25 

 
y) =112,5+4,25(-6) = 87~ 87,04 (t=0).  

 
Συνεπώς η ευθεία τάσης είναι:  

 
y) = 87,04+4,25t µε πολύ καλή προσαρµογή στη χρονολογική σειρά. 
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Παράδειγµα 
 
Ο αριθµός των όρων της χρονολογικής σειράς είναι άρτιος. 

 
Να γίνει πρόβλεψη για το έτος 2005. 

Έτη (t=0) το 1986 t* yt t yt t2 

1986 
1987 
1988 
1989 
1990 
1991 
1992 
1993 
1994 
1995 
1996 
1997 
1998 
1999 

  0 
  1 
  2 
  3 
  4 
  5 
  6 
  7 
  8 
  9 
10 
11 
12 
13 

-6,5 
-5,5 
-4,5 
-3,5 
-2,5 
-1,5 
-0,5 
+0,5 
1,5 
2,5 
3,5 
4,5 
5,5 
6,5 

  75 
  90 
  90 
  85 
105 
125 
130 
135 
140 
150 
170 
195 
185 
180 

-487,5 
-495,0 
-405,0 
-297,5 
-262,5 
-187,5 

      -65 
        67,5 
      210 
      375 
      595 

877,5 
1017,5 
1170,5 

42,25 
30,25 
20,25 
12,25 
  6,25 
  2,25 
  0,25 
  0,25 
  2,25 
  6,25 
12,25 
20,25 
30,25 
42,25 

 91        0      1885 2112,5    227,50 
 
∧

α = 132,5 β
)

= 9,2857 
 

y) = 132,5+9,2857 t*,  µε t* = -6,5, -5,5, -4,5,…., -0,5, +0,5, +1,5…. 
 
Για να βρούµε την ευθεία της τάσης µε αρχή το έτος 1986 θέτουµε όπου 
 
t* = t – 6,5→ άρα t = t* + 6,5 
 
και y) = 132,5+9,2857 (t - 6,5) µε t = 0, 1,2,…. από το 1986 
 
οπότε y) = 72,143+ 9,2857·t   µε  t = 0,1,2,…. 
 
Η τάση (τιµή) για το 2005 είναι 2005y)  = 72,143 + 9,2857·19= 248,5 

=
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β. Προσδιορισµός καµπυλόγραµµης τάσης µιας χρονολογικής 
σειράς. 
 
Οι καµπύλες µιας τέτοιας τάσης µπορεί να είναι παραβολή (καµπύλη β’ 

βαθµού), καµπύλη τρίτου βαθµού και εκθετική καµπύλη. 
 

Ι. ∆ευτέρου βαθµού καµπύλη. 
 

2tty γβα )))) ++= , όπου τα γβ ))) ,,a   προσδιορίζονται από το σύστηµα των 
εξισώσεων: 

 









++=

++=

++=

4322

32

2

tttyt
tttyt

ty

γΣΣ βαΣΣ
γΣΣ βα·ΣΣ

γΣβΣtnαΣ
 (I) 

Αν ως αρχή t = 0 ληφθεί το κεντρικό έτος της σειράς τότε Σt = 0, Σt3 =0 
οπότε:   

 









+    +=

   =

+=

422

2

2

ttt
tyt

tny

γΣαΣΣy
Σ βΣ
γΣ αΣ

 (II) 

 
Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης είναι: 
 

^
σ 2  

3
1

^
2

−
=

∑
=

ν

ν

i
ie
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Προσοχή. 
Για να χρησιµοποιηθεί παραβολή 2ου   βαθµού, πρέπει ή οι πρώτες διαφορές 

της χρονολογικής σειράς tt yy −+1
)  να σχηµατίζουν αριθµητική πρόοδο ή το 

διάγραµµα της χρονολογικής σειράς να στρέφει τα κοίλα άνω ή κάτω. 
 
yt                                                                        yt 
 
 

0,22 <++= γγβ ttayt
)  

               κυρτή µορφή 




 
 

Άνω
Κοίλα

             κοίλη 




    Κάτω
 κοίλα

                              2ttayt γβ ++=)                                                       
                          γ>0 
   0                                                     t                  0                                                   t 
 

Κοίλη
µ

 
ορφή 
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Καµπυλόγραµµη τάση 2ου βαθµού χρονολογικής σειράς. 
 
Παράδειγµα: 

∆ίνεται η παραγωγή συνθετικού καουτσούκ στις ΗΠΑ στα έτη 1944-58 σε µέση 
µηνιαία παραγωγή – σε χιλ. τόνους (πηγή Β.Κ. Μπένος) 
Έτη t=0:1951 Παραγωγή  ty t2 yt yt2 ty)  
1944 
1945 
1946 
1947 
1948 
1949 
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 

-7 
-6 
-5 
-4 
-3 
-2 
-1 
 0 
 1 
 2 
 3 
 4 
 5 
 6 
 7 

63,6 
68,4 
61,7 
42,4 
40,7 
32,8 
39,7 
70,4 
66,5 
70,7 
51,9 
80,9 

          90 
93,2 
87,9 

  49 
  36 
  25 
  16 
    9 
    4 
    1 
    0 
    1 
    4 
    9 
  16 
  25 
  36 
  49 

   -445,2 
   -410,4 
   -308,5 
   -169,6 
   -122,1 
     -65,6 
     -39,7 

      0 
        66,5 
      141,4 
      155,7 
      323,6 

       450 
       559,2 
       615,3 

  3116,4 
  2462,4 
  1542,5 
  678,4 
  366,3 
  131,2 
    39,7 

   0 
    66,5 
  282,8 
  467,1 
1294,4 

  2250 
3355,2 
4307,1 

  63,1 
  58,2 
  54,4 
  51,8 
  50,3 

50 
51 

  53,1 
  56,3 
  60,8 
  66,4 
  73,2 
  81,2 
  90,3 
100,6 

         960,8 280         750,6 20360  
            Από τις σχέσεις (ΙΙ) 

Έχουµε: 
 

γ+α=
β=

γ+α=

352.9280360.20
2806,750

280158,980
                           58785,0,6807,2,08,53 === γβα )))  

 
Άρα η εξίσωση της τάσης θα είναι: 

 
258785,06807,208,53 ttyt ++=)   µε  51/6/300 →=t  
,....3,2,1,0,1,2,3,4,5,6,7 −−−−−−−=t  

 
Αν ζητήσουµε πρόβλεψη για το έτος 1968 θα θέσω 17=t  στην εξίσωση: 
 

54,2681758785,0176807,208,53 2 =⋅+⋅+=ty)  
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Επίσης µπορεί να υπολογισθεί και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης 

που είναι: 
 

^
σ 2  

3
1

^
2

−
=

∑
=

ν

ν

i
ie

  

 
 
γ.  Προσδιορισµός εκθετικής τάσης 
 
Η εκθετική µορφή είναι καταρχήν η απλή . t

ty βα ⋅=
Χρησιµοποιείται όταν οι τιµές της χρονολογικής σειράς σχηµατίζουν 

γεωµετρική πρόοδο.  
 
Αν λογαριθµίσουµε (µε δεκαδικό λογάριθµο) θα πάρουµε: 
 

λογβλογαλογ tyt +=  

Η εξίσωση αυτή παριστά ευθεία αν θέσουµε όπου αλογαλογ ′=′= ,tt yy  και 

β′=λογβ   δηλαδή :  βα ′⋅+′=′ tyt

 
Οι εκτιµήσεις βα

)),  των α, β προσδιορίζονται από το σύστηµα των εξισώσεων: 
 

2ttyt
tny

Σ⋅+Σ⋅=⋅Σ

Σ⋅+⋅=Σ

λογβλογαλογ

λογβλογαλογ
          (Ι) 

 
Αν επίσης ως αρχή χρόνου t = 0 ληφθεί το κεντρικό έτος της χρονολογικής 

σειράς άρα θα έχουµε Σt = 0 το σύστηµα (Ι) παίρνει την απλή µορφή: 
 

2
2

t
yttyt

n
yny

Σ
λογ⋅Σ

=λογβ⇒Σ⋅λογβ=λογ⋅Σ

λογΣ
=λογα⇒λογα⋅=λογΣ

         βα
)),        (ΙΙ) 

 
Οµοίως µπορούµε να εκτιµήσουµε και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα από τον 

τύπο: 
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^
σ 2  

2
1

^
2

−
=

∑
=

ν

ν

i
ie

  

 
     
 
Επειδή οι όροι µιας χρονολογικής σειράς εµφανίζουν σταθερό ποσοστό 

µεταβολής, όταν µεταβάλλονται κατά γεωµετρική πρόοδο, η απλή εκθετική τάση 
χρησιµοποιείται για την εύρεση µέσου ετήσιου ποσοστού µεταβολής (αύξησης ή 
µείωσης) µιας χρονολογικής σειράς. 

 
yt                                                                  yt 
                                                                          `                                                                      
                                            t

ty βα
))) =                                   t

t ay β
))) ⋅=  

                                            1>β
)

                                       1<β
)

          
                                 
 
                                                                                                  
 
 
0                                                          t                   0                                                        t 

 
 
Παράδειγµα:       
Υποθετικά δεδοµένα (Πηγή: κ. Μπένος) 
 

Έτη t yt log y t log y t2 

1955 
1956 
1957 

-1 
 0 

1 

 1 

  2 
  8 
40 

0,3010 
0,9031 
1,6021 

-0,3010 
    0 

1,6021 
0 
1 

  50 2,8062 1,3011 2 
 

47,46505,0
2

3011,1loglog

62,809354
3

8062,2loglog

2 =⇒⋅==
Σ
⋅Σ

=

=⇒⋅==
Σ

=

ββ

α

)

)

t
yt

a
n

y

 

 
Άρα log  tyt ⋅+= 0650509354
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( ) ⋅⋅=⇒ t

ty 47,462,8)  µε t=0 την 1/7/56 
t = -1, 0, 1. 

 
Υπολογίζουµε και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα από τον τύπο: 
 

 

^
σ 2  

2
1

^
2

−
=

∑
=

ν

ν

i
ie

  

 
Επειδή το β

)
= 4,47>1 η χρονολογική σειρά έχει ανοδική τάση. 

 
 
Παρατήρηση: 

 
Εκτός των αναφεροµένων µοντέλων παλινδρόµησης µπορούν να 
αναφερθούν και τα ακόλουθα µοντέλα:  

 
1. Το εκθετικό µοντέλο: ( για καµπυλόγραµµη τάση). 

)
t

t eay β)) ⋅=  , όπου e η βάση του νεπέριου λογάριθµου. 
             
            Σ’ αυτή την περίπτωση έχουµε: από την σχέση προς εκτίµηση  t

t eay β⋅=
,lnln tayt β+=  οπότε αν θέσουµε: 

 
'ln,ln aayy tt =′=  έχουµε tayt β+=′ ' και προσδιορίζονται τα βα

)),  από τις                  
αντίστοιχες εξισώσεις. 

 
2. Το απλό τροποποιηµένο εκθετικό µοντέλο: 
 

t
t aky β

))) += το οποίο διαφοροποιείται από το απλό εκθετικό µοντέλο κατά την 
σταθερά k (χρησιµοποιείται για χρονολογικές σειρές που καταλήγουν σε ουρά). 

 
Αν π. χ t

ty 5,02 ⋅=)   µε t = 0, 1, 2,… και το τροποποιηµένο εκθετικό µοντέλο 
ήταν t5,02 ⋅ty 10 +=)  θα είχαµε τις µορφές 
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         yt 
       12                                                               ουρά 
                                                                   
       10                    
                                t

ty 5,0210 ⋅+=)  
 
                          
         2 
                                 t

ty 5,02 ⋅=)  
 
         0                    
                  1          2          3            4         t 

 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε µε k>0, a)<0,  0< β
)

 <1 το κ να είναι το 
κατώτερο επίπεδο όπου κατέρχεται η καµπύλη: 

) t
t aky β)) +=  

Επίσης υπάρχει η περίπτωση µε κ>0, a)<0,  0< β
)

 <1 το κ να είναι το ανώτερο 
επίπεδο όπου ανέρχεται η καµπύλη: 

) t
t aky β)) +=  

      yt                                                                                                     

0>= kyt

  yt 

                     )                                 κ+ a)  
 
                                                                                                     t

t aky β
))) +=  

                        t
t aky β

))) +=                                                          α) >0,  0< β
)

<1 

                    a)<0,  0< β
)

 <1          
    κ- a)                                                                            0>= kyt

)  
                              
 
 
 
       0                                                        t             0                                                       t 
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Η 0>= kyt
) καλείται ασύµπτωτος της τάσης. 

 

3. Το πολυωνυµικό µοντέλο (για ευθύγραµµη ή καµπυλόγραµµη 
τάση). 

 
.....3

3
2

21 ++++= tttyt βββα
)))))                      ή 

 
.....3

3
2

210
1

++++== ∑
=

tttty i
i

i
t βββββ

))))))  

Έχουµε εξετάσει µέχρι 2ου βαθµού. 
 

 
         4.Το λογιστικό µοντέλο: (για σειρές χρονολογικές που εµφανίζουν 
σχήµα S). 

 
t

ty
βαγ
)))

) +=
1  

 
5. Το µοντέλο Compertz: (χρονολογικές σειρές που εµφανίζουν 

σχήµα S). 
 

t
t ay βγ )(logloglog +=  

 

 
6.  Η ανάλυση σε σειρές Fourier: (για σειρές που παρουσιάζουν κυκλικές 

ή εποχιακές διακυµάνσεις) π.χ. εβδοµαδιαία, κατανάλωση κρέατος. 
 

)(
1

^
ttaky k

n

k
t ηµωβσυνω κ+= ∑

=

 

 

v
v

,2π
=ω  η βασική συχνότητα του εποχιακού κύκλου, n ο αριθµός των 

παρατηρήσεων σ΄ ένα εποχιακό κύκλο, ακ, βκ παράµετροι που υπολογίζονται µε τη 
µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, κ ο αριθµός των αρµονικών κυµάνσεων. 
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8.4. Στατιστικός προσδιορισµός της εποχικότητας. 
 

Αναφέρθηκε ότι η εποχική κίνηση ή εποχικότητα είναι σύντοµη και 
εξαντλείται στο χρόνο, έτσι εµφανίζονται περίοδοι µηνιαίοι, τριµηνιαίοι, 
εβδοµαδιαίοι κλπ. 

Μέσα στο έτος η χρονολογική σειρά εξαντλεί όλες τις ανοδικές και τις 
ισοδύναµες καθοδικές τάσεις. 

Ο στατιστικός προσδιορισµός της εποχικής συνιστώσας (S) είναι ο 
υπολογισµός αριθµοδεικτών των δεικτών εποχικότητας που συµβολίζονται µε Sj   
j=1,2,….,12 αν έχουµε µηνιαία στοιχεία ή j =1,2,3,4 αν έχουµε τριµηνιαία στοιχεία. 

 
Οι µέθοδοι υπολογισµού των δεικτών εποχικότητας είναι: 
 
Ι) Η µέθοδος των ποσοστών ως προς το µηνιαίο µέσο. 
 
Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται σε χρονολογικές σειρές που δεν έχουν τάση και 
κυκλικές κυµάνσεις. 
Η µέθοδος παρουσιάζεται στο παρακάτω παράδειγµα:  
 
Η Μηνιαία κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας ενός εργοστασίου την περίοδο (1978-
1982) σε χιλ. ΩΧΒ. είναι: 
 
Έτος Ιαν. Φεβρ. Μαρτ. Απρ. Μάιο Ιουν. Ιουλ. Αυγ. Σεπτ. Οκτ. Νοεµ ∆εκ. 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

503 
543 
587 
634 
686 

506 
524 
618 
576 
676 

428 
491 
576 
653 
638 

391 
452 
561 
524 
607 

401 
441 
482 
478 
537 

351 
392 
410 
413 
446 

316 
180 
370 
381 
461 

302 
165 
350 
368 
391 

310 
511 
348 
382 
401 

331 
492 
376 
381 
410 

402 
403 
431 
452 
472 

468 
502 
503 
523 
581 

 
Έτος Ετήσια Αθρ. Μηνιαίοι Μέσοι  
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

4709 
5096 
5612 
5765 
6306 

392,4 
424,7 
467,7 
480,4 
525,5 

 
∆ιαιρώ τις καταναλώσεις κατά 
µήνα µε τις αντίστοιχες µέσες 
µηνιαίες καταναλώσεις το χρόνο 
και πολ/ζω επί 100. Προκύπτει έτσι ο 
κάτωθι πίνακας 
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Πίνακας: 
Έτος Ιαν. Φεβρ Μαρτ Απρ. Μαίο Ιουν. Ιουλ. Αυγ. Σεπτ Οκτ. Νοεµ ∆εκ. 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 
Αθρ. 
∆εί/της 
Εποχ. 

Sj 

128,2 
127,9 
125,5 
132 
130,5 
644,1 
 
 
128,8 

129 
123,4 
132,1 
120 
128,6 
633,1 
 
 
126,6 

109,1 
115,6 
123,2 
136 
121,4 
605,3 
 
 
121,1 

  99,6 
106,4 
120 
109,1 
115,5 
550,6 
 
 
110,1 

102,2 
103,8 
103,7 
  99,5 
102,2 
511,4 
 
 
102,3 

  89,4 
  92,3 
  87,7 
  86,0 
  84,9 
440,3 
 
 
  88,1 

  80,5 
  42,4 
  79,1 
  79,3 
  87,7 
369 
 
 
  73,8 

  77 
  38,9 
  74,8 
  76,6 
  74,4 
341,7 
 
 
  68,3 

  79 
120,3 
  74,4 
  79,5 
  76,3 
429,5 
 
 
  85,9 

  84,4 
115,8 
  80,4 
  79,3 
  78 
437,9 
 
 
  87,6 

102,4 
  94,9 
  92,2 
  94,1 
  89,8 
473,4 
 
 
  94,7 

119,3 
118,2 
107,5 
120,9 
110,6 
576,5 
 
 
115,3 

 
j= 1,2,….,12 π.χ.  S7 = 73,8 Ιούλιος. 

Το άθροισµα πρέπει να είναι 1200%. Αν ∑
=

12

1j
jS 1200≠∑Sj τότε διορθώνουµε 

τους δείκτες εποχικότητας Sj πολλαπλασιάζοντας καθένα µε το συντελεστή 
διόρθωσης. 

 

                                            
SjΣ

=
1200

δ  

 
Έχουµε στο παράδειγµα: 
ΣSj = 1202,6% ~ 1200% δεν χρειάζονται οι δείκτες εποχικότητας διόρθωση. 
 
Ερµηνεία: Ο δείκτης εποχικότητας π.χ. του Σεπτεµβρίου 85,9% σηµαίνει ότι 

η κατανάλωση της ενέργειας τον µήνα αυτό παρουσιάζει µείωση κατά 14,1% σε 
σχέση µε τη µέση µηνιαία κατανάλωση. 

 
Παρατήρηση: 
 
Αν διαθέτουµε τριµηνιαία στοιχεία µιας χρονολογικής σειράς για κάποια έτη 

και θέλουµε να προσδιορίσουµε τους δείκτες εποχικότητας εργαζόµαστε όπως στο 
προηγούµενο παράδειγµα µε τη διαφορά τα ετήσια αθροίσµατα τα διαιρούµε µε το 4 
(4 τρίµηνα) και υπολογίζουµε τους τριµηνιαίους µέσους κάθε έτους. Κατόπιν 
διαιρούµε τα τριµηνιαία στοιχεία µε τους αντίστοιχους τριµηνιαίους µέσους κάθε 
έτους και πολλαπλασιάζουµε µε το 100. Ο µέσος όρος των ποσοστών κάθε τριµήνου 
για µια σειρά ετών αποτελεί το δείκτη εποχικότητας του τριµήνου. 

Πρέπει να ισχύει: 

)1004(400
4

1
xS

j
j =∑

=

 

Αν πολλαπλασιάζουµε κάθε S400
4

1
≠∑

=j
jS j επί τον  συντελεστής διόρθωσης 
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SjΣ

=
400δ    

 
ΙΙ) Η µέθοδος των ποσοστών ως προς τη µηνιαία τάση. 
 

Θεωρούµε ότι yt = T.S.C.I. (το πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα). 
Τα δεδοµένα κάθε µήνα εκφράζονται ως ποσοστό % της αντίστοιχης µηνιαίας τιµής 
της τάσης. 

Ο αριθµητικός µέσος των ποσοστών αυτών για τους αντίστοιχους µήνες δίνει 
τους δείκτες εποχικότητας (Sj) που πρέπει να ικανοποιούν τη σχέση  

αλλιώς διορθώνονται µε το συντελεστή διόρθωσης  

%1200≠∑ Sj

SjΣ
=δ

1200 . 

Το µειονέκτηµα της µεθόδου των ποσοστών ως προς τη µηνιαία τάση βρίσκεται στο 
σηµείο όπου ο λόγος που ζητείται: 

 

                                          
T
yt

τάση)(

 = S.C.I  

 
µας δείχνει ότι οι δείκτες εποχικότητας περιέχουν εποχικές (S) και κυκλικές (C) 
κυµάνσεις όπως και τυχαίες επιδράσεις (Ι), όταν η χρονολογική σειρά είναι και 
αρκετά µεγάλη. 

 
Παράδειγµα 
Στο παράδειγµα της προηγούµενης µεθόδου καθορίζουµε την µηνιαία τάση: 

Έχουµε: 
Έτος y 

Μηνιαίοι µέσοι 
t yt t2 

1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

392,4 
424,7 
467,7 
480,4 
525,5 

-2 
-1 
 0 
 1 
 2 

 -784,8 
 -424,7 
  0 
  480,4 
1051 

4 
1 
0 
1 
4 

 Σy=2290,7 --- Σyt=321,9 Σt2=10 
 
 
 
 
 
 
 

 122



 

14,458
5

7,2290α ==
Σ

=
n
y)  

 

19,32
10

9,321
2 ==

Σ
Σ

=
t
ytβ

)
 

 
Η εξίσωση τάσης είναι tyt 19,3214,458 +=) µε αρχή 80/6/300 →=t  
Μετατρέπουµε την ετήσια περίοδο της τάσης σε µηνιαία. 
 
 
Τα y είναι µέσα ετήσια και γι΄ αυτό διαιρούµε µόνο το β

)
 µε το 12. Αν τα y 

ήταν ετήσια αθροίσµατα θα διαιρούσαµε το α)  µε το 12 και το β
)

 µε το 12·12=144. 
Έτσι παίρνουµε: 

 
tyt 68,214,458 +=)  µε  και ο χρόνος t  µετριέται σε µήνες. 80/6/300 →=t

 
Μετακινούµε την αρχή στις 15/1/78 θέτοντας όπου: 

 

νεςµ−=
−

−=
−⋅

= ήxnt 5,29
2

1512
2

112  

(- 29,5 µήνες από 30/6/80 έως 15/1/78) 
 
τότε η µηνιαία τάση τον Ιανουάριο του 1978 θα ήταν: 
 

1,379)5,29(68,214,458 =−⋅+=ty)  µηνιαία τάση τον Ιανουάριο του 1978. 
 
Άρα η εξίσωση τάσης ανά µήνα είναι: 
 

tyt 68,21,379 +=)  από 15/1/78  ο χρόνος σε µήνες t  σε µήνες 
 
Αν τώρα τα αρχικά δεδοµένα κάθε µήνα διαιρεθούν µε τις αντίστοιχες 

µηνιαίες τιµές τάσης, εκφρασθούν επί τοις % και βρεθεί ο µέσος όρος κάθε µήνα ή η 
διάµεσος της πενταετίας (για κάθε µήνα) έχουµε τους δείκτες εποχικότητας κατά 
µήνα. 

Π.χ. Για τον Ιανουάριο του 1978: %6,132100326,1
1,379

503
== x  (η µηνιαία 

τάσης). 
Αν υπολογίσω για τα άλλα έτη τον Ιανουάριο προχωρώ όπως αναφέρεται πιο 

πάνω. 
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ΙΙΙ) Η µέθοδος των ποσοστών ως προς τους µηνιαίους κινητούς 
µέσους. 
 

Θεωρούµε το πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα:  ICSTyt ⋅⋅⋅=
∧

Η µέθοδος αποβλέπει στην απαλοιφή των εποχικών κυµάνσεων και των 
τυχαίων κινήσεων. 

Οι κινητοί µέσοι εκτιµούν ικανοποιητικά την τάση και τις κυκλικές κυµάνσεις 
δηλαδή ισοδυναµούν µε TC. 

Αν διαιρέσουµε τα αρχικά δεδοµένα µε τους αντίστοιχους κινητούς µέσους 
(TC) παίρνουµε δεδοµένα που έχουν µόνο (S.I) εποχιακές κυµάνσεις και τυχαίες 
κινήσεις  ../ ISTCyt =)  

Τέλος  µε τον υπολογισµό του µέσου όρου των ποσοστών απαλείφονται και οι 
τυχαίες κινήσεις (Ι) και µένουν οι εποχικές. 
 
Παράδειγµα: 

 
 

1 
Έτος 

2 
y 

3 
Κιν.Αθρ. 

12 - µηνών 

4 
Κιν.Αθρ. 

2 - διαδοχ.µην. 

5 = 4:24 
Κιν.µέσοι 
12  µηνών 

6 = (2:5)·100 
 

ποσοστό % 
1979 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1980 

Ιαν. 
Φεβ. 
Μάρ. 
Απρ. 
Μαϊος 
Ιούν. 
Ιούλ. 
Αυγ. 
Σεπτ. 
Οκτ. 
Νοεµ. 
∆εκ. 
Ιαν. 
Φεβ. 

500 
600 
700 
500 
600 
700 
300 
800 
600 
500 
200 
300 
200 
500 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

 

6300 
6000 
5900 

 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

12300 
11900 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

512,5 
495,8 

 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

58,54 
16,14 
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Αν συγκεντρώσουµε τα ποσοστά της 6ης στήλης σε ένα πίνακα: 

Έτη                 Ιανουάριο…… Ιούλιος              Αύγουστος…….. 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 
 
Άθροισµα 
 
Μέσος 
 
∆είκτες 
Εποχικότητας 
 
Ή διάµεσοι 
 
∆είκτες εποχικότητας. 
 

 
58,54                 16,14 
 
 
 
 
α 
 
α/5 
 
α/5 ή 
διορθωµένος* 
 
β 
 
β ή διορθωµένος* 

 

* Η διόρθωση γίνεται µε τον δείκτη 
SjΣ

=
1200

δ και εφόσον  1200
12

1
≠∑

=j
jS

 
Απαλοιφή της εποχικότητας. 
 
Οι δείκτες εποχικότητας έχουν µεγάλη σηµασία διότι µπορούµε να 

απαλλάξουµε τους όρους µιας χρονολογικής σειράς από την επίδραση της εποχικής 
κύµανσης εφόσον διαιρεθούν τα δεδοµένα µιας χρονολογικής σειράς µε τους 
αντίστοιχους δείκτες εποχικότητας (µηνιαία-τριµηνιαία δεδοµένα) κλπ. 

Η διαδικασία αυτή καλείται απαλοιφή της εποχικότητας και έτσι προκύπτουν 
συγκρίσιµα µεταξύ τους στοιχεία. 

Αυτό επιτρέπει και τους ιθύνοντες των επιχειρήσεων να µπορούν να µετρούν 
τις εποχικές µεταβολές και προγραµµατίζουν για το µέλλον. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 125



 

8.5. Στατιστικός προσδιορισµός των κυκλικών κυµάνσεων. 
 
Η µεθοδολογία που ακολουθείται είναι η «µέθοδος των καταλοίπων». 
           
 I )Πρώτα κάνουµε απαλοιφή της εποχικότητας. 

Στο πολλαπλασιασµό υπόδειγµα έχουµε: 
 

                         TCI
S

TSCI
=  

                       
                  II)∆ιαιρούµε τα στοιχεία µε την τάση (Τ). 

 

                                     CI
T

TCI
=  

 
III)Αν εφαρµόσουµε ένα κατάλληλο κινητό µέσο (3 ή 5 µηνών) µπορούµε 
να απαλείψουµε και τις άρρυθµες κινήσεις (Ι) και έτσι να προκύψουν οι 
κυκλικές κυµάνσεις (C). 

 
Παράδειγµα:  
Έστω η µηνιαία κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας στην Ελλάδα για οικιακή 

χρήση (1978-82). (Στοιχεία ∆ΕΗ) σε εκατ. ΩΧΒ. 
 

Πίνακας(α): 
Έτος Ιαν. Φεβρ Μαρτ. Απρ. Μαίο Ιουν. Ιουλ. Αυγ. Σεπτ. Οκτ. Νοεµ ∆εκ. 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

501 
542 
584 
645 
698 

516 
534 
621 
584 
686 

438 
489 
585 
662 
647 

407 
482 
570 
555 
608 

403 
448 
491 
481 
543 

358 
389 
413 
416 
454 

323 
167 
381 
391 
424 

301 
160 
344 
373 
388 

315 
512 
350 
386 
406 

339 
499 
374 
392 
413 

401 
406 
441 
464 
479 

477 
501 
500 
554 
576 

 
Τα δεδοµένα αυτά τα απαλείφουµε από την εποχικότητα και την τάση. Η απαλοιφή 
της εποχικότητας γίνεται µέσω των συντελεστών εποχικότητας, εφόσον διαιρεθούν οι 
τιµές του πίνακα (α) µε τους αντίστοιχους συντελεστές εποχικότητας. 

Οι συντελεστές εποχικότητας υπολογίζονται µε την µέθοδο των µηνιαίων 
κινητών µέσων, όπως αναπτύχθηκε. 

 
Συγκεκριµένα από τον πίνακα (α) δηµιουργούµε τον πίνακα (β) ως εξής: 
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Πίνακας (β): 
 
 

1 
Έτος 

2 
y:  Καταν. 
ενέργειας 

3 
Κιν. Αθρ. 
12-µηνών 

4 
Κιν. Αθρ.  

2 - διαδοχ.µην. 

5=4:24 
Κιν. µέσοι 
12  µηνών 

6=(2:5)⋅100 
 

ποσοστό % 
 

1978 Ιαν. 
Φεβ. 
Μαρ. 
Απρ. 
Μαιος 
Ιουν. 
Ιουλ.* 
Αυγ. 

501 
576 
438 
407 
403 
358 
323 
301 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

4779 
4820 

 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

9,599 
 
 

κ.ο.κ. 
 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

399,9 
 
 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

80,8 
 

 
Συγκεντρώνουµε κατόπιν όλα τα ποσοστά της στήλης 6 και δηµιουργούµε ένα 

νέο πίνακα (γ): 
Πίνακας(γ): 
Έτος Ιαν. Φεβ. Μαρ. Απρ. Μαίος Ιουν. Ιουλ. Αυγ. Σεπ. Οκτ. Νοεµ ∆εκ. 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 
Αθροισµ. 
Μέσοι 
∆είκτης** 
Εποχικ. 
∆ιάµεσος 
∆είκτης** 
Εποχικ. 

- 
131,1 
124,8 
134,9 
133,1 
523,9 
131,0 

 
127,9 
129,8 

 
128,6 

- - - - - 
 
 
 
- 

80,8 
38,9
* 
80,4 
79,2 
- 

74,8 
 
 
 
- 

77,7 
 
 
 
- 

82,6 
 
 
 
- 

96,5 
 
 
 
- 

113,9 
109,4 
104,7 
107,8 

- 

*: ∆εν λαµβάνεται υπόψιν για την εξαγωγή του µέσου όρου, επειδή είναι 
µικρή τιµή. 

**,***: Προκύπτουν µε πολλαπλασιασµό αντίστοιχα των µέσων και των 
διαµέσων επί του συντελεστή διόρθωσης: 

δ** = 1200/1229,3 = 0,9762 
δ*** = 1200/1210,8 = 0,991 
 
Άρα απαλείφω την εποχικότητα (µε δείκτη εποχικότητας π.χ. τον 127,9 (από 

τον µέσο όρο)) διαιρώντας την αντίστοιχη τιµή του Ιανουαρίου µε τον δείκτη 
εποχικότητας του Ιανουαρίου και προκύπτει ο πίνακας (δ): 

 
 
 
 
Πίνακας (δ): 
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Έτος Ιανουάριος   Φεβρουάριος    Μάρτιος ……… 

1978 392100
9,127

501
=x  

 
1979   ………. 
 
Κατόπιν τα στοιχεία του πίνακα (δ) τα απαλείφουµε από την µακροχρόνια 

τάση διαιρώντας τα µε τις αντίστοιχες µηνιαίες τιµές της τάσης. 
Οι µηνιαίες τιµές της τάσης υπολογίζονται όπως προαναφέρθηκε στη µέθοδο 

των ποσοστών ως προς την µηνιαία τάση. 
 
Συγκεκριµένα: 
∆ηµιουργούµε τον πίνακα  (ε) : 

 
Πίνακας (ε): 
Έτος Μηνιαίοι µέσοι: y t yt t2 

1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

  398,3* 
427,4 
471,2 
492,0 
526,0 

Σy= 2.314,9 

-2 
-1 
 0 
 1 
 2 

-796,6 
 
 
 
 

Σy= 2.314,9 

4 
 
 
 
 

Σy= 2.314,9 
 

32
98,462

tβ

α
2 =

=
→







=

⋅=

∑ ∑
∑

β
α
)

)

yt

ny
 

 
 
Η εξίσωση τάσης:  
 
) tyt 3298,462 +=  t = 0 (έτη) αρχή:  30/6/1980 

µετατρέπουµε την ετήσια περίοδο τάσης σε µηνιαία και έχουµε: 
 

tyt 67,298,462 +=)  µε αρχή την  30/6/1980 
 
Τέλος µε την µετακίνηση στις 15/1/78 θέτοντας όπου t = -29,5 έχουµε την  

τελική εξίσωση µηνιαίας τάσης: 
 

tyt 67,222,384 +=)   t=0 όταν έχουµε 15/1/78  
 
384,22=462,98+2,67 (-29,5). 
 
Αν θέσουµε στην σχέση: tyt 67,222,384 +=)    ,   t=0,1,2,….,59 
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βρίσκουµε τις αντίστοιχες µηνιαίες τάσεις και δηµιουργούµε τον πίνακα (στ) 
(Μηνιαίες τάσεις) (Τ). 
 
     Πίνακα: (στ) 

Έτος Ιανουάριος Φεβρουάριος Μάρτιος….. 
1978 
1979 
1980 

1982 

 

Από τον πίνακα (δ) διαιρώντας τα στοιχεία του µε τα αντίστοιχα 
στοιχεία του πίνακα (στ) ,  που εκφράζουν τις µηνιαίες τάσεις, παίρνω 
τα στοιχεία απαλλαγµένα και από την µακροχρόνια τάση και 
δηµιουργείται ο πίνακας (ζ): 

Έτος Ιανουάριος   Φεβρουάριος    Μάρτιος 
 

1978 

1981 

384,2  

 
Πίνακας (ζ) 
 

 

%102100
2,384

392
=x  

 

 

 

 

 

Ο πίνακας (ζ) περιέχει δεδοµένα που εµφανίζουν κυκλική κύµανση και 
άρρυθµες κινήσεις. 
 
Αν στα δεδοµένα αυτά εφαρµόσουµε ένα κινητό µέσο πέντε µηνών µπορούµε 

να απαλείψουµε τις άρρυθµες κινήσεις (Τ) και να έχουµε δεδοµένα µε µόνο κυκλικές 
κυµάνσεις που καλούνται δείκτες κυκλικότητας και χρησιµοποιούνται ως δείκτες 
εποχικότητας. 
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Κεφάλαιο 9o 
Αριθµοδείκτες 

 
9.1. Αριθµοδείκτες 

 Παρατίθεται ένας πίνακας όπου προσδιορίζονται οι αριθµοδείκτες στο 
προαναφερόµενο παράδειγµα. 
 

 
 Ο Αριθµοδείκτης είναι ένας αριθµός που εκφράζει το επίπεδο των τιµών, των 
ηµεροµισθίων, των εισαγωγών-εξαγωγών, των ετησίων εισοδηµάτων, των µέσων 
στρεµµατικών αποδόσεων και λοιπών άλλων µεταβλητών σε σχέση µε το επίπεδο των 
µεταβλητών αυτών σε µια άλλη περίοδο που καλείται περίοδος βάσης. Είναι 
στατιστικό µέτρο που φανερώνει την διαχρονική εξέλιξη στις µεταβολές των τιµών 
µιας µεταβλητής. 
Με το µέτρο αυτό η σχετική µεταβολή µιας µεταβλητής εκφράζεται µε ένα αριθµό ως 
εκατοστιαία αναλογία ενός άλλου. 
 Ένα παράδειγµα αριθµοδείκτη: Θεωρούµε ότι το µέσο ετήσιο εισόδηµα του 
αγρότη το 1987 ήταν 2.000.000 και το αντίστοιχο του 1997 ήταν 2.500.000 έτσι 
µπορούµε να πούµε ότι έχουµε το 1997 αύξηση του µέσου ετησίου αγροτικού 
εισοδήµατος κατά 25% ή ότι το µέσο ετήσιο αγροτικό εισόδηµα το 11997 είναι το 
125% εκείνου του 1987. Θεωρούµε ως έτος βάσης το 1987 και παριστάνουµε το µέσο 
ετήσιο αγροτικό εισόδηµα στις δυο χρονικές περιόδους 1987 και 1997 µε τους 
αριθµοδείκτες 100 και 125 που δείχνουν τη µεταβολή στο αγροτικό εισόδηµα. 

Έτος Μέσο ετήσιο αγροτικό εισόδηµα αριθµοδείκτης 
1977 
1987 
1997 

2.000.000     » 
  25 500.000 (δρχ.) 

2.500.000     » 
100 
125 

  
Οι αριθµοδείκτες διακρίνονται σε απλούς δείκτες οι οποίοι χρησιµοποιούνται για µια 
µόνο µεταβλητή και οι σύνθετοι για µια οµάδα οµοειδών µεταβλητών οι οποίοι 
διακρίνονται σε σταθµισµένους και αστάθµιστους αριθµοδείκτες. 
 

 

 
1. Οι αριθµοδείκτες τιµών ή τιµάριθµοι αναφέρονται σε τιµές µετρούν τις 

ποσοστιαίες µεταβολές (διαχρονικές ή διατοπικές) των τιµών των αγαθών που 
παράγονται, καταναλώνονται, εισάγονται, εξάγονται κλπ. µεταξύ δύο 

9.2. Απλοί Αριθµοδείκτες 

Οι απλοί αριθµοδείκτες διακρίνονται σε αριθµοδείκτες τιµών, 
αριθµοδείκτες ποσοτήτων, αριθµοδείκτες αξιών. 
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χρονικών περιόδων ή µεταξύ δύο γεωγραφικών περιοχών (γεωγραφικοί 
αριθµοδείκτες) και δίνονται από τον τύπο: 

 

100⋅=
o

n
p P

PI  

 
όπου είναι η τιµή ενός αγαθού το έτος –n που µας ενδιαφέρει και είναι η τιµή 
του αγαθού το έτος βάσης. 

2. Οι αριθµοδείκτες ποσοτήτων 
 Μετρούν τις ποσοστιαίες µεταβολές (διαχρονικές ή διατοπικές) των 
ποσοτήτων των αγαθών που παράγονται, καταναλώνονται, εισάγονται, εξάγονται 
κλπ. µεταξύ δύο χρονικών περιόδων ή µεταξύ δύο γεωγραφικών περιοχών 
(γεωγραφικοί αριθµοδείκτες) και δίνονται από τον τύπο: 

nP OP

 Τέτοιοι δείκτες είναι ο δείκτης τιµών καταναλωτή, ο δείκτης τιµών 
χονδρικής πώλησης, ο δείκτης τιµών λιανικής πώλησης, ο δείκτης τιµών των 
εισαγοµένων και των εξαγοµένων εµπορευµάτων, ο δείκτης τιµών του 
χρηµατιστηρίου αξιών, ο δείκτης των αποδοχών των µισθωτών στη Βιοµηχανία-
Βιοτεχνία, ο δείκτης τιµών των οικοδοµικών υλικών κλπ. 
 

 

100⋅=
o

n
q Q

QI  

 

 Τέτοιοι δείκτες είναι ο δείκτης όγκου παραγωγής, ο δείκτης όγκου 
εισαγωγών, ο δείκτης όγκου εξαγωγών κλπ. 

3. Οι αριθµοδείκτες αξιών 

όπου αναφέρεται στη ποσότητα ενός αγαθού το έτος – n που µας ενδιαφέρει και 
η ποσότητα του αγαθού το έτος βάσης. 

nQ

oQ

 

 
 Μετρούν τις ποσοστιαίες µεταβολές της αξίας διαφόρων αγαθών µεταξύ δύο 
χρονικών περιόδων µεταξύ δύο γεωγραφικών περιοχών (γεωγραφικοί αριθµοδείκτες) 
και δίνονται από τον τύπο: 

100⋅=
oo

nn
v QP

QPI  

 
όπου  τα µεγέθη όπως ορίσθηκαν παραπάνω. oonn QPQP ,,,
 Τέτοιος δείκτης είναι ο δείκτης αξίας εισαγωγών, ο δείκτης αξίας 
εξαγωγών, ο δείκτης λιανικών πωλήσεων (τζίρου). 
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Παράδειγµα 
 

 Στο παρακάτω πίνακα αν πάρουµε τον χρόνο 1 ως χρόνο βάσης τότε ο απλός 
αριθµοδείκτης τιµών ή τιµάριθµος είναι: 

 Θεωρούµε τον λιανικό δείκτη τιµών ο οποίος µετρά το κόστος ζωής. Αυτό 
είναι το σύνολο των εξόδων για µέση οικογένεια και αναφέρεται σε σχέση µε τα 
έξοδα ενός χρόνου που λαµβάνεται ως έτος βάσης. Για παράδειγµα ο δείκτης το 1991 
είναι 134,1 µε έτος βάσης το 1987, που σηµαίνει ότι ο δείκτης αυξήθηκε από το 1987 
κατά 34% περίπου. 

100⋅=
o

n
p P

PI

ενδιαφέρει και

, όπου είναι ο λιανικός δείκτης τιµών του έτους 1991 που µας 

είναι  λιανικός δείκτης τιµών του έτους βάσης 1987. 

Πίνακας : Τιµή και κατανάλωση γάλατος, αυγών και ψωµιού 
 

nP

 ο oP
 

  
Τιµή 

Καταναλωθείσα ποσότητα 
(π.χ. για ένα µήνα) 

 
εµπόρευµα 

 Χρόνος 1 Χρόνος 1 
µονάς 

oP  
Χρόνος 4 

nP  oQ  
Χρόνος 4 

nQ  

Αυγά 
Ψωµί 
Γάλα 

∆ωδεκάδα 

µισό λίτρο 
35 50 

1,4 
3,6 
20 

1,3 
3,5 
23 

0,5 Kg 
40 

12 

70 

17 
 
Έτσι έχουµε  
 

175100
40
70

=⋅=pI  για τα αυγά ο δείκτης τιµών είναι 175 

 

9,142100
35
50

=⋅=pI  για το ψωµί δείκτης τιµών είναι 142,9 

 

7,141100
12
17

=⋅=pI  για το γάλα ο δείκτης τιµών είναι 141,7 

 
αυτές οι τιµές καλούνται σχετικές τιµές και εκφράζουν την εξέλιξη της τιµής του 
λιανικού δείκτη. 

 Ένας αντίστοιχος απλός αριθµοδείκτης ποσοτήτων είναι ο 100⋅=
o

n
q Q

QI , 

όπου αναφέρεται στη ποσότητα του αγαθού που καταναλίσκεται αντίστοιχα 
στα έτη 1991 και 1987. 

on QQ ,

Σύµφωνα µε τον πίνακα θα έχουµε 
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για τα αυγά 9,92100
4,1
3,1

=⋅=qI  

για το ψωµί 2,97100
6,3
5,3

=⋅=qI  

 0,115100
20
23

=⋅=qI  για το γάλα

αυτές οι ποσότητες καλούνται σχετικές ποσότητες. 

Ο δείκτης για την αξία των εµπορευµάτων ορίζεται ως η πολλαπλασιαστική 
τιµή της ποσότητας σύµφωνα µε τον τύπο: 

 

 

100⋅=
oO

nn
v QP

QPI  

 
Αν χρησιµοποιήσουµε τα δεδοµένα του πίνακα θα βρούµε για την αξία των 

εµπορευµάτων τα εξής: 
 

5,162100
4,140
3,170

=⋅=
x
xIv   για τα αυγά 

 

9,138100
6,335
5,350

=⋅=
x
xIv   για το ψωµί 

 

9,162100
2012
2317

=⋅=
x
xIv    για το γάλα 

οι απλοί αριθµοδείκτες τιµών φανερώνουν ότι οι τιµές των αυγών, του ψωµιού και 
του γάλατος έχουν αυξηθεί. Επίσης οι απλοί αριθµοδείκτες ποσοτήτων φανερώνουν 
ότι η κατανάλωσης των αυγών και του ψωµιού ελαττώθηκε ενώ η κατανάλωση του 
γάλατος αυξήθηκε. 

 

 Τέλος όσον αφορά τον δείκτη για την αξία των εµπορευµάτων έχουµε ότι οι 
αξίες και των τριών εµπορευµάτων έχει αυξηθεί σε σχέση µε την αξία που είχαν στο 
χρόνο βάσης. 
 Εάν θέλουµε να αναφερθούµε σε ένα χρόνο πριν το χρόνο βάσης τότε 
θεωρούµε πάλι την τιµή του λιανικού δείκτη στο  χρόνο βάσης το 100 και ανάγουµε 
την τιµή του υπό εξέταση χρόνου στον χρόνο βάσης, όπως και πριν. Παράδειγµα αν 
έχουµε δείκτη λιανικής τιµής 36 στο υπό εξέταση χρόνο τότε ο αριθµοδείκτης στο εν 

λόγω χρόνο θα είναι 90100
40
36

=⋅ . 
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9.3. Σύνθετοι αριθµοδείκτες 
 

9.3.1. Μη σταθµισµένος σύνθετος αριθµοδείκτης 
 

 Αναφέρεται στις τιµές ή στις ποσότητες και είναι της µορφής 
 

                                                      100⋅
ΣΡ
ΣΡ

=
o

n
PI  

 

 ή      100⋅
Σ
Σ

=
o

n
q Q

QI  

 

 
Παράδειγµα
 Το έτος 1986 η αµοιβή του εργάτη στην συγκοµιδή της ελιάς σε ένα τόπο 
ήταν ανά ώρα 1000 δραχµές και το µεταφορικό κόστος του ενός σακιού ελιών προς 
τον ελαιοτριβείο ήταν 100 δραχµές. Το έτος 1996 οι αντίστοιχες τιµές ήταν 2000 και 
300 δραχµές. Ο αστάθµητος αριθµοδείκτης για το έτος 1996 µε έτος βάσης το 1986 
είναι: 

µε  ΣΡn ,   ΣQn  το άθροισµα των τιµών και των ποσοτήτων στο χρόνο –n  που 
εξετάζουµε και ΣΡ0 ,   ΣQ0  τα αντίστοιχα µεγέθη στο χρόνο βάσης. 

   

 

)1001986(1,209100
100000.1
300000.2100 =µε=⋅

+
+

=⋅
ΣΡ
ΣΡ

=
o

n
PI . 

Αν θεωρήσουµε ως αµοιβή τα χρήµατα που παίρνει ο εργάτης το 8ωρο τότε θα 
έχουµε για το αστάθµητο αριθµοδείκτη 

  

 

)1001986(2,201100
100000.8
300000.16100 =µε=⋅

+
+

=⋅
ΣΡ
ΣΡ

=
o

n
PI . 

  

Παρατηρούµε ότι µεταβάλλεται ο αστάθµητος αριθµοδείκτης όταν αλλάξουµε την 
µονάδα που εκφράζεται η αµοιβή της εργασίας και για τον λόγο αυτό ο αστάθµητος 
αριθµοδείκτης δεν χρησιµοποιείται γενικά εφόσον παρουσιάζει σοβαρό µειονέκτηµα. 

 

 

 Ένας τρόπος για να περιορισθεί αυτή η αδυναµία του αστάθµητου 
αριθµοδείκτη είναι να ληφθούν οι σχετικές τιµές και όχι οι απόλυτες τιµές, τότε 
συµπίπτει ο αριθµοδείκτης µε το µέσο αριθµητικό των σχετικών τιµών, δηλαδή 
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100⋅

Ρ
Σ

=
k
P

I o

n

P , όπου κ ο αριθµός των αγαθών. 

 
Για το παράδειγµα στο οποίο αναφερόµαστε θα έχουµε τους σχετικούς λόγους 

2
300
100,

000.1
000.2

=κκαι οπότε 

 

)1001986(250100
2

100
300

000.1
000.2

=µε=⋅
+

=PI  

 
9.3.2. Σταθµισµένος σύνθετος αριθµοδείκτης 

 

 

 

 Επειδή η σηµασία των αγαθών σε ποσότητα και σε τιµές πρέπει να 
λαµβάνεται υπόψη στον προσδιορισµό των αριθµοδεικτών τιµών ή τιµαρίθµων αλλά 
και των αριθµοδεικτών ποσοτήτων χρησιµοποιούνται οι σταθµισµένοι αριθµοδείκτες 
µε κατάλληλους συντελεστές που καλούνται συντελεστές στάθµισης. Στους 
αριθµοδείκτες τιµών (τιµάριθµους) χρησιµοποιούµε για συντελεστές στάθµισης τις 
ποσότητες των αγαθών που καταναλώθηκαν σε ένα ορισµένο χρονικό διάστηµα, ενώ 
στους αριθµοδείκτες ποσοτήτων τις τιµές των αγαθών που καταναλώθηκαν. 

- Σταθµισµένος σύνθετος αριθµοδείκτης τιµών ή τιµάριθµος 

 Ειδικότερα όταν αναφερόµαστε στους τιµαρίθµους και πρέπει να λάβουµε 
υπόψη µας τις ποσότητες που καταναλώθηκαν µπαίνει το ερώτηµα ποιες ποσότητες 
αυτές που καταναλώθηκαν την περίοδο βάσης ή αυτές που καταναλώθηκαν κατά την 
εξεταζόµενη περίοδο; 
 Αν χρησιµοποιηθούν για συντελεστές στάθµισης οι ποσότητες των αγαθών 
που καταναλώθηκαν κατά την περίοδο βάσης θα έχουµε για τον σταθµισµένο 
τιµάριθµο τον τύπο: 

 

               100⋅
ΣΡ
ΣΡ
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Q
I  δείκτης Laspeyres 

 
nP είναι η τιµή ενός αγαθού το έτος-n που µας ενδιαφέρει είναι η τιµή του αγαθού 

το έτος βάσης και η ποσότητα του αγαθού το έτος βάσης. 
oP

oQ
Εάν χρησιµοποιηθούν για συντελεστές στάθµισης οι ποσότητες που 

καταναλώθηκαν την εξεταζόµενη περίοδο θα έχουµε για τον σταθµισµένο 
τιµάριθµο τον τύπο: 
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Εάν οι δύο αριθµοδείκτες τιµών διαφέρουν σηµαντικά λαµβάνουµε τον µέσο 
όρο αυτών: 

nP  είναι η τιµή ενός αγαθού το έτος –n που µας ενδιαφέρει, είναι η τιµή του 
αγαθού το έτος βάσης και  η ποσότητα ενός αγαθού το έτος –n που µας ενδιαφέρει 

oP

nQ
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Μια καλύτερη προσέγγιση των δύο δεικτών θεωρείται ο γεωµετρικός µέσος όρος ο 
καλούµενος ιδανικός δείκτης Fisher που είναι: 
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Παρατήρηση 
 Αρκετές φορές στους υπολογισµούς σταθµισµένων τιµαρίθµων λαµβάνεται η 
ποσότητα του έτους απογραφής. 
 
Παράδειγµα 
 Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται τα δεδοµένα τιµών (σε δραχµές) και 
ποσοτήτων (σε κιλά) τεσσάρων αγαθών. 
 

  
Τιµές Ποσότητες 

Πίνακας 
 

Αγαθά 
 

Περίοδος 0 
 

Περίοδος 1 
 

 
Περίοδος 0 

 

 
Περίοδος 1 

 

Β 
Γ 
∆ 

10 
12 
20 

10 
15 
20 
30 

50 
  6 
10 
  4 

30 

  7 
  3 

 

Α 5 
  4 
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Να βρεθούν: 
1. Οι αριθµοδείκτες τιµών (τιµάριθµοι) 

α. Ο αστάθµητος αριθµοδείκτης τιµών της περιόδου 1 µε βάση την περίοδο 0. 
β. Ο αστάθµητος αριθµοδείκτης των σχετικών τιµών της περιόδου 1 µε βάση την 

περίοδο 0. 
γ. Του τύπου Laspeyres της περιόδου 1 µε βάση την περίοδο 0. 
δ. Του τύπου Paasche της περιόδου 1 µε βάση την περίοδο 0 και να εξηγηθούν τα 

αποτελέσµατα. 
2. Ο ιδανικός τιµάριθµος Fisher. 

1. ∆ηµιουργούµε τον παρακάτω πίνακα 
 

Αγαθά 
Πίνακας 
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γ. Τιµάριθµος Laspeyres 
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δ. Τιµάριθµος Paasche 
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Παρατηρούµε ότι το µέσο επίπεδο τιµών των τεσσάρων αγαθών σηµειώνει 

αύξηση κατά 78,43% κατά Laspeyres την περίοδο 1 σε  σχέση µε την περίοδο 0 που 
είναι περίοδος βάσης ενώ κατά Paasche έχουµε αντίστοιχη αύξηση κατά 76,65%. 
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Παρατήρηση 
 Συνήθως ο  τύπος Laspeyres του υπερεκτιµά την πραγµατική µεταβολή των 
τιµών ενώ ο τύπος του Paasche την υποεκτιµά. 
 
3. Ο ιδανικός δείκτης Fisher είναι: 
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- Σταθµισµένος σύνθετος αριθµοδείκτης ποσοτήτων (όγκου) 
 

 Όταν αναφερόµαστε στον αριθµοδείκτη ποσοτήτων πρέπει να λάβουµε υπόψη 
µας τις τιµές των αγαθών που καταναλώθηκαν ως συντελεστές στάθµισης και µπαίνει 
πάλι το ερώτηµα ποιες τιµές θα πάρουµε αυτές των αγαθών που καταναλώθηκαν την 
περίοδο βάσης ή αυτές που καταναλώθηκαν κατά την εξεταζόµενη περίοδο; 
 Αν χρησιµοποιηθούν για συντελεστές στάθµισης οι τιµές των αγαθών που 
καταναλώθηκαν κατά την περίοδο βάσης θα έχουµε για τον σταθµισµένο 
τιµάριθµο τον τύπο: 
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όπου  αναφέρεται στη ποσότητα ενός αγαθού το έτος – n που µας ενδιαφέρει και 

η ποσότητα του αγαθού το έτος βάσης, είναι η τιµή του αγαθού το έτος βάσης. 
nQ

0Q oP
Εάν χρησιµοποιηθούν για συντελεστές στάθµισης οι τιµές των αγαθών που 

καταναλώθηκαν την εξεταζόµενη περίοδο θα έχουµε τον σταθµισµένο τιµάριθµο 
µε τύπο: 
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όπου αναφέρεται στη ποσότητα ενός αγαθού το έτος - n που µας ενδιαφέρει και 

η ποσότητα του αγαθού το έτος βάσης, είναι η τιµή ενός αγαθού το έτος – n 
που µας ενδιαφέρει. 

nQ

0Q nP

 Μια καλύτερη προσέγγιση των δύο δεικτών θεωρείται ο γεωµετρικός µέσος 
όρος ο καλούµενος ιδανικός δείκτης Fisher που είναι: 
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Παράδειγµα 
 
 Στον παρακάτω πίνακα δίνονται τα δεδοµένα τιµών και ποσοτήτων τεσσάρων 
γεωργικών προϊόντων κατά τις περιόδους 0 και 1. Να υπολογισθούν οι 
αριθµοδείκτες όγκου της περιόδου 1 µε βάση την περίοδο 0: 

 
α. Του τύπου Laspeyres 
 
β. Του τύπου Paasche 

γ. Του τύπου Fisher 

 

 

να εξηγηθούν τα αποτελέσµατα. 

Στον πίνακα των δεδοµένων γίνονται και οι υπολογισµοί. 
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Παρατηρούµε ότι ο όγκος παραγωγής των γεωργικών προϊόντων που 

εξετάζουµε κατά την περίοδο 1 σε σχέση µε την περίοδο 0 σηµείωσε µείωση κατά 
100-83,03=16,97% σύµφωνα µε τον τύπο Laspeyres, κατά 20,57% σύµφωνα µε τον 
τύπο του Paasche και κατά 18,79% σύµφωνα µε τον τύπο του Fisher. 
 
- Σταθµισµένος σύνθετος αριθµοδείκτης αξίας 

 

 139



 

100⋅
ΣΡ
ΣΡ

=
Oo

nn
v Q

QI  

Παρατήρηση  
Έχουµε:  
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Ισχύει: 
(δείκτης τιµών Laspeyres)x(δείκτης όγκου Paasche)= αριθµοδείκτης αξίας 
  
                                                             και 
 
(δείκτης τιµών Paasche )x(δείκτης όγκου Laspeyres)= αριθµοδείκτης αξίας 
 
9.4. ∆είκτες πληθωρισµού – αποπληθωρισµού και αποπληθωρισµός των 
χρηµατικών αξίων. 
 Ο τιµάριθµος είναι όπως αναφέρθηκε ένας σταθµισµένος αριθµοδείκτης 
τιµών, και εκφράζει τη µεταβολή του κόστους ζωής. Για να υπολογισθεί λαµβάνονται 
υπόψη οι τιµές βασικών ειδών διατροφής, ένδυσης, υπόδησης, βασικών υπηρεσιών 
όπως συγκοινωνίες κλπ. και από την ΕΣΥΕ εκτιµάται το ποσοστό βάρους των εν 
λόγω ειδών στον τιµάριθµο µετά από δειγµατοληπτικές έρευνες που πραγµατοποιεί η 
ΕΣΥΕ κατά καιρούς στα νοικοκυριά της χώρας. 
 Ο τιµάριθµος µας βοηθά να συσχετίσουµε τα χρηµατικά ποσά που 
δαπανώνται σε διαφορετικές περιόδους για το ίδιο είδος ή που δίνονται ως αµοιβές 
στο ίδιο άτοµο στις διαφορετικές περιόδους. 
 Αυτό γίνεται µε την χρησιµοποίηση των δεικτών πληθωρισµού και 
αποπληθωρισµού. 
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 Ο δείκτης πληθωρισµού µιας περιόδου (π.χ. ενός έτους) προκύπτει από τον 
τιµάριθµο της περιόδου αν διαιρεθεί αυτός µε το 100: 

 

Ο δείκτης πληθωρισµού 
100
ριθµοςτιµ

=
ά  

 
Ο δείκτης αποπληθωρισµού µιας περιόδου (ενός έτους) είναι το πηλίκιο του δείκτη 
πληθωρισµού της περιόδου βάσης προς το δείκτη πληθωρισµού της περιόδου που 
εξετάζουµε: 
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όύί
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Παράδειγµα 

τιµάριθµος Έτος δείκτης 
πληθωρισµού 

∆είκτης 
αποπληθωρισµού 

1990 
 

 

 

 
1991 

 
1992 

 
1993 

1994 

100 
 

118 

130 
 

146 
 

175 

          1 
 

1,18 
 

1,30 
 

1,46 
 

1,75 

        1 
 

1/1,18=0,85 
 

1/1,30=0,77 
 

1/1,46=0,68 
 

1/1,75=0,57 

  
       Αν θελήσουµε να αποπληθωρίσουµε την τιµή ενός προϊόντος, το εισόδηµα ενός 
εργαζόµενου κλπ. πρέπει να πολλαπλασιάσουµε τις χρηµατικές αυτές αξίες µε τον 
αντίστοιχο δείκτη αποπληθωρισµού. 
       Έστω ότι στο παραπάνω παράδειγµα η τιµή του βαµβακιού το έτος 1990 ήταν 
130 δραχµές το κιλό και το 1994 ήταν 150 δραχµές το κιλό για να αποπληθωρίσουµε 
την τιµή του 1994 µε έτος βάσης το 1990 πολλαπλασιάζουµε την τιµή 150 µε τον 
αντίστοιχο δείκτη αποπληθωρισµού του 1994 που είναι το 0,57 και έχουµε 

150 x 0,57 = 85,5 δραχµές το κιλό 
Η τιµή του βαµβακιού το 1994, σε τιµές του 1990, είναι 85,5 δραχµές το κιλό, 

δηλαδή πιο κάτω από ότι ήταν το 1990 κατά 44,5 δραχµές. Η τιµή αυτή αντιστοιχεί 
στο 65,76% της τιµής του 1990, συνεπώς έχουµε µια µείωση κατά 34,24%. 
 
Παράδειγµα 
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 ∆ίνονται στο κάτωθι πίνακα οι τιµές ενός αγροτικού προϊόντος στα έτη από το 
1984 έως το 1993. Με δεδοµένο ότι ο τιµάριθµος αυξάνει κατά 10% κατ΄ έτος να 
βρεθούν οι δείκτες πληθωρισµού και αποπληθωρισµού των αντιστοίχων ετών όπως 
και οι τιµές του αγροτικού προϊόντος στα έτη αυτά σε τιµές του έτους 1984 που 
θεωρείται ως έτος βάσης. 
 Οι υπολογισµοί γίνονται στον πίνακα 
 
Πίνακας 
Έτη Τιµή 

προϊόντος
∆είκτης 
τιµών 

τιµάριθµος ∆είκτης 
πληθωρισµού 

∆είκτης 
αποπληθωρισµού 

Σε τιµές 
1984 

1984 
1985 
1986 
1987 
1988 
1989 
1990 
1991 
1992 
1993 

18,16 
19,20 
23,10 
25,36 
28,52 
31,42 
33,05 
370,8 
39,41 
41,56 

100 
105,7 
127,2 

182,0 

    121 

        1           1 

0,83 

19,39 

18,91 

139,6 
157,0 
173,0 

204,2 
  217 
  229 

    100 
    110 

133,1 
146,4 
161,1 
177,1 
194,9 
214,4 
235,8 

        1,1 
1,21 
1,33 
1,46 
1,61 
1,77 
1,95 
2,14 
2,36 

0,91 

0,72 
0,68 
0,62 
0,56 
0,51 
0,47 
0,42 

18,16 
17,47 
19,17 
18,26 

19,48 
18,51 

18,52 
17,46 
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