
∆ΗΜΟΚΡ ΙΤΕ ΙΟ  ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ  ΘΡΑΚΗΣ  
ΤΜΗΜΑ  ΑΓΡΟΤ ΙΚΗΣ  ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ  

Θεό δωρ ο ς  Χ .  Κου τ ρ ο υµα ν ί δ η ς  
Αναπληρωτής Καθηγητής ∆ΠΘ 

 
 
 
 
 

Σ ΤΑΤ Ι Σ Τ Ι ΚΗ  
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                       Ορεστιάδα  2007 
 
 
 



 

 
 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ  
 

Κεφάλαιο 1ο : Στατιστική. 
  

1.1. Τι είναι Στατιστική……………………………………………………..…… 1
1. Ορισµός της Στατιστικής. …………………………………………………….. 1
2. Κλάδοι της Στατιστικής. …………………………………………………..….. 2
3. Τα βήµατα µιας Στατιστικής έρευνας. …………………………………..……. 4
4. Στατιστική και Οικονοµική διαχείριση. …………………………………..….. 4
  

1.2. Περιγραφική Στατιστική. ………………………………………………..… 5
1. Το αντικείµενο της Περιγραφικής Στατιστικής. ……………………………... 5
2. Βασικές έννοιες. …………………………………………………………….... 6
3. Το υλικό προς συλλογή για στατιστική ανάλυση. ………………………….... 6
  

1.3. Μέθοδοι έρευνας-Απογραφή και δείγµα. ………………………………….. 9
1. Τρόποι συγκέντρωσης στατιστικών στοιχείων. ……………………………..... 9
2. Απογραφή και δειγµατοληψία. ……………………………………………..… 13
 
Κεφάλαιο 2ο : Ταξινόµηση, κατάταξη και παρουσίαση των 
Στατιστικών δεδοµένων. 
  

2.1. Πίνακες κατανοµής συχνοτήτων-σχετικών συχνοτήτων. ………...…… 17
  

2.2. Αθροιστική συχνότητα – Σχετική Αθροιστική συχνότητα. ……..……. 18
  

2.3. Οµαδοποίηση των παρατηρήσεων. …………………………………..… 19
  

2.4. Γραφική παράσταση µιας κατανοµής συχνοτήτων. …………………... 21
α. ∆ιαγράµµατα- Ιστογράµµατα. …………………………………………. 21
β. Ραβδογράµµατα. ……………………………………………………….. 25
γ. Κυκλικά διαγράµµατα. ……………………………………………….... 29

  

 
Κεφάλαιο 3ο : Μέτρα θέσης και διασποράς. 
  

3.1. Μέτρα θέσης. ………………………………………………………………... 30
1. Μέση τιµή ή Αριθµητικός µέσος όρος. ………………………………………. 30
2. Σταθµικός µέσος όρος. ……………………………………………………….. 32
3. Γεωµετρικός µέσος όρος. …………………………………………………….. 33
4. Αρµονικός µέσος όρος. ……………………………………………………….. 34
5. ∆ιάµεσος. ……………………………………………………………………... 36
6. Επικρατούσα τιµή. ……………………………………………………………. 38
7. Σχέσεις αριθµητικού µέσου, διαµέσου, Επικρατούσας τιµής. ………………... 39
  

3.2. Μέτρα διασποράς……………………………………………………………. 41
1. Εύρος…………………………………………………………………………... 41
2. Ενδοτεταρτηµοριακό Εύρος…………………………………………………... 42
3. Μέση απόκλιση……………………………………………………………….. 42
4. ∆ιακύµανση (µέση τετραγωνική απόκλιση- τυπική απόκλιση)….. 43
5. Συντελεστής διασποράς (συντελεστής Pearson)………………………………. 46
6. Σχετική θέση τιµών δύο διαφορετικών δειγµάτων………………………….… 48
 

 II 



 

Κεφάλαιο 4ο : Βασικές αναφορές στη θεωρία των πιθανοτήτων. 
  

4.1. Πείραµα τύχης- ενδεχόµενα-δειγµατικός χώρος. ………………...……. 51
  

4.2. Ορισµός της πιθανότητας. ………………………………………..…….. 52
  

4.3. Αξιώµατα της πιθανότητας. ………………………………………..…… 52
  

4.4. ∆εσµευµένη πιθανότητα. ……………………………………………..…. 54
  

4.5. Ανεξάρτητα ενδεχόµενα. ……………………………………………..…. 55
  

4.6. Νόµος του Bayes. ……………………………………………………..…. 56
  

4.7. Στοιχεία συνδυαστικής. ………………………………………………..... 58
  

4.7.1. Βασική πολλαπλασιαστική αρχή της απαρίθµησης –  
∆ενδροδιάγραµµα. ……………………………..………………………... 58

  

4.7.2. Πιθανότητες στη δειγµατοληψία. …………………...………………….. 58
  

4.7.3. Παραδείγµατα. ………………………………………..…………………. 59
  

 
Κεφάλαιο 5ο : Τυχαίες µεταβλητές. 
  

5.1. Ορισµός τυχαίας µεταβλητής……………………………………..…….. 62
  

5.2. Κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής……………...……… 64
  

5.2.1. ∆ιακριτές κατανοµές πιθανότητας (για διακριτές τ.µ. Χ)……..………. 64
  

5.2.1.1. Συνάρτηση πιθανότητας ή κατανοµής πιθανότητας……………..... 64
  

5.2.1.2. Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής……………………………..…... 65
  

5.2.2. Συνεχείς κατανοµές πιθανότητας (για συνεχείς τ.µ. Χ)……………..…. 67
  

5.2.2.1. Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας- Αθροιστική συνάρτηση 
κατανοµής…………………………………………………………..… 67

  

5.3. Μέση τιµή και διασπορά-διακύµανση τυχαίας µεταβλητής Χ……..…. 71
  

5.3.1. Μέση τιµή ή Αναµενόµενη τιµή ή Μαθηµατική Ελπίδα ή Ροπή πρώτης 
τάξης της τ.µ. Χ……………………………………………….… 71

  

5.3.2. ∆ιασπορά-∆ιακύµανση τυχαίας µεταβλητής Χ - Τυπική απόκλιση…... 72
Κεφάλαιο 6ο : Βασικές Κατανοµές πιθανότητας. 
  

6.1. Εισαγωγή. ………..…………………………………………………..…... 76
  

6.2. Ειδικές κατανοµές διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ………………….. 76
  

6.2.1. Κατανοµή Bernoulli. ………..…………………………………………... 76
  

6.2.2. ∆ιωνυµική Κατανοµή. ………..……………………………………….… 77
  

6.2.3. Κατανοµή  Poisson. ………..…………………………………………. 79
  

6.2.4. Γεωµετρική Κατανοµή. ………..………………………………………... 79
  

6.2.5. Αρνητική ∆ιωνυµική Κατανοµή. ………..…………………………..…. 80
  

6.3. Ειδικές κατανοµές συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ. ………....………. 81
  

6.3.1. Κανονική κατανοµή. ………..…………………………..……………….. 81
  

6.3.2. Τυπική κανονική κατανοµή. ………..…………………………..………. 83
  
  

6.3.3. Εκθετική κατανοµή. ………..…………………………………..……….. 96

 III 



 

  

6.3.4. Ορθογώνια ή οµοιόµορφη κατανοµή.  
             Βιβλιογραφία………..……………..………….. 

98
100 

 IV 



 

 
 

Π ρ ό λ ο γ ο ς  
 

Σκοπός του παρόντος βοηθήµατος είναι να δώσει στον φοιτητή του τµήµατος της 
Αγροτικής Ανάπτυξης, µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη απλότητα και πιο ουσιαστικά, τις 
βασικές γνώσεις της Στατιστικής και να παρουσιάσει κύριους τοµείς εφαρµογής της 
Στατιστικής στο χώρο της Οικονοµικής διαχείρισης και της διαχείρισης των 
επιχειρήσεων µε έµφαση στον τοµέα της Αγροτικής Οικονοµίας και Ανάπτυξης. 

Η εφαρµοσµένη Στατιστική αποτελεί σηµαντικό εργαλείο δουλειάς για ένα 
µελλοντικό επιστήµονα που θα ασχοληθεί µε θέµατα Αγροτικής Οικονοµίας και 
Ανάπτυξης. 

Για τον λόγο αυτό ο φοιτητής ή φοιτήτρια πρέπει να εµπεδώσει τις βασικές 
έννοιες της Στατιστικής και να εξασκηθεί µε πρακτικά προβλήµατα που αναδεικνύουν 
τον σπουδαίο ρόλο της Στατιστικής στο πεδίο της εφαρµογής. 

Το ξεκίνηµα αυτής της προσπάθειας θέλω να πιστεύω ότι θα έχει συνέχεια και ότι 
λάθη και παραλήψεις στο παρόν εγχείρηµα θα διορθωθούν στην πορεία µε τελικό στόχο 
να προκύψει ένα βοήθηµα απλό – ουσιαστικό και κατανοητό για όλους όσους 
ενδιαφέρονται και ασχολούνται άµεσα µε τα θέµατα της Αγροτικής Οικονοµίας και 
Ανάπτυξης. 

 
 

Θ. Χ. Κουτρουµανίδης 
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Ε ι σ α γ ω γ ή  

 
Η Στατιστική πρωτοεµφανίστηκε στην αρχαιότητα ως πρακτική µεθοδολογία 

καταµέτρησης δεδοµένων και στην πορεία εξελίχθηκε σ΄ ένα κλάδο επιστηµονικό µε την 
αντίστοιχη θεωρητική υποδοµή κυρίως µε την εισαγωγή της θεωρίας των πιθανοτήτων. 

Ποτέ όµως δεν έπαψε να αποτελεί εργαλείο δουλειάς και έρευνας για όλους τους 
επιστηµονικούς κλάδους θεωρητικούς και θετικούς. 

Σήµερα µε την ραγδαία εξέλιξη της πληροφορικής η Στατιστική έχει 
ενσωµατωθεί σε πάρα πολλές επιστήµες και αποτελεί αναπόσπαστο τµήµα τους. 
Παράλληλα επικρατεί η άποψη ότι µειώνεται ο ρόλος του επιστήµονα – ερευνητή σ΄ ένα 
περιβάλλον που κατακλύζεται από στατιστικά προγράµµατα µέσω Η/Υ. 

Εδώ θα πρέπει να είµαστε σαφείς και κατηγορηµατικοί ο ερευνητής έχει τον 
πρώτο και τον τελευταίο λόγο στην επεξεργασία των δεδοµένων µέσω στατιστικών 
πακέτων και θα πρέπει να έχει κατανοήσει καλά τις βασικές έννοιες της Στατιστικής 
(περιγραφικής και επαγωγικής) για να µπορέσει να κάνει σωστά τη δουλειά του. Άρα 
προέχει η εκπαίδευση του σε θέµατα Στατιστικής και δεν µπορεί κανένα στατιστικό 
πρόγραµµα να υποκαταστήσει τον ερευνητή. 

Το παρόν σύγγραµµα κινείται σ΄ αυτήν την αντίληψη, να δώσει δηλαδή απλά και 
ουσιαστικά τις βασικές γνώσεις της Στατιστικής και να παρουσιάσει εφαρµογές της 
Στατιστικής στον χώρο της Αγροτικής Οικονοµίας και Ανάπτυξης, ώστε να µπορεί ο 
µελλοντικός επιστήµονας που θα ασχοληθεί µε τα θέµατα της Αγροτικής Ανάπτυξης να 
χρησιµοποιεί στατιστικές µεθόδους και τεχνικές για την δουλειά του. 

Η δοµή του συγγράµµατος περιλαµβάνει βασικά στοιχεία της Περιγραφικής 
Στατιστικής που αφορούν την συλλογή – Ταξινόµηση – Κατάταξη και παρουσίαση 
στοιχείων (Κεφάλαια 1,2,3) καθώς επίσης και στοιχεία της Επαγωγικής Στατιστικής, 
όπως είναι η θεωρία πιθανοτήτων, οι τυχαίες µεταβλητές και οι κατανοµές των 
πιθανοτήτων (Κεφάλαια 4,5,6). 
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Κεφάλαιο  1 ο   

Στατ ιστ ική  
 
1.1. Τι  είναι  στατιστική 
 
1.  Ορισµός  της  Στατιστικής 
 Στατιστική είναι η επιστήµη που ασχολείται µε τη συλλογή, οργάνωση, 
παρουσίαση ανάλυση και ερµηνεία δεδοµένων – πληροφοριών, οι οποίες προκύπτουν 
από µια διαδικασία µέτρησης ή παρατήρησης ενός ή περισσοτέρων χαρακτηριστικών 
που αφορούν τον φυσικό κόσµο και όλες τις εκφάνσεις της ζωής του ανθρώπου. 
 Σήµερα η Στατιστική χρησιµοποιείται ευρύτατα σε όλους τους τοµείς της 
ανθρώπινης δράσης και σε όλες τις Επιστήµες θεωρητικές ή εφαρµοσµένες,                  
(τις Ανθρωπιστικές, Νοµικές και τις Κοινωνικές Επιστήµες, τις Φυσικές Επιστήµες, τις 
Επιστήµες της Υγείας, τις Τεχνολογικές Επιστήµες, τις Οικονοµικές Επιστήµες κλπ) 
αποτελεί οργανικό κοµµάτι τους. 
 Στην οικονοµία σήµερα οι µάνατζερ ενδιαφέρονται για τα αριθµητικά δεδοµένα 
που αφορούν την παραγωγή και την πώληση των προιόντων επιχειρήσεων  τους, την 
οικονοµική προβολή των επιχειρήσεών τους, την µέτρηση της παραγωγικότητας των 
εργαζοµένων κ.λ.π. 
 Πολλά θέµατα που απασχολούν σήµερα τις επιχειρήσεις και τους διευθύνοντές 
τους αφορούν την αλλαγή ή διατήρηση του προσωπικού, την αλλαγή ή αντικατάσταση 
µέρους ενός προϊόντος, τον ποιοτικό έλεγχο του προϊόντος, την παραγωγικότητα της 
όλης διαδικασίας, την αποτελεσµατικότητα της διαφήµισης του προϊόντος, τη γνώση των 
προτιµήσεων του καταναλωτικού κοινού µέσω έρευνας αγορά κλπ. Όλα τα παραπάνω 
θέµατα εξετάζονται µέσα από στατιστικές έρευνες και στατιστικά µεγέθη τα οποία 
πρέπει να µπορεί να µελετά το κάθε στέλεχος της επιχείρησης για να παίρνει τις σωστές 
αποφάσεις προς όφελος της επιχείρησης. 
 Η Στατιστική πλέον έχει ενσωµατωθεί στην οικονοµική θεωρία και µάλιστα 
έχουν δηµιουργηθεί νέοι επιστηµονικοί κλάδοι όπως είναι η οικονοµετρία που  προήλθε 
από την συνύπαρξη της οικονοµικής θεωρίας και της Στατιστικής. 
 Τα αριθµητικά στοιχεία που συστηµατικά συγκεντρώνονται καλούνται δεδοµένα 
στην Στατιστική. Έτσι εάν ελέγξουµε το όριο ζωής έξι (6) λαµπτήρων και καταλήξουµε 
στα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
 

Λαµπτήρας I: 713 ώρες 
Λαµπτήρας II: 697 ώρες 
Λαµπτήρας III: 696 ώρες 
Λαµπτήρας IV: 28 ώρες 
Λαµπτήρας V: 707 ώρες 
Λαµπτήρας VI: 1347 ώρες 
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 Τα στοιχεία αυτά είναι τα δεδοµένα της στατιστικής έρευνας που έγινε και µας 
επιτρέπουν να κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις. Συγκεκριµένα παρατηρούµε ότι το όριο 
ζωής των λαµπτήρων κυµαίνεται από τις 28 ώρες µέχρι 1347 ώρες. Το όριο ζωής είναι 
περίπου κατά µέσο όρο 700 ώρες και οι τιµές απέχουν λίγο πάνω ή κάτω από το µέσο 
όρο, αν εξαιρέσουµε τις δύο ακραίες τιµές 28 ωρών και 1347 ωρών οι οποίες άλλωστε 
δεν είναι και όπως φαίνεται συνήθεις.  
 Όσον αφορά τον ποιοτικό έλεγχο των λαµπτήρων αυτός προκύπτει µε την 
εξαγωγή των συµπερασµάτων. 
 Αρκετές φορές µε τον όρο Στατιστική αναφερόµαστε σε τεχνικές και µεθόδους 
που χρησιµοποιούνται σε εξεταζόµενα προβλήµατα για να αναλυθούν τα στατιστικά 
δεδοµένα που έχουµε στη διάθεσή µας. Η στατιστική µέθοδος είναι συνήθως 
µαθηµατική µέθοδος και εποµένως πρέπει να γνωρίζουµε τις µαθηµατικές έννοιες όπως 
είναι µέση τιµή, απόκλιση από την µέση τιµή, κατανοµή πιθανότητας κλπ. 
 Η Στατιστική συνεπώς είναι µια σειρά από µαθηµατικές τεχνικές οι οποίες 
χρησιµεύουν για την ανάλυση προβληµάτων του πραγµατικού κόσµου. Τα στατιστικά 
δεδοµένα που χρησιµοποιούνται σε κάθε επιστήµη και ασφαλώς και στην οικονοµία µας 
επιτρέπουν να ελέγχουµε τις υποθέσεις που γίνονται και να αναπτύσσουµε µοντέλα για 
τον σχεδιασµό και την πρόβλεψη των στόχων-σκοπών που έχουν τεθεί. 
 
2. Κλάδοι της στατιστικής 
 Η κλάδος της Στατιστικής που ασχολείται µε τον σχεδιασµό του τρόπου 
συλλογής των πληροφοριών καλείται Σχεδιασµός πειραµάτων, ενώ ο κλάδος που 
ασχολείται µε την σύντοµη και ολοκληρωµένη παρουσίαση των δεδοµένων καλείται 
Περιγραφική Στατιστική. 
 Η περιγραφική Στατιστική µας δίνει τη δυνατότητα να βγάλουµε κάποιες 
καταρχήν πληροφορίες για τα στοιχεία που µελετάµε. 
 Ένα παράδειγµα του τρόπου µε τον οποίο παρουσιάζονται στην περιγραφική 
Στατιστική οι πληροφορίες είναι το ακόλουθο. Με µια έρευνα πεδίου σε µια εµπορική 
επιχείρηση µε 30 υπαλλήλους γίνεται καταγραφή των µισθών των υπαλλήλων και τα 
στοιχεία που προκύπτουν είναι: οι δεκαπέντε πωλητές αµείβονται από 200-350 χιλ., οι 
πέντε αποθηκάριοι από 150-220 χιλ., οι επτά διοικητικοί από 210-300 χιλ. και τα τρία 
στελέχη της επιχείρησης από 500-800χιλ. Τα στοιχεία αυτά µπορούν να παρουσιασθούν 
σε ένα πίνακα της παρακάτω µορφής, που µας δίνει µια συνοπτική εικόνα των αµοιβών 
των εργαζοµένων στην επιχείρηση. 
 
Πίνακας 1. 
Κατηγορία εργαζοµένων Αριθµός Μισθός (χιλ.) 

1.  Πωλητές 15 200-350 

2. Αποθηκάριοι 5 150-220 

3. ∆ιοικητικοί  7 210-300 

4. Στελέχη 3 500-800 
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 Ένας άλλος κλάδος της Στατιστικής είναι η Αναλυτική Στατιστική η οποία 
αναλύει τα δεδοµένα έτσι ώστε να βοηθά στην λήψη των αποφάσεων, όπως είναι η 
απόφαση των ιθυνόντων σε µια επιχείρηση να αυξηθεί η παραγωγή ενός προϊόντος 
στηριζόµενοι στην ανάλυση των στατιστικών στοιχείων τα οποία έδειξαν ότι υπάρχει 
αυξανόµενη ζήτηση του εν λόγω προϊόντος στην αγορά. 
 Όµως η λήψη αποφάσεων σε θέµατα στα οποία εκτός των µετρήσιµων µεγεθών, 
όπου η στατιστική έρευνα παίζει καθοριστικό ρόλο, πρέπει να ληφθούν υπόψη και άλλοι 
µη µετρήσιµοι παράγοντες είναι πολύ δύσκολη. Τέτοιες περιπτώσεις θεµάτων είναι τα 
έργα στα  οποία γίνεται ανάλυση κόστους - οφέλους όπου είναι πολύ δύσκολο π.χ να 
αποτιµηθεί το όφελος από την επέκταση και τον εκσυγχρονισµό µιας επιχείρησης σε 
κτιριακή και τεχνολογική υποδοµή ή από την κατασκευή ενός τεχνικού έργου π.χ  
αυτοκινητοδρόµου, γέφυρας, λιµένος, αεροδροµίου κλπ. 
 Προβλήµατα που απαιτούν στατιστική διερεύνηση µπορούν να αναφερθούν 
αρκετά και κυρίως στον οικονοµικό τοµέα. Συγκεκριµένα ως τέτοια µπορούν να είναι οι 
απαιτήσεις και οι ανάγκες µιας κοινωνίας για αγαθά και υπηρεσίες και για το ποιους 
ρόλους πρέπει να παίζουν σε κάθε κοινωνία ο ιδιωτικός και ο δηµόσιος τοµέας στην 
παραγωγή αγαθών και υπηρεσιών; Ποιο είναι το επίπεδο ζωής των κατοίκων, ποιες είναι 
οι προσδοκίες για το µέλλον και ποιο το µέγεθος και το είδος των αγαθών και των 
υπηρεσιών για επιτευχθούν οι προσδοκίες αυτές; Ποιες οι εισαγόµενες  ποσότητες και 
από ποιες πηγές για κάθε κράτος; Πως διασφαλίζεται µια γενική ποιότητα αγαθών και 
υπηρεσιών; Ποιοι οι κίνδυνοι και ποιες οι πιθανότητες να συµβεί ένα συγκεκριµένο 
γεγονός; Ποιες ενέργειες και ποιοι µηχανισµοί ανατροφοδότησης πρέπει να 
λειτουργήσουν σε µια επιχείρηση για να έχουµε βέλτιστα µεγέθη στην παραγόµενη 
ποσότητα, στο κόστος παραγωγής, στην ποιότητα του προϊόντος; 
 Πολλές φορές η περιγραφική στατιστική µελετά, λόγω αδυναµιών στην 
συγκέντρωση του στατιστικού υλικού, ένα υποσύνολο του συνόλου των δεδοµένων που 
θα έπρεπε να συγκεντρώσει, ένα αντιπροσωπευτικό δείγµα του υπό µελέτη συνόλου και 
προσεγγίζει τα χαρακτηριστικά του συνόλου µέσα από τα χαρακτηριστικά του 
δείγµατος. 
 Ο κλάδος της Στατιστικής που ασχολείται µε τη συστηµατική αντιµετώπιση 
τέτοιων προβληµάτων και χρησιµοποιεί το δείγµα (το υποσύνολο) για να µελετήσει το 
σύνολο καλείται Επαγωγική στατιστική. Είναι ο κλάδος που εφαρµόζει την επαγωγική 
σκέψη της µαθηµατικής θεωρίας για να οδηγηθεί από το µέρος στον όλον. 
 Εφαρµόζει έρευνες δειγµατοληψίας, στηρίζεται στις βασικές αρχές της 
δειγµατοληψίας, χρησιµοποιεί διαδικασίες που µας οδηγούν στην εκτίµηση των 
χαρακτηριστικών του συνόλου από τα αποτελέσµατα των αντιστοίχων χαρακτηριστικών 
του δείγµατος και ελέγχει την αξιοπιστία των συµπερασµάτων στα οποία καταλήγει.  

Βασικές µέθοδοι της Επαγωγικής Στατιστικής είναι: 
i. Η εκτίµηση παραµέτρων του πληθυσµού. 
ii. Ο έλεγχος των Στατιστικών υποθέσεων. 
iii. Η θεωρία Λήψης αποφάσεων. 

Η Επαγωγική Στατιστική στηρίζεται στη θεωρία των πιθανοτήτων. 
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3. Τα βήµατα µιας στατιστικής έρευνας 
1. Πρέπει να καθορίσουµε το πρόβληµα και να µην αναφέρεται αυτό σε γενικούς 

όρους. Παραδείγµατος χάριν αν θέλουµε να ερευνήσουµε τις εργασιακές αµοιβές 
µιας επιχείρησης θα πρέπει να αναφερόµαστε όχι γενικά σε όλα τα τµήµατα της 
εταιρείας, γιατί υπάρχουν πολλά τµήµατα όπου οι εργασιακές αµοιβές δεν 
παρουσιάζουν διακυµάνσεις, αλλά σε ιδιαίτερα τµήµατα. Επίσης πρέπει να 
αναφερόµαστε σε µια ιδιαίτερη λειτουργία ή προϊόν. Έτσι θα προκύψουν τα 
θέµατα και οι αναφορές µε βάση των οποίων θα µπορούµε να αρχίσουµε να 
συγκεντρώνουµε σχετικά στατιστικά στοιχεία για ανάλυση. 

2. Να υπάρξει µια καλή προσέγγιση του θέµατος εφόσον το µελετήσουµε µέσα από 
σχετικό υλικό που θα είναι δηµοσιευµένο. 

3. Να διερευνήσουµε αν πρέπει και µπορούµε να εξετάσουµε ολόκληρο τον 
πληθυσµό κάνοντας απογραφή ή αν εξετάσουµε ένα δείγµα αυτού και ποιας 
µορφής δείγµα. 

4. Να εξετάσουµε την αναγκαιότητα να καταφύγουµε σε ερωτηµατολόγιο και τότε 
µπαίνει το ερώτηµα πως θα το κατασκευάσουµε. 

5. Να συγκεντρώσουµε τα δεδοµένα µε διάφορες τεχνικές και µεθόδους. 
6. Να γράψουµε και να ταξινοµήσουµε τα δεδοµένα που συγκεντρώσαµε.  
7. Τα δεδοµένα τα ταξινοµούµε σε πίνακες και τα απεικονίζουµε µε στατιστικά 

διαγράµµατα. 
8. Να κάνουµε την ανάλυση των στοιχείων.  
9. Με την ανάλυση των στοιχείων εννοούµε τον υπολογισµό των διαφόρων 

στατιστικών παραµέτρων που είναι απαραίτητες για να µελετηθεί το στατιστικό 
υλικό. 

10. Να τα παρουσιάσουµε, να τα ερµηνεύσουµε και να βγάλουµε τα 
συµπεράσµατα µας. Τέλος να κάνουµε ενδεχόµενα προτάσεις για την λήψη 
κάποιων αποφάσεων, για τον προγραµµατισµό κλπ. 

 
4. Στατιστική και οικονοµική διαχείριση 

 Πολλά στατιστικά στοιχεία συγκεντρώνονται και παρουσιάζονται από 
κοινωνιολόγους και στατιστικολόγους, όµως αρκετά από τα στατιστικά στοιχεία και 
κυρίως τα οικονοµικά στοιχεία αφορούν και ενδιαφέρουν τους διευθύνοντες των 
επιχειρήσεων του ιδιωτικού τοµέα αλλά και των δηµοσίων οργανισµών που λειτουργούν 
µε ιδιωτικο-οικονοµικά κριτήρια όπως και των φορέων της δηµόσιας διοίκησης. 
 Η στατιστική που ασχολείται µε την επιχείρηση εξετάζει τα στοιχεία εκείνα που 
απεικονίζουν τα αποτελέσµατα της δραστηριότητας της. Από την µια µεριά εφαρµόζει 
µεθόδους συγκέντρωσης στατιστικού υλικού από την λειτουργία της επιχείρησης και 
από την άλλη χρησιµοποιεί µεθόδους ανάλυσης και εξαγωγής συµπερασµάτων που 
ενδιαφέρουν τους επικεφαλής διευθύνοντες την επιχείρηση. 
 Όλοι οι τοµείς µιας σύγχρονης επιχείρησης χρησιµοποιούν στατιστικές µεθόδους 
για να λειτουργήσουν αποδοτικά. Έτσι η στατιστική εφαρµόζεται στον έλεγχο της 
παραγωγικότητας του προσωπικού, στην µεταβολή του προσωπικού, στον έλεγχο του 
κόστους της εργασίας και των πρώτων υλών, στον έλεγχο της παραγωγής, στον έλεγχο 
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των πωλήσεων, στην παρακολούθηση των πινάκων εισαγωγών-εξαγωγών, τον έλεγχο 
του επιπέδου των αποθηκευµένων προϊόντων, στην παρακολούθηση των πελατών της 
επιχείρησης, στον έλεγχο των περιοχών πωλήσεων-του µεγέθους των παραγγελιών-της 
µεθόδου διανοµής των προϊόντων, στον έλεγχο των οχηµάτων της επιχείρησης, στον 
έλεγχο του µηχανολογικού και του τεχνολογικού εξοπλισµού της επιχείρησης, στον 
ποιοτικό έλεγχο των προϊόντων κλπ. 
 
 Οι βασικές στατιστικές δραστηριότητες µιας µεγάλης επιχείρησης είναι: 

1. Το τµήµα των Οικονοµικών και Στατιστικών µελετών: 
Ασχολείται µε την ανάλυση των επιχειρηµατικών τάσεων και την 
πρόβλεψη των επιχειρηµατικών δραστηριοτήτων. Εξετάζει όµως και 
άλλους οικονοµικούς παράγοντες της επιχείρησης. 

2. Το τµήµα Marketing ασχολείται µε την έρευνα των προτιµήσεων του 
καταναλωτικού κοινού, την έρευνα της αγοράς για την εισαγωγή ενός 
νέου προϊόντος, της τιµής και της ποιότητας ενός προϊόντος που ήδη 
κυκλοφορεί κλπ. 

3. Το τµήµα Παραγωγής εφαρµόζει στατιστικούς ελέγχους ποιότητας των 
παραγόµενων προϊόντων. 

4. Το τµήµα του Οικονοµικού ελέγχου χρησιµοποιεί στατιστικές και 
λογιστικές µεθόδους για να συντάσσει τους ετήσιους προϋπολογισµούς. 

5. Το τµήµα Προσωπικού χρησιµοποιεί στατιστικές επεξεργασίας για να 
παρακολουθεί την δύναµη του Προσωπικού (σύνδεση-αµοιβές-χρόνος 
εργασίας κλπ.) 

 
 
1.2. Περιγραφική  Στατιστική 
 
1. Το αντικείµενο της περιγραφικής Στατιστικής 
 Η περιγραφική Στατιστική ασχολείται µε τα ακόλουθα: 

α) Την ταξινόµηση των στατιστικών δεδοµένων σε πίνακες (συχνοτήτων, 
σχετικών συχνοτήτων, αθροιστικών συχνοτήτων κλπ.) και την απεικόνιση των 
στατιστικών δεδοµένων σε διαγράµµατα. 

β) Τον υπολογισµό των βασικών στατιστικών παραµέτρων (µέτρων θέσεως, 
µέτρων διασποράς, µέτρων ασυµµετρίας, µέτρων συγκέντρωσης ). 

γ) Την µελέτη στατιστικών πληθυσµών ως προς δύο µεταβλητές ή και 
περισσότερες. Εξετάζεται δηλαδή η τυχόν επίδραση µιας µεταβλητή επί της άλλης σε 
ένα δείγµα  ( παλινδρόµηση, συσχέτιση). 

δ) Την διαµόρφωση των διαφόρων Αριθµοδεικτών οι οποίοι χρησιµεύουν για τη 
διαχρονική ή διατοπική παρακολούθηση της εξέλιξης των διαφόρων οικονοµικών 
µεγεθών. 

ε) Την ανάλυση των Χρονολογικών σειρών για την µελέτη της εξέλιξης στο 
χρόνο των διαφόρων φαινοµένων (οικονοµικών, κοινωνικών κλπ.). 
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2. Βασικές έννοιες 
 
 Πληθυσµός ή στατιστικός πληθυσµός είναι το σύνολο των µετρήσεων ή των 
παρατηρήσεων σε µια έρευνα, που αναφέρονται σε ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα ενός 
συνόλου που εξετάζεται. Τα στοιχεία αυτού του πληθυσµού καλούνται στατιστικές 
µονάδες. Τα όρια του συνόλου-πληθυσµού πρέπει να είναι σαφή και καθορισµένα. 
 Μεταβλητή είναι ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα του πληθυσµού, ως προς το 
οποίο εξετάζουµε τα στοιχεία του και συµβολίζεται µε τα κεφαλαία γράµµατα Χ,Ψ,Ζ…, 
ο όρος παρατήρηση ή παρατηρούµενη τιµή είναι η αριθµητική τιµή της µεταβλητής 
και συµβολίζεται µε το αντίστοιχο µικρό γράµµα x, y,z,…… 

Οι µεταβλητές διακρίνονται σε: 
 
1. Ποσοτικές που εκφράζονται µε αριθµούς και τέτοιες είναι π.χ. οι τιµές 

πώλησης αγροτικών προϊόντων σε µια περίοδο κατά νοµό της χώρας, το κατά κεφαλήν 
ακαθάριστο εθνικό προϊόν (ΑΕΠ) κατά περιφέρεια της χώρας σε ένα συγκεκριµένο έτος, 
οι µισθοί των δηµοσίων υπαλλήλων µια δεδοµένη χρονική στιγµή κ.λ.π. 

Οι ποσοτικές µεταβλητές διακρίνονται: 
α. Στις συνεχείς µεταβλητές που µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή σε ένα 
διάστηµα των πραγµατικών αριθµών (α,β), όπως το βάρος ενός ατόµου ή  ο 
µισθός ενός εργαζοµένου δηλαδή α<χ<β. 
β. Στις ασυνεχείς µεταβλητές που παίρνουν διακριτές τιµές, όπως ο αριθµός των 
εργαζοµένων κατά οικογένεια σε µια πόλη ή ο αριθµός των εργαζοµένων στις 
επιχειρήσεις µεταποίησης αγροτικών προϊόντων κατά νοµό της χώρας µια 
συγκεκριµένη χρονιά. 
 
2. Ποιοτικές µεταβλητές που δεν µπορούν να µετρηθούν, όπως το φύλο των 

εργαζοµένων σε µια δηµόσια υπηρεσία, το επάγγελµα των κατοίκων σε µια περιοχή 
κάποιας πόλης. Οι µεταβλητές αυτές µπορούν να χωρισθούν σε κατηγορίες-κλάσεις και 
γι’ αυτό καλούνται και κατηγορικές. Χωρίζονται:  

α. Ονοµαστικές µεταβλητές, όπως το φύλο, η θρησκεία 
β. ∆ιατάξιµες µεταβλητές όπως η κατάσταση της υγείας των εργαζοµένων στα 
λατοµεία της χώρας, η ποιοτική διαβάθµιση ενός προϊόντος. 
 

3. Το υλικό προς συλλογή για στατιστική ανάλυση 
 Το υλικό που αφορά τα οικονοµικά µεγέθη των επιχειρήσεων, όπως η παραγωγή 
των αγαθών, το επίπεδο των προσφεροµένων υπηρεσιών, η κατανάλωση-ζήτηση των 
προϊόντων, το κόστος των παραγοµένων προϊόντων κλπ., αφού πρώτα συγκεντρωθεί µε 
την έρευνα, γίνεται η παραβολή των στοιχείων που περιλαµβάνει και η ανάλυση αυτών, 
κατόπιν συντάσσονται οι σχετικές αναφορές και οι προτάσεις που αποτελούν την βάση 
πάνω στην οποία το κάθε στέλεχος θα στηριχθεί για να πάρει τις αποφάσεις του και να 
κάνει τις απαιτούµενες κινήσεις. 
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 Έχουµε δύο τύπους στατιστικού υλικού το πρωτεύον ή πρωτογενές υλικό ή τα 
πρωτογενή δεδοµένα και το δευτερεύον ή δευτερογενές υλικό ή τα δευτερογενή 
δεδοµένα. Τα πρωτογενή δεδοµένα συγκεντρώνονται από «πρώτο χέρι» είναι έρευνα 
πεδίου και απαιτούν ασφαλώς µια πρώτη παραβολή, ένα πρώτο έλεγχο και ένα 
ξεκαθάρισµα καταρχήν ώστε να µπορούν να ταξινοµηθούν κατόπιν σε πίνακες κ.α. για 
µια δεύτερη και πιο ουσιαστική επεξεργασία περαιτέρω. 
 Τα δευτερογενή στοιχεία που λαµβάνονται από διάφορους οργανισµούς και 
εταιρείες δηµόσιου χαρακτήρα ή ιδιωτικού δεν απαιτούν τον πρώτο κύκλο 
ξεκαθαρίσµατος γιατί πολλές φορές λαµβάνονται πίνακες και διαγράµµατα αυτούσια 
που αναφέρονται σε οικονοµικά και κοινωνικά µεγέθη όπως εκπαίδευση, παραγωγή, 
υγεία, µεταφορές, εξαγωγικό εµπόριο, εισαγωγές, ισολογισµούς πληρωµών κλπ. 
 Πολλές επιχειρήσεις ταξινοµούν τα δεδοµένα προς στατιστική ανάλυση σε 
εσωτερικά και εξωτερικά δεδοµένα. Τα εσωτερικά δεδοµένα παράγονται µέσα στην 
επιχείρηση και είναι οι αναφορές ρουτίνας της επιχείρησης όπως οι πωλήσεις, ο 
ποιοτικός έλεγχος των προιόντων, το επενδυόµενο κεφάλαιο, οι µισθοί κλπ. Τα 
εξωτερικά δεδοµένα προέρχονται από δηµόσιες ή ιδιωτικές πηγές, όπως περιοδικά, 
πιστωτικά ιδρύµατα (Τράπεζες), δηµόσιοι οργανισµοί και υπηρεσίες, ιδιωτικές εταιρίες 
κλπ. 
 Τα στατιστικά δεδοµένα ποικίλουν από επιχείρηση σε επιχείρηση, από ίδρυµα σε 
ίδρυµα και οι εκάστοτε υπεύθυνοι παράγοντες ενδιαφέρονται για εκείνα τα στοιχεία που 
είναι της αρµοδιότητάς τους.  
 
            Συγκεκριµένα ο επιχειρηµατίας χρειάζεται ασφαλώς στατιστικά στοιχεία που 
αφορούν: 
 

α. Το προϊόν (τιµές και κόστη πρώτων υλών, παραγωγή, φθορές, κλπ). 
β. Τις πωλήσεις (ποσότητα του προϊόντος στην αποθήκη, όγκος πωλήσεων, τιµές 
πώλησης, κατανοµή κόστους κλπ). 
γ. Τον κατάλογο πληρωµής ηµεροµισθίων (εργασία, ηµεροµίσθιο, τζίρος, 
κόστος εκπαίδευσης κλπ). 
δ. έξοδα-δαπάνες (συντήρηση κτηρίου, συντήρηση εγκαταστάσεων, αποθήκες 
οχήµατα κλπ). 
ε. άλλα θέµατα. 
 

 Οι υπεύθυνοι παράγοντες µιας κεντρικής διοίκησης για να αποφασίσουν σε 
διάφορα θέµατα πρέπει να λάβουν υπόψη τους στατιστικά στοιχεία που αφορούν το 
εθνικό προϊόν, το εισόδηµα των πολιτών, τις δαπάνες, την απασχόληση,  τις εισαγωγές 
και τις εξαγωγές κλπ. Οι υπεύθυνοι µιας τοπικής αυτοδιοίκησης πρέπει να λάβουν 
υπόψη τους στατιστικά στοιχεία που αφορούν την εκπαίδευση, την υγεία, την κοινωνική 
πρόνοια, την ευηµερία των κατοίκων (όπως είναι οι δείκτες κοινωνικής ευηµερίας, 
υγείας, παιδείας, κοινωνικής πρόνοιας), το περιβάλλον, τις µεταφορές, τις κοινωνικές 
υποδοµές της περιοχής τους κλπ. 
 Οι πηγές της κάθε πληροφόρησης για την επιχείρηση µπορεί να είναι: 
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α. Μόνιµες πηγές (προσωπικό, πελάτες, προµήθειες, αντιπρόσωποι, ενοικιαστές 
κλπ.). 
 
β. Μεταβαλλόµενες πηγές (καταστάσεις πωλήσεων, καταστάσεις αγοραστών, 
καταστάσεις πληρωµής ηµεροµισθίων, πράκτορες, τµήµατα παραρτήµατα κλπ.). 
 
γ. Συνήθεις πηγές (φορείς του κράτους, τοπικές εξουσίες για θέµατα π.χ. 
εργατικών ατυχηµάτων, επιπέδου λειτουργίας των δηµόσιων σχολείων, των 
νοσοκοµείων κλπ.). 

 Όταν αναφερόµαστε στις πωλήσεις µιας επιχείρησης συνήθως αναγράφονται οι 
ποσότητες που πουλήθηκαν ανά εβδοµάδα (µια συνήθης αναφορά σε επιχειρήσεις) και 
δεν µας ενδιαφέρουν τα ονόµατα και οι διευθύνσεις των πωλητών (πχ.). 
 
Πίνακας 2. 

ΕΒ∆ΟΜΑ∆Α ΠΟΣΟΤΗΤΑ ΕΒ∆ΟΜΑ∆Α ΠΟΣΟΤΗΤΑ 

1 326,43 8 528,87 

2 435,45 9 432,98 

3 876,34 10 435,97 

4 654,32 11 763,26 

5 324,76 12 786,65 

6 765,87 13 675,76 

7 437,98 14 456,87 

Σύνολο 3.821,51  4.080,36 

Γενικό Σύνολο 7.901,87   

  
      Επίσης ο έλεγχος της δραστηριότητας των πωλητών από αυτούς που ασκούν την 
διοίκηση σε µια επιχείρηση (µάνατζερς) µπορεί να γίνει µέσα από το στατιστικό υλικό το 
οποίο συγκεντρώνουν και το οποίο αναφέρεται σε:: 
- Πωλήσεις ανά µήνα 
- Τηλεφωνικές συνδιαλέξεις ανά µήνα 
- Έξοδα ανά µήνα 
- Καλυπτόµενα χιλιόµετρα ανά µήνα 
- Πωλήσεις ανά τηλεφωνική συνδιάλεξη 
- Νέοι πελάτες ανά µήνα 
- Επανάληψη παραγγελιών από παλιούς πελάτες 
- Έξοδα οχήµατος ανά µήνα 
- Πωλήσεις ανά χιλιόµετρο µετακίνησης 
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1.3. Μέθοδοι  έρευνας – Απογραφή  και  δείγµα 
 
1. Τρόποι συγκέντρωσης στατιστικών στοιχείων 

Τα δεδοµένα µπορούν να συγκεντρωθούν µε διάφορους τρόπους, όπως µε 
παρατηρήσεις, µε φύλλα ποιοτικού ελέγχου, µε καταγραφές περιοδικές ή τακτικές, 
µε ερωτηµατολόγιο, µε συνέντευξη. 

Παρατηρήσεις 
 Είναι ο τρόπος µε τον οποίο γίνονται οι µετρήσεις µε βάση την χρονική εξέλιξη 
σε εργοστάσια, επιχειρήσεις, υπηρεσίες του ιδιωτικού και του δηµοσίου τοµέα και 
αφορούν το προσωπικό, τις µετακινήσεις (προϊόντων και ατόµων), τα πειραµατικά 
δεδοµένα κλπ. Παραδείγµατος χάριν σε ένα αυτοκινητόδροµο οι παρατηρήσεις των 
διερχοµένων βαρέων οχηµάτων, του είδους και της έντασης του κυκλοφοριακού φόρτου 
αυτών, χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό του κόστους κατασκευής του 
αυτοκινητοδρόµου. 

Φύλλα ποιοτικού ελέγχου. 
 Χρησιµοποιούνται κυρίως για αντικείµενα, όταν χρειαζόµαστε π.χ να γνωρίζουµε 
το βάρος, τη σύνθεση, το χρώµα, την αντοχή κλπ. των αντικειµένων που παράγονται στις 
βιοµηχανίες. Συνήθως εξετάζουµε ένα δείγµα των προϊόντων αυτών γιατί δεν µπορεί να 
ελεγχθεί το σύνολο των παραγοµένων προϊόντων (λόγω όγκου, αλυσίδας παραγωγής, 
κόστους κλπ.). 
 Ένα συνηθισµένο φύλλο ποιοτικού ελέγχου είναι: 
 
Σειρά προϊόντων Νο: Επιλεγόµενες µονάδες:  

(αριθµός) 
χρώµα: 

∆ιαστάσεις: µήκος: πλάτος: ύψος: ∆ιάµετρος 
Έλεγχος Θραύσης: επιτυχία: αποτυχία 
Έλεγχος Χρώµατος: επιτυχία: αποτυχία: 
 Ειδική αναφορά: 
Ηµεροµηνία:  
Τελικό αποτέλεσµα: επιτυχία: αποτυχία: 

 

Καταγραφές 
 Γίνονται συνήθως στις επιχειρήσεις και αφορούν την καταγραφή των πρώτων 
υλών ή των προϊόντων που υπάρχουν στις αποθήκες, την καταγραφή των 
εργαλειοµηχανών, των οχηµάτων, του τεχνικού και τεχνολογικού εξοπλισµού, του 
προσωπικού κλπ. 
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Ερωτηµατολόγιο 
 Καταρχήν πρέπει πρώτα να εξεταστεί πιο θα είναι το περιεχόµενο του 
ερωτηµατολογίου και δεύτερον πως θα πρέπει να διατυπωθεί. Πρέπει το 
ερωτηµατολόγιο να σχεδιάζεται ανάλογα µε το εξεταζόµενο θέµα, µε το χρόνο που 
διατίθεται για να απαντήσουν οι ερωτώµενοι, την προθυµία τους να συνεργασθούν, και 
φυσικά το πόσο γνωρίζουν τα θέµατα οι ερωτώµενοι. Συνήθως απευθυνόµαστε σε 
κατάλληλα άτοµα που είναι γνώστες των θεµάτων που ερωτώνται εκτός εάν 
παραδείγµατος χάριν κάνουµε  έρευνα αγοράς για ένα νέο προϊόν και ζητάµε τις 
καταναλωτικές προτιµήσεις του κοινού. 
 Το περιεχόµενο των ερωτήσεων πρέπει να είναι κατανοητό κυρίως µε µορφή 
πολλαπλών επιλογών και οι απαντήσεις να δίνονται εύκολα και γρήγορα είτε µε ένα 
τσεκάρισµα είτε µε ένα κύκλο. 
 Να δίνεται όµως απαραιτήτως και η δυνατότητα στον ερωτώντα να δίνει και 
κάποια άλλη απάντηση εκτός αυτών που του παρουσιάζει το ερωτηµατολόγιο, εφόσον 
θα θελήσει να κάνει κάτι τέτοιο. 
 Παρατίθεται ένα ερωτηµατολόγιο το οποίο απευθύνεται σε επιχειρηµατίες και 
αφορά την γνώµη τους για τον ρόλο που παίζουν κάποιοι παράγοντες στην απόφαση 
ενός επιχειρηµατία να επενδύσει σε µια περιοχή. 

Συνέντευξη 
 Η συνέντευξη απευθύνεται σε άτοµα τα οποία είναι εξειδικευµένα στα θέµατα 
που διερευνούµε µε το ερωτηµατολόγιο και κατέχουν θέσεις διευθυντικές. Παρουσιάζει 
το µειονέκτηµα ότι υπάρχει η πίεση του χρόνου µε αποτέλεσµα µερικές φορές να µην 
έχουµε την νηφάλια προσέγγιση ενός θέµατος και απαιτεί µεγαλύτερο κόστος από ότι η 
χρήση του ερωτηµατολογίου. Έχει εκτιµηθεί ότι µπορούν να συµπληρωθούν µέχρι και 
1000 ερωτηµατολόγια την ηµέρα που σηµαίνει ότι θα έπρεπε να γίνει ο ίδιος αριθµός 
συνεντεύξεων την ηµέρα κάτι το αδύνατο. 
 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΓΙΑ ΤΗ ΒΑΣΙΚΗ ΕΙΚΟΝΑ ΜΙΑΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣ 
(ΓΙΑ ΕΡΓΟ∆ΟΤΕΣ – ΕΠΙΧΕΙΡΗΜΑΤΙΕΣ) 

 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΡΩΤΩΜΕΝΟΥ: 
ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ: 
Ι∆ΙΟΤΗΤΑ: 
ΕΠΩΝΥΜΙΑ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗΣ (αν πρόκειται για επιχειρηµατίες): 
∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ: Οδός:      Τ.Κ.: 
ΤΗΛΕΦΩΝΟ:      FAX: 
ΤΟΠΟΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ: 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ: 
 
Εισαγωγή 
 Αυτή η έρευνα µε ερωτηµατολόγιο διεξάγεται στο πλαίσιο του ερευνητικού 
προγράµµατος «Χωροθέτηση επιχειρήσεων και περιφερειακή ανάπτυξη των νοµών 
Μακεδονίας, Θράκης και Ηπείρου». Η έρευνα διεξάγεται από το Τµήµα ∆ιοίκησης 
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Επιχειρήσεων του Πανεπιστηµίου του Αιγαίου και χρηµατοδοτείται από τη Γενική 
Γραµµατεία Έρευνας και Τεχνολογίας. Σ΄ αυτή τη φάση των εργασιών προσπαθούµε να 
διαµορφώσουµε το «κοινωνικο-οικονοµικό προφίλ» των νοµών της Βόρειας Ελλάδας. 
Σε µια µεταγενέστερη φάση θα γίνει προσπάθεια ανίχνευσης των παραγόντων εκείνων 
και των µέσων που επηρεάζουν και αλλάζουν αυτό το προφίλ και συνεπώς των 
ενεργειών που πρέπει να λάβουν χώρα ώστε να γίνει αυτή η αλλαγή. Αυτό το προφίλ, η 
βασική εικόνα µιας περιοχής, είναι ένας δείκτης που εκφράζει την ελκτικότητα της 
περιοχής στους επενδυτές και στους εργαζοµένους. Έτσι, αν η βασική εικόνα µιας 
περιοχής είναι καλή, τότε αυτή η περιοχή είναι πόλος έλξης επενδύσεων και εργατικού 
δυναµικού ενώ αντίθετα αν είναι κακή, η προσέλευση πόρων σ΄ αυτήν είναι φτωχή. Η 
βασική εικόνα είναι η συνισταµένη της οικονοµικής και της κοινωνικής εικόνας της 
περιοχής. Και η οικονοµική και η κοινωνική εικόνα είναι αντίστοιχα οι συνισταµένες 
µιας σειράς παραγόντων όπως αυτοί οι οποίοι παρατίθενται προς στάθµιση στο 
ερωτηµατολόγιο. 
 Η συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου αυτού θα αποτελέσει εξαιρετικά πολύτιµη 
συµβολή στην επιτυχία της έρευνας µας που αφορά τις ευαίσθητες ακριτικές περιοχές 
της πατρίδας µας. 
 

Παρατήρηση: Αν κρίνετε ότι πρέπει σε κάποια ερώτηση να προσθέσετε κάποιον 
παράγοντα που θεωρείται σηµαντικό µπορείτε να το κάνετε. 
 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
1. Στην επιλογή του τόπου εργασίας – εγκατάστασής σας πόσο βαρύνουν οι ακόλουθοι 
παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες). 
α)  Οικονοµική εικόνα της περιοχής. 
β) Κοινωνική εικόνα της περιοχής. 
 

2. Στη διαµόρφωση της οικονοµικής εικόνας µιας περιοχής πόσο βαρύνουν οι 
παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες). 
α) Σχετική γεωγραφική θέση του νοµού εγκατάστασης ως προς τις κυριότερες αγορές 

και πηγές εισροών για το νοµό. 
β) Η διαθεσιµότητα εργατικού δυναµικού και κεφαλαίων. 
γ) Οι οικονοµικές συνθήκες στην ευρύτερη περιφέρεια. 
 

3. Πόσο βαρύνει η προσέγγιση – ευκολία πρόσβασης στις κυριότερες αγορές και πόσο 
στις πηγές εισροών για το νοµό. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες). 
α) προσέγγιση σε αγορές. 
β) προσέγγιση σε πηγές εισροών (πρώτων υλών). 
 

4. Σε ότι αφορά τη διαθεσιµότητα πόρων πόσο βαρύνουν οι παρακάτω πόροι (µοιράστε 
100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες) 
α) ∆ιαθέσιµο εργατικό δυναµικό. 
β) ∆ιαθέσιµα κεφάλαια. 
 

5. Στη διαµόρφωση των οικονοµικών συνθηκών στην ευρύτερη περιφέρεια τι βαρύτητα 
δίνετε στους παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω 
παράγοντες). 
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α) Επενδύσεις σε έργα υποδοµής. 
β) Κατά κεφαλήν Α.Ε.Π. 
 

6. Στη διαµόρφωση της κοινωνικής εικόνας µιας περιοχής πόσο βαρύνουν οι παρακάτω 
παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες). 
α) Στεγαστικές συνθήκες περιοχής. 
β) Ποιότητα περιβάλλοντος περιοχής. 
γ) Συνθήκες παρεχόµενης υγειονοµικής περίθαλψης περιοχής. 
δ) Συνθήκες παρεχόµενης εκπαίδευσης περιοχής. 
ε) ∆υνατότητες ψυχαγωγίας περιοχής. 
στ. Πολιτιστικές συνθήκες περιοχής. 
 

7. Στη διαµόρφωση των στεγαστικών συνθηκών τι βαρύτητα δίνετε στους παρακάτω 
παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες. 
α) Ποσοτική επάρκεια κατοικιών. 
β) Ποιότητα κατοικιών. 
γ) Μέσος αριθµός δωµατίων ανά κατοικία. 
 

8. Στη διαµόρφωση των συνθηκών της ποιότητας περιβάλλοντος της περιοχής τι 
βαρύτητα δίνετε στους παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω 
παράγοντες). 
α) Υποβάθµιση δοµηµένου περιβάλλοντος. 
β) Ατµοσφαιρική ρύπανση. 
γ) Ρύπανση λιµνών και ποταµών. 
 

9. Στη διαµόρφωση των συνθηκών της παρεχόµενης υγειονοµικής περίθαλψης της 
περιοχής τι βαρύτητα δίνετε στους παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους 
παρακάτω παράγοντες). 
α) Αναλογία κατοίκων ανά γιατρό. 
β) Αναλογία κατοίκων ανά διαθέσιµες κλίνες. 
 

10. Στη διαµόρφωση των συνθηκών της παρεχόµενης εκπαίδευσης της περιοχής τι 
βαρύτητα δίνετε στους παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω 
παράγοντες). 
 

Α.  Μαθ./διδασκοντα. 
















Α
Α
Α

.διδάσκοντα  ανά  επιπέδου  µέσου  µαθητών  ναλογία
διδάσκοντα  ανά  επιπέδου  δηµοτικού  µαθητών  ναλογία
διδάσκοντα  ανά  επιπέδου  κού  προσχολιµαθητών  ναλογία

Β. Αναλογία µαθητών (προσχ.-δηµοτ.-µεσ./ανα διδακτήριο      Μαθ./διδακτήριο. 
 
 

11. Στη διαµόρφωση των δυνατοτήτων ψυχαγωγίας της περιοχής τι βαρύτητα δίνετε 
στους παρακάτω παράγοντες. (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες). 
α) Αριθµός θεάτρων. 
β) Αριθµός κινηµατογράφων. 
γ) Αριθµός κέντρων ψυχαγωγίας (εστιατόρια, bar, κ.τ.λ.). 
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12. Στη διαµόρφωση των πολιτιστικών συνθηκών της περιοχής τι βαρύτητα δίνετε στους 
παρακάτω παράγοντες (µοιράστε 100 µονάδες στους παρακάτω παράγοντες. 
α. Αριθµό βιβλιοθηκών. 
β. Αριθµό Συνεδρίων. 
γ. Αριθµό Μουσείων. 
 
2. Απογραφή και δειγµατοληψία 
 Η συγκέντρωση του στατιστικού υλικού γίνεται µε απογραφή όλου του 
πληθυσµού σε ορισµένες µεταβλητές του, όπως η απογραφή των βιοµηχανικών 
επιχειρήσεων της χώρας σε µια συγκεκριµένη χρονιά, η απογραφή των εµπορικών 
καταστηµάτων µιας περιφέρειας µια συγκεκριµένη χρονιά, ο γεωργικός πληθυσµός κατά 
νοµό µια χρονική περίοδο, τα καλλιεργούµενα στρέµµατα ανά είδος καλλιέργειας κλπ. 
 Ο τρόπος αυτός συγκέντρωσης του στατιστικού υλικού απαιτεί χρόνο, αρκετά 
µέσα και κυρίως άτοµα για να φέρουν σε πέρας την µεγάλη σε έκταση αυτή δουλειά, 
µεγάλο κόστος και είναι χρονοβόρα η επεξεργασία των στοιχείων και η διάθεση των 
αποτελεσµάτων. Παρόλα αυτά είναι η µόνη έρευνα που µας δίνει καθαρά την σύνθεση 
και τη δοµή του πληθυσµού που ερευνούµε. (ΕΣΥΕ ανά 10 έτη) 
 Αρκετές φορές λόγω των παραπάνω αναφερόµενων δυσκολιών στην απογραφή 
του πληθυσµού καταφεύγουµε στην εξέταση ενός τµήµατος αυτού του πληθυσµού που 
καλείται δείγµα. Η επιλογή του δείγµατος µπορεί να γίνει κατά διάφορους τρόπους. Ο 
τρόπος δουλειάς στην περίπτωση αυτή είναι να προσδιορίσουµε τα χαρακτηριστικά 
γνωρίσµατα του συνολικού πληθυσµού µέσα από την στατιστική εξέταση των 
αντιστοίχων χαρακτηριστικών γνωρισµάτων του δείγµατος και αυτό γίνεται µέσα από 
την επαγωγική διαδικασία που ακολουθείται, βέβαια εδώ παίζει καθοριστικό ρόλο το 
δείγµα που λαµβάνουµε. 
 Αν το δείγµα είναι τυχαίο και έχουµε µια τυχαία δειγµατοληψία προφανώς και 
δεν µπορούµε τα όποια συµπεράσµατα που θα εξάγουµε από την στατιστική µελέτη του 
δείγµατος να τα γενικεύσουµε για ολόκληρο τον πληθυσµό, όταν όµως το δείγµα είναι 
αντιπροσωπευτικό τότε και η γενίκευση των συµπερασµάτων επί του συνολικού 
πληθυσµού µπορεί να γίνει. 
 Η αντιπροσωπευτικότητα του δείγµατος είναι βασική προϋπόθεση για να έχουµε 
πειστικά και αξιόπιστα συµπεράσµατα επί του συνολικού πληθυσµού. Συνήθως 
δειγµατοληψίες µε προϋποθέσεις ή συστηµατική δειγµατοληψία (όχι τυχαία) κάνουµε 
όταν εξετάζουµε αντιπροσωπευτικό δείγµα σε επιχειρήσεις, όπως πχ. του 
αγροτοβιοµηχανικού κλάδου µεταποίησης αγροτικών προϊόντων, τροφίµων, ποτών, 
µηχανηµάτων κλπ. αφού πρώτα τις εντάξουµε σε κατηγορίες ανάλογα µε το παραγόµενο 
προϊόν, την εξειδίκευσή τους, τον τζίρο τους (κύκλο εργασιών), την χωροταξική τους 
κατανοµή κλπ. είτε όταν εξετάζουµε τον πληθυσµό µιας χώρας, µιας ευρύτερης 
γεωγραφικά πληθυσµιακής περιοχής (π.χ Ευρώπη), για να γνωρίσουµε τις απόψεις του 
πληθυσµού πάνω σε θέµατα οικονοµικά, κοινωνικά, πολιτιστικά, πολιτικά κλπ. 
 Η συστηµατική δειγµατοληψία αναφέρεται επίσης σε θέµατα έρευνας αγοράς 
(µάρκετινγκ) που αφορούν την γνώµη του κοινού για ένα προϊόν που κυκλοφορεί ή τις 
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επιθυµίες και τις ανάγκες του αγοραστικού κοινού για να µπει ένα νέο προϊόν στην 
αγορά ή να χρησιµοποιηθεί η διαφήµιση για την προώθηση ενός προϊόντος κλπ. 

Τα είδη του δείγµατος µπορούν τελικά να διακριθούν στα εξής: 
 
1. απλό τυχαίο δείγµα 
Στο απλό τυχαίο δείγµα η πιθανότητα να επιλεγεί µια στατιστική µονάδα του 
πληθυσµού στο δείγµα είναι η ίδια για όλες τις στατιστικές µονάδες. 
2. τυχαίο συστηµατικό, περιοδικό ή ίσου διαστήµατος δείγµα 
Στο συστηµατικό τυχαίο δείγµα επιλέγουµε ένα ποσοστό επί τοις εκατό του 
συνολικού πληθυσµού, πχ. επιλέγουµε το 10% σε ένα πλήθος 30 στατιστικών 
µονάδων οπότε επιλέγουµε τυχαία 3 στατιστικές µονάδες και η επιλογή γίνεται: 
Η κάθε τελεία .  αφορά µια στατιστική µονάδα. 
Το * (αστεράκι) αφορά την επιλεγόµενη στατιστική µονάδα.  

 
Είτε τυχαία 
..*…..*. 
…..*…. 
………. 
 
Είτε συστηµατική όχι τυχαία 
………* (δέκατη θέση) 
………* 
………* 
 
είτε συστηµατική τυχαία 
……*… (έβδοµη θέση) 
……*… 
……*… 
 
είτε τυχαία για την πρώτη στατιστική µονάδα 
……*… 
 
3. τυχαίο δείγµα σε στρώµατα 
 Χρησιµοποιείται όταν ο πληθυσµός είναι κατανεµηµένος σε οµάδες 
πληθυσµιακές που παρουσιάζουν οµοιογένεια ως προς τα κοινωνικά, τα οικονοµικά, τα 
δηµογραφικά, τα πολιτισµικά κλπ. χαρακτηριστικά. 
 Τότε επιλέγεται τυχαία ένα δείγµα από κάθε οµάδα και το σύνολο των δειγµάτων 
αποτελεί το δείγµα που θα µελετηθεί. Αν ο συνολικός πληθυσµός παρουσιάζει µεγάλη 
ανοµοιογένεια θα χρειασθούµε µεγάλο δείγµα για να είναι αντιπροσωπευτικό του 
πληθυσµού. 
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4. τυχαίο δείγµα κατά περιοχή (δειγµατοληψία σε φάσεις) 
 Μια όµοια µε την δειγµατοληψία κατά στρώµατα είναι η µέθοδος της 
δειγµατοληψίας σε φάσεις. Αυτή εντάσσεται στην δειγµατοληψία κατά στρώσεις και 
αφορά κυρίως δειγµατοληψία κατά περιοχές. 
 Αναφέρεται παρακάτω ένα παράδειγµα αυτής της δειγµατοληψίας. Έστω ότι 
θέλουµε να εξετάσουµε ένα δείγµα νοικοκυριών ως προς κάποια χαρακτηριστικά 
γνωρίσµατά τους από ένα πληθυσµό 400 δήµων, όπως αυτοί κατατάχθηκαν µε κάποια 
κριτήρια. 
 Ακολουθούµε τα εξής βήµατα: 
 
Βήµα 1ο :  400 δήµοι 

Επιλέγω ένα τυχαίο δείγµα 2% αυτών των δήµων = 8 δήµοι 
   
Βήµα 2ο : 8 δήµοι = 70 εκλογικά τµήµατα 

Επιλέγω ένα τυχαίο δείγµα 10% αυτών των τµηµάτων = 7 τµήµατα 
 
Βήµα 3ο : 7 τµήµατα= 25.000 νοικοκυριά 

 Επιλέγω ένα τυχαίο δείγµα 5% αυτών των νοικοκυριών =1250 νοικοκυριά 
  
5. τυχαίο δείγµα κατά κλάσεις-τµήµατα 
 Αρκετές φορές οι ερωτώµενοι αδιαφορούν να δώσουν απαντήσεις και είναι 
χαµηλό το ποσοστό αυτών που ανταποκρίνονται και µέσω τηλεφωνικής επικοινωνίας. 
 Επίσης ακόµα και αν είναι µε αµοιβή αυτός που αναλαµβάνει την συγκέντρωση 
των απαντήσεων µπροστά στην αδιαφορία των ερωτώµενων µπορεί να στραφεί στους 
γείτονές του, στους συγγενείς του, και να λείπουν από την οµάδα των ερωτώµενων οι 
νέοι, οι ηλικιωµένοι κλπ. 
 Έτσι δεν θα υπάρχει µια διαστρωµάτωση του δείγµατος κατά φύλο, ηλικία, 
επάγγελµα, κοινωνική τάξη κλπ., αυτό πρέπει να προσεχθεί ιδιαίτερα. ∆ύο παραδείγµατα 
τυχαίου δείγµατος µε διαστρωµάτωση είναι τα ακόλουθα. 
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Πίνακας 3. 
Φύλο  

Ηλικία Άρρεν θήλυ 

Κάτω των 15 0 0 
15-29 4 4 

30-44 9 9 
45-59 7 7 

60 και άνω 5 5 

Σύνολο 25 25 
 
 
Πίνακας 4. 

Κοινωνική-εθνική 
Οµάδα  

 
Καυκάσια 

 
Αφρικανική 

 
Ασιατική 

Επάγγελµα    

∆ιευθυντικό στέλεχος 8 2 2 

∆ιοικητικός 10 3 2 

Εργάτης 10 3 1 

Συνταξιούχος 6 2 1 

ΣΥΝΟΛΟ 34 10 6 
 
 
6. τυχαίο δείγµα χαρακτηριστικών 
 Είναι απλή µέθοδο και αναφέρεται σε άτοµα που έχουν ένα συγκεκριµένο 
χαρακτηριστικό γνώρισµα παραδείγµατος χάριν αυτοί που γεννήθηκαν τον Απρίλιο µιας 
συγκεκριµένης χρονιάς. Οι πληροφορίες που µπορούµε να έχουµε σχετικά µε αυτήν την 
οµάδα είναι για το βάρος τους, το ύψος τους, την πρόοδό τους και την επίδοσή τους στα 
µαθήµατα κλπ. και αυτές τις πληροφορίες µπορούµε να τις χρησιµοποιήσουµε για 
εκπαιδευτικά θέµατα, για να αποτιµήσουµε τον δείκτη ευφυΐας τους και αλλού. 
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Κεφάλαιο  2 ο   

 
Ταξινόµηση, κατάταξη και παρουσίαση των στατιστικών 
δεδοµένων 

 
2.1. Πίνακες κατανοµής συχνοτήτων - σχετικών συχνοτήτων 
 

Θεωρούµε ένα δείγµα v =20 αγροτικών οικογενειών και µελετάµε το δείγµα αυτό 
ως προς την µεταβλητή Χ «ετήσιο εισόδηµα σε εκατοµµύρια δραχµές». Τα 
αποτελέσµατα καταγράφονται ως εξής: 
 

2 3 2 3 3 2 4 
4 2 3 5 5 4 3 
5 6 3 2 4 3  

 
Οι τιµές της µεταβλητής Χ είναι οι xi, i = 1, 2, 3, 4, 5  
x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4, x4 = 5,  x5 = 6. 
Σε κάθε τιµή xi αντιστοιχεί ο φυσικός vi που δείχνει πόσες φορές εµφανίζεται η 

τιµή xi της µεταβλητής Χ στο σύνολο των παρατηρήσεων. 
Παραδείγµατος χάριν η x1 = 2 εµφανίζεται v1 = 5 φορές.  
Ο αριθµός vi καλείται (απόλυτη) συχνότητα της τιµής xi (της παρατήρησης). 
Έτσι θα έχουµε: v1+v2+ … +v5 = v 
Επίσης αν διαιρέσουµε τη συχνότητα vi µε το µέγεθος του δείγµατος το v 

δηµιουργούµε τη σχετική συχνότητα fi της τιµής (παρατήρησης) xi. 

Ήτοι:       5,...,2,1== i
v
vfi i  

Η σχετική συχνότητα εκφράζεται σε δεκαδική µορφή και επί τοις εκατό % ( ). 

100%f ι ⋅=
v
vi  

Ισχύουν για τη σχετική συχνότητα οι σχέσεις: 
 

1. 0    ,   i  1≤≤ if 5,...,2,1=
2. 15432 =++++ ffffif  

 
Γενικά αν έχουµε  τιµές της µεταβλητής Χ µε συχνότητες   

. Θα έχουµε τις σχετικές συχνότητες 
κxxx ,...,, 21 κvvv ,...,, 21

( v≤κ ) κ= ,....,1, if i  
Και θα ισχύουν: 
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10 ≤≤ fi    ,    κ21 ,...,, xxx

( )1...1 21
1

=+++= κ
=
Σ ffffi

k

i
 

 
Ο Πίνακας Κατανοµής συχνοτήτων – σχετικών συχνοτήτων είναι ο ακόλουθος για το εν 
λόγω παράδειγµα: 
 
Πίνακας 1. 
 

xi vi fi fi% 
2 5 0,25 25,0 
3 7 0,35 35,0 
4 4 0,20 20,0 
5 3 0,15 15,0 
6 1 0,05 5,0 
 20 1,00 100,0 

 
 
2.2. Αθροιστική συχνότητα – Σχετική αθροιστική συχνότητα 
 
 Αρκετές φορές θέλουµε να µάθουµε το πλήθος ή το ποσοστό των παρατηρήσεων 
που οι τιµές τους είναι µικρότερες ή ίσες µιας ορισµένης τιµής xi της µεταβλητής Χ. 

Π.χ. αν θέλουµε να πληροφορηθούµε στο προηγούµενο παράδειγµα τον αριθµό 
των αγροτικών οικογενειών που έχουν ετήσιο εισόδηµα κάτω από 4 εκατ. δρχ. ή το 
ποσοστό των αγροτικών οικογενειών που έχουν ετήσιο εισόδηµα κάτω των 4 εκατ. 
δραχµών θα χρειασθεί να προσθέσουµε την πρώτη φορά: 5+7 = 12 οικογένειες και την 
δεύτερη φορά 25+35= 60 % των οικογενειών. 
 Αυτό που βρίσκουµε καλείται αθροιστική συχνότητα την πρώτη φορά και 
συµβολίζεται µε Nj και την δεύτερη φορά Σχετική Αθροιστική συχνότητα και 
συµβολίζεται µε Fj. 

 
∆ηλαδή έχουµε:  

κ1,...v 21
1

≤≤+++== Σ
=

jvvvNj ji

j

i
 

κ≤≤+++== Σ
=

jfjffffj i

j

i
1,...21

1
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Πίνακας 2. 

xi vi Ni fi fi % Fj Fj % Το Fj εκφράζεται και επί  
2 5 5 0,25 25 0,25 25 τις εκατό % 
3 7 12 0,35 35 0,60 60 Fj %  =  Fj 100 
4 4 16 0,20 20 0,80 80  
5 3 19 0,15 15 0,95 95  
6 1 20 0,05 5 1,00 100  
 20 --- 1,00 100 --- ---  

 
 
2.3. Οµαδοποίηση των παρατηρήσεων 
 Σε περίπτωση όπου έχουµε διακριτή µεταβλητή που παίρνει πολλές τιµές ή όταν 
έχουµε συνεχή µεταβλητή που παίρνει οποιαδήποτε τιµή στο διάστηµα ορισµού της, 
τότε χωρίζουµε τα δεδοµένα σε µικρό αριθµό κλάσεων, ώστε κάθε τιµή να ανήκει µόνο 
σε µια κλάση. 

Οι κλάσεις είναι διαστήµατα της µορφής [     ,    )   δηλαδή µια κλάση περιέχει το 
κάτω άκρο της αλλά όχι το άνω άκρο της. Κάθε κλάση αντιπροσωπεύεται από την 
κεντρική της τιµή xi. Το κέντρο της κλάσης και οι παρατηρήσεις σε κάθε κλάση 
θεωρούνται όµοιες. Το πλάτος της κλάσης  c  θεωρείται σταθερό οπότε έχουµε κλάσεις 
ίσου πλάτους ή µπορεί να έχουµε κλάσεις άνισου πλάτους. 

Στην περίπτωση κλάσεων ίσου πλάτους βρίσκουµε το πλάτος της κλάσης 

διαιρώντας το εύρος R του δείγµατος µε τον αριθµό των κλάσεων 







κ
=⋅

Rcκ  

Ο αριθµός κ  µπορεί να ληφθεί από τον πίνακα που παρατίθεται: 
 
Πίνακας 3. 
Μέγεθος 
δείγµατος v 

Αριθµός κ Μέγεθος 
δείγµατος v 

Αριθµός κ 

<20 5 200-  400 9 
20-  50 6 400-  700 10 
50-100 7 700-1000 11 
100-200 8 ≥ 1000 12 

 
            ή µπορεί να υπολογισθεί από τον τύπο: 
    (Κανόνας Sturges) όπου v το µέγεθος του δείγµατος. logv32,31+=Κ

Το εύρος R = Τιµή της µεγαλύτερης παρατήρησης - Τιµή της µικρότερης 
παρατήρησης. 
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 Για να φτιάξουµε τις κλάσεις πρέπει να ξεκινήσουµε λίγο πιο κάτω από την 
µικρότερη παρατήρηση και να προσθέτουµε κάθε φορά το πλάτος c της κλάσης και η 
µεγαλύτερη τιµή πρέπει να περιέχεται στην ανώτερη κλάση. 
 Ως συχνότητα της κλάσης i θεωρούµε το πλήθος των παρατηρήσεων vi που 
βρίσκονται µέσα στην κλάση και καλείται και συχνότητα της κεντρικής τιµής xi της 
κλάσης i. 
 
Παράδειγµα: 
 
Ένας αγρότης σηµείωσε τον αριθµό των αυγών που συγκέντρωσε σε 40 ηµέρες, και πήρε 
τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
 
15 16 16 18 18 18 20 20 20 23 23 23 25 25 25 
30 30 30 35 35 38 38 38 39 43 43 43 44 44 44 
44 49 49 49 49 50 50 50 50 50      
Έχουµε v = 40 άρα ο αριθµός των κλάσεων →=+= 28,640log3,31κ  κ 6  ≅
(σύµφωνα και µε τον πίνακα 3). 
 

351550 =−=R  

Συνεπώς 6
6
35

≈=
κ

=
RC  

Και οι κλάσεις που δηµιουργούνται είναι: 
[15,21) ,  [21,27) ,  [27,33) ,  [33,39) ,  [39,45) ,  [45,51). 
 
Ο Πίνακας συχνοτήτων – σχετικών συχνοτήτων – αθροιστικών συχνοτήτων και 
σχετικών αθροιστικών συχνοτήτων είναι ο εξής: 
 
Πίνακας 4. 
Κλάσεις 
[     ,    ) 

Κεντρι
κές 

τιµές xi 

Συχ
ν. 
vi 

Σχετ. 
Συχν. fi

Σχετ. 
Συχν. fI %

Αθρ. 
Συχν. Ni 

Αθρ.  Σχ. 
συχν.  Fi 

Αθρ.Σχε
τ. 

Συχ. Fi 
% 

15-21 18 9 0,225 22,5 9 0,225 22,5 
21-27 24 6 0,150 15,0 15 0,375 37,5 
27-33 30 3 0,075 7,5 18 0,450 45,0 
33-39 36 6 0,150 15,0 24 0,600 60,0 
39-45 42 7 0,175 17,5 31 0,775 77,5 
45-51 48 9 0,225 22,5 40 1,000 100,0 

  40 1,000 100,0    
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2.4. Γραφική  παράσταση  µιας  κατανοµής  συχνοτήτων  
 
(α)  ∆ιαγράµµατα – Ιστογράµµατα. 
ι/    Μη οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις 

 
∆ιάγραµµα και πολύγωνο απολύτων – σχετικών συχνοτήτων 

Στο διάγραµµα σε κάθε τιµή xi της µεταβλητής Χ έχουµε υψώσει κάθετη γραµµή 
ύψους ίσο µε την αντίστοιχη απόλυτη συχνότητα vi της τιµής xi. 
 

 

πολύγωνο  απολύτων  συχνοτήτων

Α

Β

Γ

0

1

2

3

4

5

6

7

8

2 3 4 5 6

V i

Ε

∆

∆ιάγραµµα απολύτων συχνοτήτων στο παράδειγµα των 20 αγροτικών 
οικογενειών µε ετήσια εισοδήµατα. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 21 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

0,4

0,3

0,2

0,1

0

Α

Β
Πολύγωνο σχετικών 

Ε

∆

Γ

(fi  %)  fi 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2 3 4 5 6
 

∆ιάγραµµα σχετικών συχνοτήτων 
ii. Οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις σε κλάσεις ίσου πλάτους. 
 
Ιστόγραµµα και πολύγωνο απολύτων και σχετικών συχνοτήτων. 
 
 Στο Ιστόγραµµα στον οριζόντιο άξονα σηµειώνουµε τα όρια των κλάσεων και 
στη συνέχεια κατασκευάζουµε ορθογώνια (Ιστούς) καθένα από τα οποία έχει βάση ίση 
µε το πλάτος της κλάσης και ύψος τέτοιο ώστε το εµβαδόν του Ορθογωνίου να ισούται 
µε τη συχνότητα της κλάσης αυτής. 
Σύµφωνα µε το παράδειγµα της καταµέτρησης των αυγών έχουµε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 22 



 

 

πολύγωνο  απολύτων  συχνοτήτων

332721159Κ 574539 510

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
Vi

Λ

Μ

Ν

Ξ

Ο

Π

Ιστόγραµµα  απόλυτων  συχνοτήτων 
 

Το πολύγωνο των απολύτων συχνοτήτων κατασκευάζεται αν πάρουµε δύο 
υποθετικές κλάσεις στην αρχή και στο τέλος [9,15) και [51,57) µε συχνότητα µηδέν και 
ενώσουµε τα µέσα των άνω βάσεων των ορθογωνίων ΛΜΝΞΟΠ µε τα µέσα Κ,Ρ των 
υποθετικών κλάσεων. Το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από το πολύγωνο 
ΚΛΜΝΞΟΠΡ και την οριζόντιο είναι ίσο µε το άθροισµα των απολύτων συχνοτήτων 
δηλαδή ίσο µε το µέγεθος του δείγµατος 
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πολύγωνο σχετικών
 συχνοτήτων

4539332721159Α
0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

(fi %) fi

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

 
Ιστόγραµµα σχετικών συχνοτήτων. 

 Όµοια κατασκευάζεται και το πολύγωνο των σχετικών συχνοτήτων ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ. 
Το εµβαδόν του χωρίου µεταξύ του πολυγώνου ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ και του άξονα Χ ισούται µε 
1 (άθροισµα των σχετικών συχνοτήτων, όταν εκφράζονται σε δεκαδική µορφή) ή 100 
(όταν είναι επί τοις εκατό). 
 
Ιστόγραµµα και πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων και αθροιστικών σχετικών 
συχνοτήτων. 

Π Ο Λ Υ Γ Ω Ν Ο   Α Θ Ρ Ο Ι Σ Τ Ι Κ Ω Ν
Σ Υ Χ Ν Ο Τ Η Τ Ω Ν   (Α Β Γ ∆ Ε Ζ  Η)

5115 21 27 33 39 45
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45Ni

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων. 
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Π Ο Λ Υ Γ Ω Ν Ο   Α Θ Ρ Ο Ι Σ Τ Ι Κ Ω Ν   
Σ Χ Ε Τ Ι Κ Ω Ν   Σ Υ Χ Ν Ο Τ Η Τ Ω Ν    (Α Β Γ ∆ Ε Ζ Η) 

15 21 27 33 39 45 51
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

(fi %)  fi

B

Γ

∆

Ε

Ζ

 
Ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων. 

Το πολύγωνο των  δεξιά άκρα των 
νω βάσεων των ορθογωνίων µε ευθύγραµµα τµήµατα. 

(β) Ραβδογράµµατα 
Χρησιµοποιούνται κυρίως σε ποιοτικές µεταβλητές. 

α περιέχει ορθογώνια των οποίων οι βάσεις καθορίζονται 
ή σχετική συχνότητα της 

αράδειγµα. 

ηκαν 20 καλλιεργηµένες εκτάσεις βάµβακος ως προς την ποιότητα του 
αραγόµενου προϊόντος. 

κής µεταβλητής Χ «ποιότητα βάµβακος») και προέκυψαν τα 
αποτελέσµατα που δίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 
αθροιστικών συχνοτήτων προκύπτει αν ενώσουµε τα

ά
 

 

 
 Το ραβδόγραµµ
αυθαίρετα και τα ύψη αντιστοιχούν στη συχνότητα 
παρατήρησης. 
 Η απόσταση µεταξύ των ορθογωνίων είναι αυθαίρετη. 
 
 
Π
 
 Εξετάσθ
π
 Ως κλίµακα ποιότητας θεωρήθηκε η ακόλουθη: µέτρια-καλή- πολύ καλή, άριστη, 
(παρατηρήσεις της ποιοτι

 25 



 

Ο κας συχνότητας – σχετικής συχνότητας αθροιστικής συχνότητας – αθροιστική 
σχετικής συχνότητας 
 

 πίνα

xi vi fi fi% Ni Fi Fi % 
Μέτρια 3 0,15 15 3 0,15 15 
Καλή 7 0,35 35 10 0,50 50 
Πολύ ή 7 0  0  καλ ,35 35 17 ,85 85 
Άριστη 3 0,15 15 20 1 100 
 20 1 100    

 
 
Ραβδόγραµµα συχνοτήτων 
 

 
 
 

3

7 7
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Μ έ τ ρ ι α Κ α λ ή Π ο λ ύ  Κ α λ ή Ά ρ ι σ τ η 
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Ραβδογράµµα σχετικών συχνοτήτων  
  

 
Ραβδόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων  
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0,25

0,3

0,35

Μέτρια Καλή Πολύ καλή Άριστη

f i
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17
20

0

5

10
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N i

Μέτρια Καλή Πολύ Καλή Άριστη



 

Ραβδόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων 

0,15

0,5

0,85

1

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

Fi

Μέτρια Καλή Πολύ  Καλή Άριστη

 
Παρατήρηση: Το ραβδόγραµµα προσφέρεται για να συγκρίνουµε δύο ή και 
περισσότερες οµάδες παρατηρήσεων ως προς την ίδια µεταβλητή (ποιοτική). 
Π.χ. Το ραβδόγραµµα που ακολουθεί προέκυψε από δύο οµάδες καλλιεργούµενων 
εκτάσεων που ελέγχθηκαν ως προς την ποιότητα του βάµβακος που παράγουν (η µια εξ΄ 
αυτών είναι η εξεταζόµενη στο προαναφερόµενο παράδειγµα). 

0,15

0,3

0,35

0,3
0,35

0,3

0,15

0,1

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35f i

Μέτρια          Καλή         Πολύ  Καλή    Άριστη

οµάδα του προηγούµενου παραδείγµατος
α - λευκό β - γκρι

 
Ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων των δύο οµάδων 
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ανερώνει ότι η οµάδα β υστερεί της οµάδας α ως προς την ποιότητα 
του παραγόµενου βάµβακος. 

 
µµατα: Αναφέρεται και σε ποιοτικές και σε ποσοτικές µεταβλητές. 
ίται όταν οι παρατηρήσεις είναι σχετικά λίγες. Το κυκλικό 
ς κυκλικός δίσκος που χωρίζεται σε κυκλικούς τοµείς µε εµβαδά ή 
λογα των συχνοτήτων vi ή των σχετικών συχνοτήτων fi των τιµών xi 

ο ενός κυκλικού τοµέως τότε έχουµε: 

,360 fii ⋅=  

τητα, σχετική συχνότητα και το µέγεθος του δείγµατος. 

αi

i
i f

v
vi 360360α ==

ην ποιοτική µεταβλητή Χ «ποιότητα βάµβακος» έχουµε: 

15,0, 1 =f   
35,0,7 2 =f  
Το ραβδόγραµµα φ

(γ) Κυκλικά διαγρά
Χρησιµοποιε

διάγραµµα είναι ένα
(τόξα) που είναι ανά
της µεταβλητής Χ. 
Αν θέσουµε xi το τόξ

360360
v
v

v
vi i ⋅==α

όπου vi, fi, v η συχνό

Στο παράδειγµα µε τ
 
Μέτρια: 31 =v
Καλή:  2 =v

Πολύ καλή: 35,0,7 33 == fv  
Άριστη: 15,0,3 44 == fv  
 
Άρα θα έχουµε τα τόξα:  °=⋅=⋅°= 5415,0360360α 11 f  

°=⋅=⋅°=α 12635,0360360 22 f  
°=⋅=⋅°=α 12635,0360360 33
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f  
°=⋅=⋅°=α 5415,0360360 44 f

15 %

Άριστη

Κυκλικό  διάραµµα  της  µεταβλητής  Χ  "Ποιότητα  Βάµβακος"

Μέτρια
Καλή 
Πολύ καλή

35 %

15 %

35 %
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Κεφάλαιο 3ο  
 
Στατιστικά µέτρα θέσης και διασποράς 

 
3.1. Μέτρα θέσης 

Τα στατιστικά µέτρα θέσης όπως και τα στατιστικά µέτρα διασποράς µπορούν 
να αντικαταστήσουν ένα µεγάλο πλήθος δεδοµένων και να µας δώσουν το 
µεγαλύτερο ποσοστό της πληροφορίας που περιέχεται στα δεδοµένα. 

Τα στατιστικά µέτρα θέσης δίνουν πληροφορία για το µέγεθος των τιµών των 
δεδοµένων και για την κεντρική τάση αυτών. Αυτά χωρίζονται στα εξής µεγέθη: 
 
1. Μέση τιµή ή µέσος αριθµητικός x  
 

Έστω οι παρατηρήσεις x1, x2, …, xv µιας µεταβλητής Χ. 
Τότε ορίζουµε: 

 
 
 
 

Αν θεωρήσουµε τις παρατηρήσεις x , x ,….., xκ ως τιµές της µεταβλητής Χ µε τις 
αντίστοιχες συχνότητες v1, v2,….., vκ

∑
=

=
v

i
ix

v
x

1

1

1 2

 ( )v≤κ  
Τότε ορίζουµε: 

 
 
 
 
 
Τον τύπο αυτό παίρνουµε και όταν έχουµε οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις µε xi, το 
κέντρο της κλάσης i και µε συχνότητα αυτής vi. 
 
Παρατήρηση: Ο Μέσος όρος µειονεκτεί ως στατιστικό µέτρο κεντρικής θέσης διότι 
επηρεάζεται πολύ από τις ακραίες τιµές της µεταβλητής Χ. 
 
Παραδείγµατα 

1) ∆έκα γεωργοί της περιοχής Ροδόπης που καλλιέργησαν καλαµπόκι το 1999 
είχαν τις επιδόσεις ανά στρέµµα που δίνονται στο παρακάτω πίνακα. 
 
 
 
 
 
 

∑ ∑∑
= ==

===
v

i i
ii

i

i
iii fx

v
v

xvx
v

x
1

κ

1

κ

1

1



 

Πίνακας στρεµµατικής απόδοσης 
Αριθµός γεωργών Στρεµ.Απόδ.(Kgr/στρεµ.) 

1 930 
2 1235 
3 1100 
4 950 
5 1230 
6 1120 
7 1210 
8 1150 
9 1180 
10 1030 

 
Να βρεθεί η µέση απόδοση κατά στρέµµα για τους δέκα εν λόγω γεωργούς. 

 
 

.σ/5,1113
10

1030.......95011001235
µτρ=

+++++ έKgr  930
=x

 
2) Σε µια εταιρεία οι πωλήσεις που έγιναν από τους πωλητές της εταιρείας 

ίναι οι εξής: (σε εκατοµ. δραχµές) 
 

5 8 9 11 12
2 10 12 1 4 3 2 1

6 7 6 8 5 8 1 2 5 6
Να βρεθεί ο µέσος όρος πωλήσεων ανά πωλητή. 
Οµαδοποιούµε τα δεδοµένα σε κλάσεις ίσου πλάτους: και δηµιουργούµε τον 

ίνακα. 

ε

1 2 1 3 7
5 3 

 
 
π
 

Κλάσεις 
[     -    ) 

 
xi 

 
vi 

 
Xi ·vi 

  
fi fI ·xi 

1,3 2 9 18 0,30 0,60 
3,5 4 4 16 0,13 0,52 
5,7 6 7 42 0,23 1,38 
7,9 8 5 40 0,17 1,36 

9,11 10 2 20 0,07 0,70 
11,13 12 3 36 0,10 1,20 

 30 172 1,00 5,76 
 

30=v  
11112 =−=R  

( )6κ =  (από τον πίνακα) 
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άρα 
6

=
κ

~11
=

Rc  2 

73,5  =x

ή    73,5x  

76,5=
6

1
x  

παρατηρούµε λιση λόγω προσεγγίσ ις τιµές των fi. 
 

. Σταθµικός µέσος όρος 

απόκ εων στ

Ο Μέσος όρος των πωλήσεων είναι: 

172
30
11 6

1
==∑

=i
ii vx

v

∑
=

≅==
6

1

76,5
i

ii fx

,172
6

1
= ∑∑

== i
ii

i
ii fxv

 
x  2

 
 ερικές φορές οι παρατηρήσεις x1, x2,…,xv µιας µεταβλητής Χ δεν 
θεωρού

i

i
Αν δηλαδή θεωρήσουµ στ οα αφ όµ ς ρατηρήσεις τους 

συντελεστές βάρου 1 2, , w τό πορού ε ν ορίσουµ ον σταθµικό µέσο 
όρο

Μ
νται ίσως σηµασίας (βαρύτητας) για την µεταβλητή X που εξετάζουµε, τότε 

προσδίδουµε σε κάθε µια παρατήρηση - τιµή x   και ένα συντελεστή βάρους ή 
τάθµισης w . σ

 ε ις πρ ν ερ ενε πα
ες w , w  ... v, τε µ µ α  τ

ήσ ων ς εξής:  x  των παρατηρ ε  ω
 

∑+++ iwwww ν...21

∑=+++
= iivv xwxwxwxw

x
...2211  

Παράδειγµα: 
Υποθέ σε µι γροτι περιο τ’ αρχήν οι γεωργοί ασχολούνται 

όλοι µε τις διαφορετικές κ ιέργε που ται περ ’ έτος. Ο 
πίνακας που ακολουθεί δίνει τον ιθµό  γεω και διαφορετικές 
καλλιέργειες κατ’  της περιοχής: 
 

Πίνακας 

τ  ουµε ότι α α
λ

 κή 
 

χή κα
 ναλ ιες γίνο στην ιοχή κατ

αρ των ργών  τις 
 έτος

 
Αριθµ. ργών Γεω

µ. ∆ ετικώ
αλλ ιών 

 
Έτος 

Αριθ ιαφορ ν 
κ ιεργε

 xi wi 

 
xi wi 

1991 900 3   2700 
1992 1000 2   2000 
1993 3   3300 1100 
1994 1200 2   2400 
Σύνολο 4200 10 10400 
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Ο Σταθµισµένος µέσος ός των γεωργών ανά καλλιέργεια κατ’ έτος, 
χρησιµοποιείται για να πάρουµε ιθµητικό µ των γεωργών ανά καλλιέργεια. 

αριθµ
τον αρ έσο 

 

1040
10

10400
==

Σ
Σ

=
i

ii

w
wx

x   γεωργοί σε κάθε καλλιέργεια ’ έτος. 

 
Αν πάρουµε τώρα  η περιοχή έχει 30 Γεωπόνους α να παρακολουθούν τις 

καλλιέργειες τότε η αναλογία γεωπόνων προς γεωργούς είναι η εξής: 
Σε κάθε γεωπόνο αντιστοιχούν ετησίως 10/30 = 0,3 καλλιέργειες κατά µέσο όρο άρα 
και 

 κατ

 ότι γι

 0,30 ·1040 = 312 γεωργοί. 
 
. Γεωµετρικός µέσος όρος Γx  3

i. Έστω x1, x2, … , xv παρατηρήσεις της µεταβλητής Χ. 
έσο όρο v

vxxxx ⋅⋅⋅=Γ ....21  Ορίζουµε ως γεωµετρικό µ

 
µ Για τον υπολογισ ό του Γx  είναι προτιµότερο να λογαριθµίζουµε και τα δύο 

µέλη (µε δεκαδικό ή νεπέρειο λογάριθµο). 
 

Γ
+++

⋅=
v

v xx 1g1log ( ) ∑
=

Γ =⇒=⋅⋅⋅=⋅⋅
i

v
vv v

x
v

xxx
xxx

v
xxx

1

21
2121 lolog

log....loglog
....log1....log

 
ii Αν έχουµε παρατηρήσεις µε συχνότητα ή οµαδοποιηµένες 

παρατηρήσεις x1, x2,…..,xκ της µεταβλητής Χ, όπου
. 

 v≤κ µε συχνότητες v1, v2,…,vκ 
αντίστοιχα τότε  
 

vv x κ⋅⋅ κ....2v v xxx ⋅=Γ 21
1 όπου  v = v1+v2+….+vκ. 

 

( )⇒=⇒ κ
κΓ

vvv xxx
v

x ...log1log 21
21  

1 ( )κ+++ xvxvxv log....loglog κ2211  Γ =
v

xlog

 
Παρα τα 
 
1. Έσ  εργάτες µε ηµ ίσθια (σε χιλ. δρχ.). 
 

5 5 6 5 4 4 5 
 

δείγµα

τω 10 εροµ

4 4 5 

0 5445 ⋅⋅⋅ 54 ⋅⋅1 5456 ⋅⋅⋅⋅=Γx  
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1=i

( ) 6,4663,063,6
10
15log....4log5log

10
1log

10
1log

10

1 ≅→=⋅=+++== ΓΓ ∑ xxx  

 
2. Ας θεωρήσουµε 100 εργά υθεί: 
 

τες µε τα δεδοµένα του πίνακα που ακολο

Ηµεροµ. σε χιλ. xi vi log xi vi log xi 
4-5 4,5  58 0,65 37,7 
5-6 5,5  37 0,74   27,38 
6-7 6,5    3 0,81     2,43 
7-8 7,5    2 0,87     1,74 

  100   
∑ =⋅ 25,69log ii xv  
 

Τότε έχουµε: 25,691log =⋅= ΓΓx δρχ.900.49,469,0
100

≅→≅→ Γ xx  

 
. Αρµ

α µια σειρά χρονικών περιόδων είναι x1, 
2,….,xv     I=1, 2,…., v   χρονικές περίοδοι. 

Έστω επίσης ότι δαπανούµε ένα ποσό κ χρηµάτων για να αγοράσουµε το προϊόν 
κάθε χρονική περίοδο. 

Τότε αίρν : 

4 ονικός µέσος όρος h 
i. Έστω ότι η τιµή ενός προϊόντος γι

x

θα π ουµε
1x

µονάδες του προϊόντος την  περίοδο κ 1

2x
κ µονάδες του προϊόντος την 2 περίοδο 

…………………………………………... 

vx
κ µονάδες του προϊόντος την v περίοδο 

Άρα τελικά θα πάρουµε στις v – περιόδους: 

∑
=

κ=
κ

++
κ

+
v

i iv xxxx 121

1.....κ µονάδες του προϊόντος. 

ο δαπανήσει v·κ δραχµές: 

αι: 

 
α έχουµε ωστόσΘ

 
ρα η µέση δαπάνη h ανά µονάδα του προϊόντος είνΆ

 

∑∑
==

=
⋅

⋅
= v

i i

v

i i x

v

x

v

11

11κ

κh που καλείται αρµονικός µέσος των τιµών x1, x2,….,xv. 
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ii. Αν έχουµε τις τιµές x1, x2,…., xκ µε τις αντίστοιχες συχνότητες v1, v2,…., vκ 
για την τιµή ενός προϊόντος στις v-περιόδους κ+++= vvvv ....21 . 
 

i i

v
x

vv
h

∑
κ

=

+
=

1

1

1
Τότε: 

i

v++ κ2 .....
 ο αρµονικός µ ος τ 2,…

 

Παραδείγµατα 
1. Έστω ο τιµές ενός αγροτικο προϊόντος στα χρόνια 1991-1995 είναι: 

Πίνακας 

έσ ων x1, x .., x . κ

ι ύ 

 
Έτη 

 
xi 

1

1
x

 

1991 
1992 

320 
330 
350 

0,0031 
0,0030 
0,0028 1993 

1994 400 0,0025 
1995 450 0,0114 

 
00 δρχ. κατ’ έτος για να αγοράζουµε το προϊόν. 

Θα ‘χουµε ως µέση δαπάνη h ανά µονάδα του προϊόντος τα έτη 1991-1995: 
Και διαθέτουµε κ= 10.0

 

59,438
0114,0
5

1
5

5

1

===

∑
=i ix

h   δρχ./ ανά µονάδα του προϊόντος. 

 
2. Αν στο προηγούµενο παράδειγµα είχαµε τα δεδοµένα στα έτη 1980-1999 

 

 
xi 

 
vi 1

1
x

 
1

1
x

vi  

320 
330 
350 

  7 
  6 

31 
0,0030 
0,0028 
0,0025 

  0,0155 
0,021 

   0,0168 
0,005 

  5 0,00

400   2 
 20  

1
 

058,0=
i

i x
v  ∑

 
Τότε αν διαθέταµε επίσης 10.000 δρχ. κατ’ έτος για την αγορά του προϊόντος, θα 
είχαµε µέση δαπάνη ανά µονάδα προϊόντος: 
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83,344
058,0
20

1
20

κ ===

1
⋅∑

=

δρχ. /ανά µονάδα προϊόντος 

. ∆ιάµεσος Μ 
Θεωρείται το σπουδα
Είναι η τιµή που βρίσκεται στο µέσο των παρατηρήσεων όταν αυτές 

τοποθετηθούν σε αύξουσα ή φθίνουσα σειρά. 
της διαµέσου καθορίζεται από το πλήθος των παρατηρήσεων. 
ναι περιττό, δηλαδή αν ν = περιττός, τότε ως διάµεσο λαµβάνουµε 

τον 

2 3 5 7 8 10 11 13 15 
 

 
Μ = 8   ν = 9. 
Αν το π  είναι άρτιο, δη αν είναι ν = άρ τε ως διάµεσο λαµβάνουµε 
το µέσο ν δύο µεσαίων  π.χ. 
 
 

2 3 5 8 9 10 13 

i
i

i

v
x

h

 
5

ιότερο  στατιστικό µέτρο θέσης. 

i. Η θέση 
Αν το πλήθος εί

µεσαίο όρο π.χ. 
 

εφόσον
λήθος λαδή τιος, τό
 όρο τω  όρων

 11 
 

98 + 5,8==M  εφόσον ν = 8. 
2

Παρατήρηση: Γενικά η θέση της διαµέσου δίνεται από τον τύπο: 

2
1+v , όπου v το πλήθος των 

Παρατήρηση: Η θέση της διαµέσου στο σύνολο των παρατηρήσεων είναι τέτοια 
στε να χωρίζει το πλήθος των παρατηρήσεων σε δύο ισοπληθείς οµάδες. 

Έτσι ύ το 
50% των παρατηρήσεων πάνω από αυτήν. 

ii. Αν οι παρατηρήσεις συνοδεύονται από συχνότητες ή αν ουµε 
οµαδοποι  παρατηρήσεις µεσος µπορεί να προσδιορισθεί γραφικά ως εξής: 

Παράδε
1 Σύµφωνα µε τ αράδειγµα των ισθίων των 1 γατών 

βρίσκου ν αθροιστική συχνότητα, σχηµατίζο  τω κών 
σχετικώ νοτήτων και αντιστοιχούµε στο 50% ατηρήσεων, δ N=50, 
µ σω της πολυγωνικής γραµµ  Μ ως εξής: (Γραφικός εντοπισµός της διαµέσου 
Μ). 
 
 

Ηµεροµ. Κλάσεις xi vi fi fI % Fi Fi % Ni 

παρατηρήσεων. 

ώ
 αφήνει το πολύ το 50% των  παρατηρήσεων κάτω από αυτήν και το πολ

έχ
ηµένες  η διά

ιγµα 
. ο π  ηµεροµ 00 ερ
µε τη υµε το πολύγωνο ν αθροιστι
ν συχ των παρ ηλαδή 

έ ής το

4-5 
5-6 

4,5 
5,5 

58 
37 

0,58 
0,37 

58 0,58   58   58 
37 0,95   95   95 



 

6-7 
7-8 

6
7

98 
00 

  98 
100 

  98 
100 

,5 
,5 

  3 
  2 

0,03 
0,02 

  3 
  2 

0,
1,

  100      
 
N % 
                                                                  E  
10

 

50 

 
Παρατήρηση: ς της διαµέσου Μ γίνεται και υπολογιστικά: 
 

 
Ni    

0     
98                                  

      

                     

                                     ∆ 
Γ                 

95 

58                      Β 
 
 

 
 
               Α 
      0           4        5          6          7          8
 

86,4≅M  

Ο προσδιορισµό

                                    Β 
ν
2

          
 Ni-1                                                Γ 

 
 

  Ε      Α 

 

        0       

  ∆     

 
         

            xi - 1    M   xi 

 

Για παρατηρήσεις µε αύξουσα σειρά: 
 
 
 
 ΒΓ
∆Ε

=
ΑΓ
AE
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1

1

2 −

−

−

−=ΒΓ

−=∆Ε

−=
−Μ=

i

ii

i

N

xx
x

ν  
1ΑΓ

ΑΕ

  

1−ii NN
 
Τύπος της διαµέσου Μ   

ix
 

 

=ix
 
6. Επικρατούσα τιµή Τ 

Είναι η τιµή που αντιστοιχεί στη µεγαλύτερη συχνότητα. 
νται από 

ντίστοιχες συχνότητες. 
Π.χ.  

2 3 7 5 6 7 2 3 2 

T=2 εφόσον έχει ητα την µεγαλύτερη 3. 
Υπάρχει περίπτω ην έχουµε επικρατούσα τιµή 
Π.χ. 

2 3 7 9 11 13 
 
ή να έχουµε περισσότερες από µια επικρατούσες τιµές π.χ. 
 

3 5 2 3 4 7 

 µε συχνότητα το 2. 

 
 
 
 
 
 

 

1

1

1

1 2
−

−

−

−

−

−
=

−

−

ii

i

i

i

NN

N

x
xM

ν

 

86,4
58
504

58
504

058
050

45
4

=+=→=−→
−
−

=
−
− MMM  

58,0,50
2

,
5

41
1 ===

=−
− ii

i NNvx
 

Ο υπολογισµός είναι εύκολος για παρατηρήσεις που δεν συνοδεύο
α

 

 

 

2 
 

 συχνότ
ση να µ

21 =T
32 =T
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Γραφικά: Ισχύει για δείγµα µε µια επικρατούσα τιµή. 

Ενώνω τα σηµεία   
 Α,Β και Γ,∆. Το 

i σηµείο τοµής Η των  
ΑΒ, Γ∆ δίνει µέσω της 

 τετµηµένης του την 
vi-1 επικρατούσα τιµή Τ. 
vi+1 

 
 
 
 
          0    xi     T     xi+1 

να είναι όµοια άρα: 

        
                 
   Γ                 Β    

                  Ζ   
         Α      

     ∆   

    H 
v
   Ε  

 

 

 ∆ΒΗΓΗΑ
∆∆

και  Υπολογιστικά: Τα τρίγω
xvv i−Τ=ΕΗ−=ΑΓΕΗ

=
Β∆
ΑΓ

Txvv
ό ii

−=ΗΖ−=Β∆ΗΖ
−1, που  

iii ++ 11

1−−
=

− iii vvxT
 

1+− ii vvT1+ −ix
 
Παράδ
Στο πα  να επαληθεύσουµε την 
επικρατούσα τιµή (Τ= 4,5). 
Έχουµε  

ειγµα: 
ράδειγµα των 100 εργατών µέσω του πίνακα µπορούµε

:

3
0

584
1

1
=

=
=

=
=

+
+

i
i

i

i v
v
v

x
x

7  
5 1−i

58
5

4
3758
0584

=
−
−

→
−
−

=
−
−

T
T

T
T ~ 2,76 
5 21

( ) 73,4576,24 =→−=− TTT⇒ προσεγγίζει την τιµή 4,50 
 
7. Σχέσεις Αριθµητικού µέσου, διαµέσου, επικρατούσας τιµής. 

Τα τρία αυτά µέτρα θέσης όταν η κατανοµή της συχνότητας είναι συµµετρική 
ότε συµπίπτουν. 
.χ. 

τ
Π
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vi                                                                            vi 
                                            Καµπύλη συχνότητας 
 
 
 
 
 
 
  
     0                                                      xi                    0                                               xi 
                         

   
  

 TMx ==    
 

 
Η καµπύλη συχνότητας είναι οριακή κατάληξη του πολυγώνου συχνότητας 

ταν ο αριθµός των κλάσεων τείνει απεριόριστα να αυξηθεί και το πλάτος των 
 τείνει  µη

ετρία στην κατανοµ ς ήτοι θετική 
δεξιά) έχουµε µακριά ή των µεγάλων 

τιµών. 
 
vi

 

 
   0                                                               xi          0                                                          xi 
                           T  < M < 

ό
κλάσεων  στο δέν. 

Όταν έχουµε ασυµµ ή της συχνότητα
ασυµµετρία (κοίλα προς τα ουρά στην περιοχ

                                                                             v
                                       Θετική ασυµµετρία 

i 

 
 
 
 
 

x  
 

Όταν έχουµε ασυµµετρία στ νοµή της συχνότητας, αρνητική ασυµµετρία 
(κοίλα προς τα αριστερά) έχουµε µακριά ουρά στην περιοχή των µικρών τιµών. 
 

 

ην κατα
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vi            αρνητική ασυµµετρία                         vi 
                                                            

  

 
 

                                                            

       0                                                        x           0                                                                  x
 

i i 
                         x  <  M   <  T 

 
 
3.2. Μ

Πολλές φορές τα µέτρα θέσης δεν µας δίνουν την πραγµατική εικόνα των 
αρατηρήσεων και κυρίως όταν θέλουµε να συγκρίνουµε δείγµατα µεταξύ τους. 

ια µέση τιµή αλλά να µην έχουµε 

Όταν υπάρχει µια διασπορά των παρατηρήσεων από την κεντρική θέση (τάση) 
ότε τα µέτρα θέσης αδυνατούν να µας δώσουν την πραγµατική κατάσταση του 
είγµατος και χρειαζόµαστε άλλα µέτρα τα µέτρα διασποράς που προσδιορίζουν την 
ιασπορά των παρατηρήσεων σε σχέση µε τον µέσο όρο του δείγµατος. 
α µέτρα διασποράς είναι το εύρος, το ενδοτεταρτηµοριακό εύρος, η µέση 
πόκλιση, η διακύµανση ή διασπορά, η τυπική απόκλιση και ο συντελεστής 
εταβολής ή µεταβλητότητας που είναι µέτρο σχετικής διασποράς. 

= xµεγαλύτερη τιµή -xµικρότερη τιµή 
Μειονεκτεί ως µέτρο διασποράς γιατί επηρεάζεται απόλυτα από τις ακραίες 

ιµές. Χρησιµοποιείται κυρίως σε ορισµένα µεγέθη όπου χρειάζεται να βρούµε 
νώτερες και κατώτερες τιµές maximum-minimum. 

Μετεωρολογία (θερµοκρασίες)- Χρηµατιστήριο (µετοχές), 
Έλεγχο ποιότητας της µαζικής παραγωγής προϊόντων κ.α. 
Χρησιµοποιείται κυρίως σε ολιγοµελή δείγµατα. 

έτρα διασποράς. 
 

π
Συµβαίνει σε δύο δείγµατα να έχουµε την ίδ

την ίδια κατανοµή συχνότητας. 

τ
δ
δ
Τ
α
µ
 

 
1. Εύρος R. 
Προσδιορίζεται ως η διαφορά της µικρότερης τιµής από την µεγαλύτερη τιµή των 
παρατηρήσεων. 
 
R

τ
α
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Π

Έχουµε 10 υπαλλήλους εταιρείας µε αµοιβές 

.χ. 

αράδειγµα: 

σε χιλ. δραχµές. 
 

310 250 400 
280 270 320 

 

Το εύρος R=450-210=240 χιλ. δραχµές. 
 
2. Ενδοτεταρτηµοριακό Εύρος Q. 

Σε ένα δείγµα παρατηρήσεων x1, x2,….,xv ορίσαµε την διάµεσο Μ. 
Μπορούµε επίσης να ορίσουµε την διάµεσο Q1 την αριστερά της διαµέσου Μ 
παρατηρήσεων όπως και την διάµεσο Q3 των δεξιά της διαµέσου Μ παρατηρήσεων. 
Π
 

4 7 10 13 15 
     

           

           
     M= Q

 

ύµφωνα µε το προηγούµενο παράδειγµα θα ‘χουµε: 
250 270 280 280 310 320 320 400 450 

Q1

 

 

210 280 
450 320 

3 
 

           
 
 

                                         Q1 =4                    Q3 =13                                               
 

                                              M=8,5 
                                                    2 

Q1, Q2, Q3: Τεταρτηµόρια. 
Το Q1  αφήνει κάτω από την τιµή του το πολύ το 25% των παρατηρήσεων, ενώ το Q3 
αφήνει πάνω από την τιµή του το πολύ το 25%. 
Έχουµε ότι το =Q  Q3  - Q1 
 
Παράδειγµα 

=270 Q2=M=295        Q3=320 

Σ
 

210 
 
 

 

50270320 =−=Q χιλ. δραχµές. 
 

3. Μέσ
ε µέσο αριθµητικό 

η απόκλιση Μ.Α. 
Ορίζεται για το δείγµα των παρατηρήσεων x1, x2,…, xv µ

xως εξής: 
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v

MA i= 1  
xx

v

i∑ −
=

Παράδειγµα: 
Σε µια περιοχή η  απόδοση  καλλιέργειας για 10 αγρότες της 

1280 1100   950 1000   960 
1900 1200 1530 

 

στρεµµατική  µιας
περιοχής είναι (Kgr/στρεµ.). 

1010 1500 
 

124=x ./3 στρKgr  

10
( ) =−++−+−=ΜΑ 12431530......12431100124312801  

( )2874365725723328324329314337
10
1

+++++++++  =

./6,247 στρ=ΜΑ⇒ Kgr  
 
. ∆ιασπορά ή διακύµανση S² (ή µέση τετραγωνική απόκλιση) και                          

τυπική απόκλιση S. 

ρο

4

Η ∆ιασπορά των τιµών x1, x2,…., xv ενός δείγµατος µιας µεταβλητής Χ µε µέσο 
 x  δίνεται από τον τύπο: ό

            ∑=S 2 1 v ( )
=

−
− i

i xx
v 1

2

1
 

Αν ονοµάσουµε σ² την διασπορά – διακύµανση του πληθυσµού από τον οποίο 
παίρνουµε το δείγµα, τότε η διακύµανση S² αποτελεί τον καλύτερο εκτιµητή της σ² 
του πληθυσµού

v1
: 

( )∑ −= i xx
22 (

=

αµερόληπτη εκτίµηση του σ²). Όταν έχουµε παρατηρήσεις x1, S
− iv 11

x2,…., xκ µε συχνότητες v1, v2,….,vκ ( )v≤κ  ή οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις τότε 
 

                                             ( ) ii vxxS ⋅−= ∑
κ 22 1    

iv − =

υνήθως αποφεύγεται ο τύπος αυτός όπως και ο προηγούµενος και χρησιµοποιούνται 
τύποι χωρίς την

11
 
Σ

 x . 
Αυτό προκύπτει ως εξής: 

)
= =



i

v

i1

2

1

v

1i

222 1(v1 ∑ ∑ ∑


+−
−

=+−
−

= iiii xvxxx
v

xxxx
v

S2 2
1

2
1

 
=
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Όµοια έχουµε: 
 





























−
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= ∑
∑
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=
κ

1

2κ

122

1
1

i

i
ii

ii v

vx
xv

v
S , για τις οµαδοποιηµένες τι  ή για τις τιµές µε  

Πα

1. Η ∆ιασπορά των 10 τιµών που εκφράζουν την στρεµµατική απόδοση 
σύµφωνα µε το προηγο ράδειγµα είναι: 
 

µές

συχνότητες  

ραδείγµατα 
 

ύµενο πα

( )22 ./112.980108831
στρ=⋅⋅= KgrS

 
( )22222 287...29314337

110
1

++++⋅
−

=S

9

2. Έχουµε 200 ε
 

εις που ς 
ίνεται από τον πίνακα. 
Σε εκατοµµύρια  δραχµές. 

πιχειρήσ  το ύψος των µηνιαίων πωλήσεων του
δ

 
Αξία  πωλήσεων xi vi xivi xi² vixi² 

4 - 6 

  8 -10 
 
 

14-16 
16-18 

  5 

  9 
11 
13 
15 
17 

  10 

  30 
  80 
  30 
  20 
  10 

  50 

270 
880 
390 
300 
170 

  25 

  81 
121 
169 
225 
289 

  250 

2430 
9680 
5070 
4500 
2890 

 6 - 8   7   20 140   49   980 

10-12
12-14

  200    

 44



 

∑∑
==

==
7

1

2
7

1
258002200

i
ii

i
ii xvvx  

 
Η διασπορά των οµαδοποιηµένων τιµών είναι: 
 

( ) ( )2420025800
199

1
200

220025800
1200

1 2
2 −=








−

−
=S  

 
( )22 Ε04,8 κατ⋅=S  

Τυπική Απόκλιση S 

Η τυπική απόκλιση 2SS = είναι η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς. 
Χρησιµοποιείται πιο πολύ εφόσον παρακάµπτει το µειονέκτηµα της διασποράς που 
µετριέται σε τετραγωνικές µονάδε ν 
τις παρατηρούµενες τιµές xi µιας µεταβλητής Χ. 
Έτσι σύµφωνα µε τα δύο παραδείγµατα που διατυπώθηκαν έχουµε: 

ς, σε σχέση µε τις απλές µονάδες που εκφράζου

( )= 112.982S στρεµ=⇒στρ /98112./ 2 KgrSKgr  
 

νώ από την σχέση  

./στρεµr23,313=⇒ KgS
. ( ) .84,204,804,8 22 εκατ=⇒εκ=⇒εκατ= SSS  Ε

Η τυπική απόκλιση S αποτελεί το κυριότερο µέτρο διασποράς. Όταν 
ναφέρουµε την τυπική απόκλιση S παράλληλα πρέπει να αναφερθεί και η µέση τιµή 
των παρατηρήσεων έτσι ώστε να γίνει αντιληπτό ότι οι παρατηρήσεις κυµαίνονται σε 
ένα διάστηµα π.χ. 

α

( )SxSx +− ,   ή ( )SxSx 2,2 +−  κ.ο.κ. 
 

Έτσι στο παράδειγµα των µηνιαίων πωλήσεων των 200 επιχειρήσεων έχουµε 

S=2,84 εκατ. µε µέσο όρο .112001 7

εκατ=== ∑ vxx  
2001i

iiv
Αυτό σηµαίνει ότ

2
=

ι ένα ποσοστό από τις παρατηρήσεις των  200 επιχειρήσεων 
άστηµα  (11-2,84, 11+2,84) ήτοι (8,16, 13,84), ένα 

εγαλύτερο ποσοστό από τις    παρατηρήσεις   βρίσκεται   στο    διάστηµα  (11-
2·2,84,  11+2·2 ,68) κ . 

Σύµφωνα µε ρηµα του ys το σ ν ηρήσεων – 
τιµών ενός δείγµα υ βρίσκον ε τ ια ατ

κυµαίνονται π.χ. στο δι
µ

,84)  ήτοι (5,32, 16 .ο.κ
το θεώ Cheb hev  ποσο τό τω παρατ
τος πο ται ντός ου δ στήµ ος x είναι 

µεγαλύτερο ή ίσο του 011 2−
κ

 

 Όταν η κατα ς συχνότητ ατ εω αι  (έχει 
κωδωνοειδή µορφή) ει εκτιµηθεί : 
 
 
 

νοµή τη ας των παρ ηρήσ ν είν  συµµετρική
τότε έχ  ότι

Sκ±  

〉κµε
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         Sx 3−   Sx 2−     Sx −                  x             Sx +        Sx 2+  Sx 3−  

                                                68,27% 

             95,45% 

 

 
 

 
 

 διαστήµατος

                                   

                                               99,73% 

Εντός του  x SxS +− ,  

( )
 ( ) το 99,73% των

εφόσον στην κωδω
SxSx 3,3 +−

ης ότι 
 παρατηρήσεων
νοειδή

βρίσκεται το 68,27% των 
αρατηπ ρήσεων, εντός του διαστήµατος SxSx 2,2 +− .Το 95,45% και εντός 

Έχει εκτιµηθεί επίσ  
του διαστήµατος . 

κατανοµή συχνοτήτων το 
99,73% περίπου βρίσκεται εντός του διαστήµατος ( )SxSx 3,3 +− που είναι 
µήκους 6S, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το εύρος των τιµών των παρατηρήσεων 

R≅ 6S και έτσι η τυπική απόκλιση S ≅
6
R

. 

Αυτό µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε την τυπική απόκλιση µέσω του 
εύρους  όταν έχουµε συµµετρική κατανοµή ης συχνότητας των παρατηρήσεων. 

5. Συντελεστή διασπο  P

, τ
 

ράς (συντελεστής earson) v. 

σιµοποιηθεί για να συγκριθούν δύο 
ιαφορετικές κατανοµές συχνοτήτων όταν έχουν την ίδια τιµή διασποράς αλλά 
ιαφορετική µέση τιµή π.χ. όταν έχουµε δύο κατανοµές συχνοτήτων που αναφέρονται 
ε µηνιαίους µισθούς υπαλλήλων δύο επιχειρήσεων Α και Β µε διασπορές 

 
Η διασπορά δεν µπορεί να χρη

δ
δ
σ
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000.40και =ΒSA 000.300=Ax δρχ. και 000.200=Βx

Γ

%14100
000.100

000.1
⋅Γ

Τα αγροτικά εισοδήµατα των Ελλήνων παρουσιάζουν µεγαλύτερη διασπορά 
απ΄ ότι τα αγροτικά εισοδήµατα των γάλλων. 

δρχ. αλλά S τότε δεν 
πορούµε να πούµε ότι έχουµε το ίδιο βαθµό διασποράς των παρατηρήσεων στις δύο 
ατανοµές γύρω από τους αντίστοιχους µέσους όρους. 

Αυτό διότι διαφορετικό είναι στην επιχείρηση Α να κυµαινόµαστε +

µ
κ

000.300=Αx  
 000.200=Βx  .

 40.000 
ρχ. γύρω από το και διαφορετικό είναι να κυµαινόµαστε 000.40±  
ρχ. γύρω από το
δ
δ  

Το ποσοστό του 40.000 δρχ. στις 300.000 δρχ. είναι µικρότερο από το 
οσοστό του 40.000 δρχ. στις 200.000 δρχ. 

Επίσης η διασπορά δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί και όταν επιχειρούµε να 
υγκρίνουµε δύο κατανοµές συχνότητας µε διαφορετικές µονάδες µέτρησης των 
πιµέρους παρατηρήσεων. 

Π.χ. ∆εν εξάγεται άµεσα συµπέρασµα ως προς τον βαθµό διασποράς σε δύο 
ατανοµές συχνοτήτων που αναφέρονται σε εισοδήµατα αγροτικών νοικοκυριών, 
ταν η µια οµάδα αναφέρεται σε ελληνικά νοικοκυριά άρα µετριέται σε δραχµές το 
ισόδηµα τους, ενώ η άλλη οµάδα αναφέρεται σε γαλλικά αγροτικά νοικοκυριά και 
τα εισοδήµατά τους µετρώνται σε φράγκα π.χ. οµάδα αγροτικών νοικοκυριών στην 
λλάδα µε 

π

σ
ε

κ
ό
ε

5,2=Ex και 5,0=ES (
 φράγκα και 000.14=ΓS  

Ε σε εκατ. δραχµές) και οµάδα αγροτικών 
νοικοκυριών στη Γαλλία µε 000.100=Γx φράγκα. 

Ένα µέτρο που χρησιµοποιείται στις περιπτώσεις που αναφέρθηκαν είναι ο 
ζεται και συντελεστής µεταβλητότητας. Είναι 

έτρο σχετικής διασποράς γιατί γίνεται αναφορά της απόκλισης στον µέσο όρο και 
συντελεστής διασποράς v που ονοµά
µ

εκφράζεται επί τοις εκατό: 100
x

v = S
.  Ένα δείγµα θεωρείται οµοιογενές όταν η τιµή 

του v είναι το πολύ 10%. 
 

όµενες περιπτώσεις
Παραδείγµατα  
1. Στις προαναφερ  έχουµε: 

i) } Α>⇒
==⋅=

==⋅
Β

Β

vv
v

A

%2040100000.40

%3,13
3
40100

000.300
000.40

 

 

=v

2000.200

Άρα η οµάδα των µισθών των υπαλλήλων της Β επιχείρησης παρουσιάζει 
µεγαλύτερη διασπορά απ΄ ότι η οµάδα των µισθών των υπαλλήλων της Α 
πιχείρησης. ε

ii) }
4

5,2 vv
v

E >⇒
==

 
%201005,0vE =⋅=
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2. Έχου ς ατικές αποδό βαµβακιού στηµε τι  στρεµµ σεις του ν Θράκη, 
Μακεδονία και του καλαµποκιού στη Θεσσαλία που είναι οι ακόλουθες: 

kgrSkgrx 58300 == θρθρ και

S
x M

θεσκαι kgrkgrx
kgrSkgr M

2101150
65350
==

==

θεσ

και  

Οι τυπικές πο αποκλίσεις υ αναφέρονται δεν µας βοηθούν να βρούµε πιο 
δείγµα 

άς θα έχουµε: 
παρουσιάζει µεγαλύτερη διασπορά αποδόσεων γύρω από τη µέση απόδοση. 

Αν πάρουµε όµως τους συντελεστές διασπορ

%33,19100
300
58

=⋅=θρv  

65
=v %57,18100

350
=⋅Μ  

%26,18100
1150
210

=⋅=θεσv  

Αυτό µας επιτρέπει να πούµε ότι: 
θρ >> vvv M

∆ηλαδή η στρεµµατι στη Θράκη έ ερη διασπ
θεσ  

κή απόδοση χει µεγαλύτ ορά απ΄ 
ότι στη

Θεσσαλία για δύο διαφορετικές καλλιέργειες έχουµε να παρατηρήσουµε ότι: 
όδοση τ

µεγαλύτερες διακυµάνσεις απ΄ ότι η στρεµµατική απόδοση του καλαµποκιού στη 

τιµών δύο διαφορετικών δειγµάτων. 
όρο και την τυπική απόκλιση δύο 

διαφορετικών δειγµάτων αλλά θέλουµε να προσδιορίσουµε τη σχετική θέση δύο 
ών στα δύο διαφορετικά δείγµατα. 

∆ηλαδή σε ποιο δείγµα η προαναφερόµενη τιµή είναι σε καλύτερη θέση σε 
σχέση µε την θέση της άλλης τιµής στο δεύτερο δείγµα. 
ο καλύτερο έχει να κάνει µε το ποσό σε µεγέθη τυπικής απόκλισης η τιµή είναι 

πάνω ή κ
ι

                          

 Μακεδονία ως προς την καλλιέργεια του βαµβακιού.  
Συνεπώς η απόδοση κατά στρέµµα στη Μακεδονία είναι πιο σταθερή. 
Επίσης συγκρίνοντας τους συντελεστές διασποράς στη Μακεδονία και στη 

Η στρεµµατική απ ου βαµβακιού στη Μακεδονία παρουσιάζει 

Θεσσαλία. 
 
6. Σχετική θέση 

Αρκετές φορές γνωρίζουµε το µέσο 

τιµ

Τ
άτω του αντίστοιχου µέσου όρου του δείγµατος στο οποίο ανήκει η τιµή. 

Μια τέτοια ποσότητα στη στατιστ κή είναι το µέγεθος Ζ: 

                            
S

xxZ −
=   η οποία  καλείται ανηγµένη µεταβλητή, 

υ x η τιµή, x  όπο
στι

η µέση τιµή και S η τυπική απόκλιση. (θα γίνει εκτενέστερος λόγος 
ς κατανοµές τυχαίων µεταβλητών παρακάτω για την ανηγµένη µεταβλητή Ζ). 
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Παράδ µα  
 έτος σε µια 

περιοχή της Θράκης και είχαν τις ακόλουθες στρεµµατικές αποδόσεις. 
 
 

ειγ
Έχουµε 6 γεωργούς που καλλιέργησαν σιτάρι και καλαµπόκι ένα

 
Γεωργοί Kgr/στρ. Kgr/στρ. 

1 150 880 

Αποδ. Σιτάρι Αποδ. Καλαµπόκι 

2 170   960 
3 180 1100 
4 200 1200 
5 210 950 
6 190 1110 

 
Να βρεθεί η σχετική θέση του τρίτου γεωργού ως προς τους υπόλοιπους 

γεωργούς στις δύο αναφερόµενες καλλιέργειες. 
Έστω x  η µέση τιµή και S  η τυπ6 6 ική απόκλιση στο σιτάρι και  

κx  η µέση τιµή και κS  η τυπική απόκλιση στο καλαµπόκι 

Έχουµε: ./3,1831100
στρ== Kgrx   

6
6

     ./3,033.1
6

6200
στρ==κ Kgrx  

Επίσης: ( ) ( )
=

−++−
=

3,183190......3,183150 22
2
6S  

6

89,38889,4489,71289,278897,1089,17689,108.1
=

+++++  =
6

και 6S ./72,19 στρ= Kgr  

 ( ) ( ) ( )−++−+−
=κ

3,033.1110.1....3,033.19603,033.1180 222
2S  =

6
++++

=
89,938.689,788.2789,448.489,372.589,500.23

→=⋅
+ 22,322.1289,882.5 2Sκ6

 
./00,111κ στρ=→ KgrS  

Παίρνω την ανηγµένη µ ή Ζ: εταβλητ

1 −− xx
167,0

72,19
3,18380

6

66
6 −===Ζ

S
 

601,0
111

3,033.1100.1
κ =

−
=

−
=Ζ

κ

κκ

S
xx  

 49



 

Παρατηρούµε ότι ο τρίτος γεωργός παρουσίασε καλύτερη απόδοση, σε σχέση 
µε του

 

ς υπόλοιπους γεωργούς, στην καλλιέργεια του καλαµποκιού απ΄ ότι στην 
καλλιέργεια του σιταριού. 
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Κεφάλαιο 4ο  
Βασικές αναφορές στη θεωρία των πιθανοτήτων 

 

 
4.1. Πείραµα τύχης – ενδεχόµενα – δειγµατικός χώρος. 
Πείραµα τύχης: Κάθε πείραµα το οποίο µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες 
συνθήκες χωρίς να είναι προβλέψιµο το αποτέλεσµά του. 

Ενδεχόµενα ή γεγονότα: Τα δυνατά αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης. 
∆ιακρίνονται σε απλά ενδεχόµενα ή σύνθετα ενδεχόµενα ανάλογα αν έχουν ένα ή 
περισσότερα στοιχεία. 

∆ειγµατικός χώρος: Το σύνολο των απλών ενδεχοµένων ενός πειράµατος τύχης. 
 

Παραδείγµατα 
1. Αν σε ένα πείραµα µετράµε τη ζωή ηλεκτρικών αντιστάσεων µιας 

κατασκευάστριας εταιρείας το αποτέλεσµα θα είναι t σε ώρες 
(δεχόµαστε ότι καµιά ηλεκτρική αντίσταση δεν ξεπερνά σε ζωή τις 5.000 ώρες). Το 
πείραµα αυτό είναι πείραµα τύχης. 
 

2. Σε ένα πείραµα επιλέγουµε τυχαία ένα µηχάνηµα που κατασκευάζεται 
από µια εταιρεία. Το µηχάνηµα µπορεί να είναι καλό ή ελαττωµατικό. Στην ερώτηση 
αν το µηχάνηµα είναι καλό ή ελαττωµατικό δεν µπορούµε να απαντήσουµε διότι δεν 
έχουµε πάντα το ίδιο αποτέλεσµα. Αυτό θεωρείται ένα πείραµα τύχης. 
 

3. Αν ρίψουµε ένα νόµισµα δύο φορές τα αποτελέσµατα θα είναι ΚΚ, 
ΚΓ, ΓΚ, ΓΓ (Κ: κορώνα,  Γ: γράµµα). Εφόσον δεν υπάρχει το ίδιο πάντα αποτέλεσµα 
θεωρείται πείραµα τύχης. 
 

4. Ο δειγµατικός χώρος του 1ου παραδείγµατος είναι: 
Αυτός ονοµάζεται άπειρος, µη αριθµήσιµος, συνεχής. 
 

5. Ο δειγµατικός χώρος του 2ου παραδείγµατος είναι: {Κ,Ε}: Κ: καλό, Ε: 
ελαττωµατικό. Ο δειγµατικός αυτός χώρος είναι πεπερασµένος. 
 

6. Αν ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης είναι το σύνολο 
ΙΝ*={1,2,3,…..} τότε ονοµάζεται άπειρος αριθµήσιµος δειγµατικός χώρος (δ.χ.). 
 

7. Αν ορισθούν τα δύο γεγονότα-ενδεχόµενα ενός πειράµατος τύχης ως 
σύνολα Α και Β τότε: 
 

-      Η πραγµατοποίηση του Α ή του Β συµβολίζεται στη γλώσσα των 
συνόλων ως  

000.50 ≤≤ t  

000.50 ≤≤ t . 

 BA U .
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- Η πραγµατοποίηση του Α και του Β  
-      Η µη πραγµατοποίηση του Α: 

: BA I .

A (συµπληρωµατικό του Α ως προς  
σύνολο αναφοράς Ω). 

έβαιο ενδεχόµενο: Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων Ω, εφόσον πάντοτε 

το

-     Η πραγµατοποίηση του Α και όχι του Β: Α-Β. 

Β
πραγµατοποιείται. 

Αδύνατο ενδεχόµενο: Το ενδεχόµενο που δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί. 

Ασυµβίβαστα ή αµοιβαίως αποκλειόµενα ενδεχόµενα: ∆ύο ενδεχόµενα Α, Β που 
Α∩Β=φ  (η τοµή τους είναι το κενό σύνολο). 
 
4.2 Ορισµός της πιθανότητας 

 πείραµα τύχης και ένα ενδεχόµενο  Ε αυτού. 

του ενδεχοµένου Ε το : 

  
1. Εµπειρικός Ορισµός της πιθανότητας. 

Έστω ένα
 v φΣε ορές επανάληψη του πειράµατος τύχης πραγµατοποιείται µ φορές το 

ενδεχόµενο Ε. 
Θεωρούµε την σπάνια περίπτωση που το πείραµα τύχης επαναλαµβάνεται 

άπειρες φορές. 
Τότε έχουµε ως πιθανότητα 
 

.
lim

)(
vv

EP µ
ω+→

=  

 
2. Κλασσικός Ορισµός της Πιθανότητας 

 σηµείων του δειγµατικού χώρου Ω). Ορίζουµε ως 
ιθανότητα του Ε: 

Θεωρούµε Ν(Ε) το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων πραγµατοποίησης του 
ενδεχοµένου Ε και Ν(Ω) το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων του ενδεχοµένου Ε (το 
πλήθος των δειγµατικών
π

 

.)()( =
ENE Θεωρούµε τα στοιχειώδη ενδεχόµενα ισ

)(ΩN
P  οπίθανα. 

 

κάθ

ξίωµ ο : Γ

4.3. Αξιώµατα της πιθανότητας. 
Σε ε γεγονός – ενδεχόµενο Α ενός πειράµατος τύχης µε δειγµατικό χώρο 

Ω αντιστοιχεί ένας πραγµατικός αριθµός Ρ(Α) µέσω της συνάρτησης που ορίσθηκε 
ιο πάνω. π
Α α 1 ια κάθε γεγονός Α: 0)( ≥AP . 
Αξίωµα 2ο : Για το Ω ισχύει =Ω

ο
: 1)(P . 

ξίωµα 3  : Αν έχουµε τα ενδεχόµενα Α , Α ,…, του ίδιου πειράµατος τύχης που 
είναι α  δ
Α 1 2

νά ο ασυµβίβαστα, δηλαδή jAA ji ≠ιφ= ,I  Τότε: ύ
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....)()()(....) 3213 +++= APAPAPA U ..( 21 AAP UU  
Ειδικότερα: Αν ).()(: 212121 APAAAPAA +== UI φ  (P
 
Ακόµη ισχύει:  
1. )(1)( APAP −= εφόσον 

Α=AAI φκαι .)()(1)()( ⇒ΑΡ+ΑΡ==ΩΡ=Ω= AAPA UU  
2.   0)( =φΡ  
 

3. ν viAAAA iV ,....,3,2,1.... ,21 Α =Αµε= UUU ανά δύο ξένα µεταξύ    
: ).(...)()()( 21 VAPAPAPAP +++=       τους

4.   ΑΡ−ΒΡ+ΑΡ=Β ()()()( IUAP ΒΑΒ ,),   δύο τυχαία ενδεχόµενα. 
    Αν

Παραδ
 

ός θέλει να διαλέξει από 4 είδη φυτοφαρµάκων Α,Β,Γ,∆, δύο είδη για 
να τα χ

υς τρόπους µπορεί να κάνει αυτή την επιλογή; 
ii.  ίδια πιθανότητα. 
 
Να βρεθούν οι πιθανότητες των γεγονότων: 
1. Α1 = «Η επιλογή να περιέχει το φυτοφάρµακο Α». 
. Α2 = «Η επιλογή να περιέχει το φυτοφάρµακο Β». 

µακο Α ή Β». 
4. Α4 

 να µην περιέχει το φυτοφάρµακο Β». 
 
i. Ζητάµε το δειγµατικό χώρο που περιέχει όλους τους συνδυασµούς  
              

5.  )()( BPAPBA ≤⇒⊆  
 

είγµατα: 

1. Ένας γεωργ
ρησιµοποιήσει στις καλλιέργειές του. 

i. Με πόσο
Θεωρούµε ότι οι συνδυασµοί που θα κάνει έχουν την

2
3. Α3 = «Η επιλογή να περιέχει το φυτοφάρ

= «Η επιλογή να περιέχει τα φυτοφάρµακα Α και Β». 
5. Α5 = «Η επιλογή να µην περιέχει το φυτοφάρµακο Γ ή ∆». 
6. Α6 = «Η επιλογή να µην περιέχει το φυτοφάρµακο Α». 
7. Α7 = «Η επιλογή

}.,,,,, Γ∆Β∆ΒΓΑ∆ΓA{= ABS  

 .
6
1  ii. Η πιθανότητα κάθε συνδυασµού είναι

Οι πιθανότητες των γεγονότων 72,1 ,...., AAA είναι: 
13)(1

6
3)( 1 ==== APAP  

262 2

 
1 AP==  )21)4213 66

( AIU

1)()(,1)( −=== PAPAPAP  

((5))( APAAPAP ==

2
1

2
11)(

6 1165 =−=A
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2
1

2
11)(1)()( 2 =−=−== APAPAP  27

 
Παρατηρούµε ότι: 

6
() 213 = AAP U

5)( =AP  

6
5

6
1

2
1

2
1)()() 211 =−+=−+ AAPAP I  ( 2AP

∆ηλαδή: )()()()( 212121 AAPAPAPAAP IU −+=  
 

 ∆εσµευµένη πιθανότητα. 

Ορίζουµε ως δεσµευµένη πιθανότητα του Α ως προς Β και συµβολίζουµε: 
τητα: 

 

 

4.4.
 

Ρ(Α/Β) την πιθανό

( ) ( )ΒΑΡ
=

IΑ/ΒΡ  
( )ΒΡ

 
 

Παράδειγµα:  

ήµατα δύο τύπων Ι και ΙΙ. Από 
τ . Από τα 30 µηχανήµατα του 
 α του τύπου ΙΙ τα 8 είναι 

αία ένα µηχάνηµα και 

Να υπολογισθούν ακόµη οι πιθανότητες: 

1. Να έχει επιλέξει τύπου ΙΙ, όταν διαπιστώσει ότι είναι χαλασµένο. 
2. Να έχει επιλέξει καλό µηχάνηµα, όταν διαπιστώσει ότι είναι τύπου Ι. 
3.  διαπιστώσει ότι είναι τύπου ΙΙ. 
4. Να έχει επιλέξει χαλασµένο µηχάνηµα, όταν διαπιστώσει ότι είναι τύπου Ι. 

µένο µηχάνη ν διαπιστώσει ότι είναι τύπου ΙΙ. 
6. Να έχει επιλέξει µηχάνηµα τύπου Ι, όταν διαπιστώσει ότι είναι καλό. 
7. Να έχει επιλέξει µηχάνηµα τύπου ΙΙ, όταν διαπιστώσει ότι είναι καλό. 

 
 
 
 
 

 

 

 
Σε µια αποθήκη υπάρχουν 100 γεωργικά µηχαν

αυτά α 30 είναι του τύπου Ι και τα 70 του τύπου ΙΙ
τύπου Ι τα 5 είναι χαλασµένα, ενώ από τα 70 µηχανήµατ
χαλασµένα. 

Ένας γεωργός µπαίνει στην αποθήκη και παίρνει τυχ
διαπιστώνει ότι είναι χαλασµένο. 

Ποια η πιθανότητα αυτό να είναι τύπου Ι. 

 

Να έχει επιλέξει καλό µηχάνηµα, όταν

5. Να έχει επιλέξει χαλασ µα, ότα
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 Χαλασµένο 
µηχάνηµα 

Καλό 
µηχάνηµ

 
Σύνολο 

 
α 

Τύπος Ι   5    25   30 Χ: Χαλασµένο µηχάνηµα 
Τύπος ΙΙ   8 62   70 Κ: Καλό µηχάνηµα 
 13 87 100  

2 

 
Θέλουµε να υπολογίσουµε την δεσµευµένη πιθανότητα: 

.
)(

)()/(
XP

XIPXIP I
=  

100
70)(,3,030)( === IIPIP  Έχουµε : 

100
513 05,0)(,13,0)( ==== XIPX I  

100100

08,08)( ==XIIP I

P

25,0
100
25)(,

100
==kIP I  

62,0
100
62)( ==KIIP I  

Άρα: 

38,0
13,
05,0)(/( =

XIPXIP I  
0)(

) ==
XP

/( XIIP
13,0
08,0) = ~0,61 83,0

30,0
25,0)/( ==IKP  

11,008,0)/(89,0
,0
62,0)/( ==== IIXPIIKP  

7,070

29,0==
87,030,0
25,0)/(17,005,0)/( == KIPIXP  

87,0
/( KIIP 71,062,0) ==  

 
4.5.

∆ ν 
απο ίε
Η π ό  
το γ

 Ανεξάρτητα ενδεχόµενα 
ύο ενδεχόµενα Α, Β ονοµάζονται ανεξάρτητα όταν η εµφάνιση του Α δε

κλε ι την εµφάνιση του Β και αντίστροφα. 
ύται µειθαν τητα να εµφανισθούν ταυτόχρονα και τα δύο συµβάντα Α και Β ισο

ινόµενο των πιθανοτήτων τους. 
)()() BPAPB ⋅=  «Κανόνας του πολλαπλασιασµού των πιθανοτήτων»(P IA  

 
Παράδειγµα 

Εξετάζουµε τους 300 εργαζόµενους σε µια επιχείρηση ως προς το φύλλο και 
το δος της εργασίας τους.  εί
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ν τα θα στοιχεία. έκυψα  ακόλου
Είδος εργασίας 

ια 
ητή λληλος 
+Στέλεχος 

Σύνολο 

160 40 200   

 
της Εργάτρ

∆ιοικ Υπά
 

  20   80 100 
180 120 300 

 ένα εργαζόµενο, να υπολογισθούν οι πιθανότητες: 
της και άνδρας. 
άλληλος και άνδρας. 
τρια και γυναίκα 
άλληλος και γυναίκα. 
αν τα χαρακτηριστικά «είδος εργασίας : εργάτης» και «φύλλο: 
τητα µεταξύ τους. 

67,0
300
200)(6,0

300
180

==νδρας==α άP  )

33,0
300
100)(4,0

300
120

==καγυνα= ίP  

53) =νδραςά  ,0
13,0) =νδρας  

07,0) =καγυναί  
27,0) =καυναί  

άνδρας) και Ρ(εργάτης0,530,4020,670,6Ρ(άνδρας) =≠=⋅=⋅  : 
Από την εξέταση προ

 
Φύλο 

Άνδρες 

 

Εργά

Γυναίκες 
Σύνολο 

 
Επιλέγουµε στην τύχη

 είναι εργά
 είναι ∆. υπ

iii) Να είναι εργά
iv) Να είναι ∆. υπ
V)    Να εξετασθούν 
άνδρας» είναι ανεξάρ

Έχουµε: 

i) Να
ii) Να

( −τηςεργάP

.). =λτΣ+λπ έά.( υ∆P

i) &( τηςεργάP
ii) &..(∆υπαλ άP
iii) (εργάP &τρια
iv) &..(∆ γλυπάP
Έχουµε : (εργάτης) Ρ

Τα χαρακτηριστικά “φύλλο: άνδρας” και “είδος εργασίας: εργάτης” δεν είναι 
ανεξάρτητα. 
 
4.6. Νόµος του Bayes 

Έστω Β1, Β2,….,Βκ ο διαµελισµός του δειγµατικού χώρου S και ένα 
νδεχόµενο Α του δειγµατικού χώρου S. ε

 
Β

      Ω

     Α∩Bi

1 Β2 Bi……. Bk 
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Τότ
 

ε: 

(BiP     (Νό ) 

 

µος Bayes
)(

()/
AP

BiAPA I
=

Έχουµε όµως: )(...)()()( 21 kBAPBAPBAPAP III +++=  
 
 

Και ικά  τελ

                        

 
 
 
 
 

)(...)(
)()/(

1 KBAPBAP
BiAPABiP

II

I

++
=                          

 
 
 

)2211 ()/(...)()()()/(
)()/)/(

KK BPBAPBPBAPBPBAP
BiPBiPABiP

⋅++⋅+
⋅

=  
/

⇒
(A

 
Παράδειγµα 

 πρώτο εργοστάσιο παράγει τριπλάσια ποσότητα από το δεύτερο την 
ια χρονική περίοδο, ενώ το δεύτερο παράγει διπλάσια ποσότητα από το τρίτο 

κή περίοδο. Είναι γνωστό ότι το 3% των προϊόντων που 
ώτα εργοστάσια είναι ελαττωµατικά, ενώ στο τρίτο 

εργοστ

λα τα προϊόντα συγκεντρώνονται σε ένα αποθηκευτικό χώρο και γίνεται ποιοτικός 
έλεγχ Ο ε τή  αία ένα προϊόν και το βρίσκει καλό. Ποια η 
ιθανότητα να έχει κατασκευασθεί στο δεύτερο εργοστάσιο; 

Έστω Α  ενδεχόµενο «το προϊόν καλό» και Bi τα ενδεχόµενα «Το προϊόν 
κατασκευάζε το  Εργοστάσιο» µε  i =1,2,3. 

 

 
Ένα µεταποιηµένο γεωργικό προϊόν µπορεί να παραχθεί σε τρία διαφορετικά 

εργοστάσια. Το
ίδ
εργοστάσιο την ίδια χρονι
παράγονται στα δύο πρ

άσιο τα ελαττωµατικά είναι το 5% των παραγόµενων προϊόντων στην ίδια 
πάντα χρονική περίοδο. 
Ό

ος. λεγκ ς παίρνει τυχ
π
 

 το
ται σ  i -
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Ζητάµε  την πιθανότητα: 
 

)()/()()/()()/(
)()/()

332211

22

BPBAPBPBAPBPBAP
BPBAPA

⋅+⋅+
⋅

=  /( 2BP

 
 
Έχουµε: 

9
1)(

9
2)(6

32 == BPBP  
9

)( 1 =BP

 
 x η ποσότητα η παραχθείσα στο τρίτο εργοστάσιο τότε θα έχει 

αραχθεί 2 x ποσότητα στο δεύτερο και 3·2 x = 6x στο πρώτο εργοστάσιο. 

ρα στην ποσότητα 9Χ:  

 3ο εργοστάσιο, 
το 2Χ αντιστοιχεί στο 2ο εργοστάσιο 
αι το 6Χ αντιστοιχεί στο 1ο εργοστάσιο 

 

Συνεπώς : 

Εξήγηση: Αν
π
 
Ά
 
το Χ αντιστοιχεί στο

κ

9
1

9
)(

9
2

9
2)(

9
6

9
6)( 321 ======

x
xBP

x
xBP

x
xBP  

 
Έχουµε επίσης: 
 

97,0
100
97)/( 1 ==BAP (εφόσον το 3% είναι ελαττωµατικά) 

 

97,0
100
97)/( 2 ==BAP (όµοια) 

 

95 95,0
100

)/( 3 ==BAP (εφόσον το 5% είναι ελαττωµατικά) 

 
2

 
65,0195,0297,0697,0

9)/( 2 ++
=

⋅+⋅+⋅
=ABP  

11,022,0
22,0

999

97,0 ⋅
Άρα

 

.22,0
98,0
22,0)/( 2 ==ABP  
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4.7. Στοιχεία Συνδυαστικής. 

4.7.1. Βασική (πολλαπλασιαστική) αρχή της απαρίθµησης - ∆ενδροδιάγραµµα. 
Αν ένα πείραµα τύχης χωρίζεται σε n φάσεις και έχουµε: 
n 1η φάση να πραγµατώνεται µε K1 τρόπους 
n 2η φάση να πραγµατώνεται µε K2 τρόπους 

……… 
 nη φάση να πραγµατώνεται µε Kn τρόπους 
τότε το πείραµα πραγµατώνεται µ 1 K2 ….Kn διαφορετικούς τρόπους. 

∆ενδροδιάγραµµα 
Η αρχή της απαρίθµησης παρουσιάζεται αναλυτικά µε ένα διάγραµµα µορφής 

αράδειγµα 
τίσουµε µια τριµελή επιτροπή τεχνικών η οποία να έχει ένα 

ρχιτέκτονα, ένα πολιτικό µηχανικό και ένα µηχανικό περιβάλλοντος. Έχουµε στην 
ς πολιτικούς µηχανικούς και τρεις µηχανικούς 

 σχηµατίσουµε την τεχνική αυτή επιτροπή; 
Να γίνει το αντίστοιχο δενδροδιάγραµµα. 

Εφόσον η επιλογή µπορεί να γίνει σε 3 φάσεις και έχουµε  
 φάση να πραγµατώνεται µε 2 τρόπους, 

n 2η φάση να πραγµατώνεται µε 3 τρόπους και  
n 3η φάση να πραγµατώνεται µε 3 τρόπους   

ύµφωνα µε την βασική αρχή της απαρίθµησης 2·3·3=18 διαφορετικοί 
ρόποι για να σχηµατίσουµε την τεχνική επιτροπή. 

 
    

.7.2. Πιθανότητες στη δειγµατοληψία. 

Ορισµοί: Συνδυασµοί ένων ανά

 

…

ε K

δένδρου το δενδροδιάγραµµα. 
 
Π

Θέλουµε να σχηµα
α
διάθεσή µας δύο αρχιτέκτονες, τρει
περιβάλλοντος. 

Με πόσους τρόπους µπορούµε να

n 1η

τότε υπάρχουν σ
τ

   

4

 µ=
µ−µ

=







µ

µ C
v
vv

v)!(!
!:  v αντικειµ

ων ανά µµ =
µ−

=∆µ P
v v

v

)!(
:  v!∆ιατάξεις v αντικειµέν

Μεταθέσεις v αντικειµένων: !vM v =  
 

(∆ιατάξεις ίσον συνδυασµοί επί µεταθέσεις). 

Οι αριθµοί 

µµµ Μ⋅=∆ Cv
v

 µ =Pv

)!(!
!
µ−µ

=







µ v

Vv
ονοµάζονται διωνυµικοί συντελεστές επειδή υπάρχουν 

στο ανάπτυγµα του διών ου (a+β)ν : 
 

υµ
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vovv a
v
v

a
v

v
a

o
β








+β








−

++β

















−− 122

1
...

21
 vovv v

a
v

a
v

a 





+β





+β





=β+ −1)(

 
Παράδ
 

άµε την συγκέντρωση στα νερά 
ποταµο ξικού ρυπαντή, ο οποίος χύνεται από παρακείµενη χηµική 
βιοµηχ ση του ορίου συγκέντρωσής του. 
Ποια η ορίου 

υπαντή. 

 

ειγµα 

Υποθέτουµε ότι από τις 20 ηµέρες που µετρ
ύ ενός το
ανία, στις επτά (7) παρουσιάζεται υπέρβα
 πιθανότητα αν πάρουµε τυχαία 3 ηµέρες να έχουµε υπέρβαση του 

συγκέντρωσης του ρ

∆υνατές περιπτώσεις  
3
20

=





N )(Ω


Ευνοϊκές περιπτώσεις  )(
3

Ε=





N   

Έστω Ε το ενδεχόµενο να έχουµε σε 3 τυχαίες ηµέρες υπέρβαση του ορίου ρύπανσης. 

Ζητάµε: )()( =
ENEP

7

 
)(ΩN

!77

%1,3)( =EP  031,0
!20
!4!3 →====

765!17!73 ⋅⋅





201918!20!420 ⋅⋅






!17!33 
 
4.7.3. Παραδείγµατα. 
 

1. Ένα δοχείο περιέχει τέσσερις κίτρινους κύβους και τρεις πράσινους. Ένα 
υς και δύο πράσινους. Ρίχνουµε ένα ζάρι 
 κύβο από το πρώτο δοχείο ενώ αν έρθει 

περιττός αριθµός βγάζουµε  ένα κύβο από το δεύτερο δοχείο. 
Ποια η πιθανότητα να βγει πράσινος κύβος; 

ράσινος κύβος Π. 
∆οχείο δεύτερο    ∆   Κίτρινος κύβος Κ. 

ητάµε

άλλο δοχείο περιέχει τρεις κίτρινους κύβο
και αν έρθει άρτιος αριθµός βγάζουµε ένα

∆οχείο πρώτο      ∆1  Π
2

 
 )()()()/()()/()( 212211 ∆∩ΠΡ+∆ΠΡ=∆Ρ⋅∆ΠΡ+∆Ρ⋅∆Π=Π IPP  Ζ

5
2

23
2)/(,

734
)/(,

2
)(,

2
1)( 2121 =

+
=∆ΠΡ=

+
=∆ΠΡ=∆Ρ=∆P  331

0
1213)( =+=⋅+⋅=ΠP  

7
29

5
1

14
3

2527
Άρα  
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2. Στο προηγούµενο παράδειγµα υποθέτουµε ότι δεν γνωρίζουµε αν ήρθε 
άρτιος ή περιττός αριθµός από την ρίψη του ζαριού, άρα δεν γνωρίζουµε από ποιο 
δοχείο βγήκε ο πράσινος κύβος, µόνο ότι βγήκε. 
οια η πιθανότητα να πήραµε τον πράσινο κύβο από το δεύτερο δοχείο; Π

12
()/(

/(
⋅∆Ρ⋅∆ΠΡ

∆P  
29
14

529
70

70
29

25

)()/()(
)()/() 2

1

)2222
2 ===

∆Ρ∆ΠΡ
=

ΠΡ
∆Ρ⋅∆ΠΡ

=Π

∑
i

ii

(Νόµος του Bayes). 
 

=

3. Επιλέγουµε στην τύχη τρεις λάµπες από ένα κουτί που περιέχει 5 
και 2 πράσινες (i) µε επανατοποθέτηση και (ii) χωρίς 

επανατοποθέτηση. Να βρεθεί η πιθανότητα να είναι οι λάµπες στη σειρά άσπρη, 

Έστω  Α1: η άσπρη στην πρώτη επιλογή. 

Κ3: η κόκκινη στην τρίτη επιλογή. 

(i) Τα τρία ενδεχόµενα Α1, Π2, Κ3 εφόσον έχουµε επανατοποθέτηση είναι 
ανεξάρτητα. 

κόκκινες, 3 άσπρες 

πράσινη, κόκκινη. 

Π2: η πράσινη στην δεύτερη επιλογή. 

 

)()()(/()/()()( 321213121321 ΚΡ⋅ΠΡ⋅ΑΡΠΑΚΡ⋅ΑΠΡ⋅ΑΡ=ΚΠ IIIAP  ) =

.03,0
100

3
101010
523

235
5

235
2

235
3

==
⋅⋅
⋅⋅

=
++

⋅
++

⋅
++

=  

 
(ii) Τα ενδεχόµενα Α1, Π2, Κ3 δεν είναι ανεξάρτητα (δεν έχουµε 

πανατοποθέτηση) 
Άρα
ε

 )1 /()/()()( 21312132 ΠΑΚΡ⋅ΑΠΡ⋅ΑΡ=ΚΠ IIIAP  

.
24
1

8910
523

125
5

225
2

235
3

=
⋅⋅
⋅⋅

=
++

⋅
++

⋅
++

=  Αρχή της απαρίθµησης. 

 
4. Ένα εργοστάσιο παράγει 1800 µηχανές την ηµέρα από τις οποίες το 4% 

α υπο τα να είναι ελαττωµατικές 20 από είναι ελαττωµατικές. Ν λογισθεί η πιθανότη
ένα δείγµα 800 µηχανών. 

72
100

4
=⋅Έχουµε 1800 ελαττωµατικές µηχανές άρα 1628 καλές. 

Τα δυνατά δείγµατα είναι ασφαλώς σε αριθµό. 

νοϊκές περιπτώσεις θα τις έχουµε  τις 20 από τις 72 ελαττωµατικές 
αι τις υπόλοιπες 780 καλές από τις 1628 καλές του πλήθους. 

Άρα  

 







800

1800

Τις ευ  παίρνοντας
κ









⋅







780

1628
20
72
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Εποµένως η ζητούµενη πιθανότητα είναι: 








⋅







780

1628
20
72

 800

. 





1800

 
5.  Οι πιθανότητες να είναι σε λειτουργία µετά από 10 χρόνια δύο µηχανές 

είναι 0,6 και 0,3 αντίστοιχα. Να βρεθεί η πιθανότητα να λειτουργούν µετά από 10 

 
χρόνια: 

  κ

η. 
Έστω Λ νια. 
Έστω Λ όνια. 
Έχουµε

(i) αι οι δύο  
(ii) καµιά και  
(iii) τουλάχιστον µια. 
 

Έστω Μ1 η πρώτη µηχανή και Μ2 η δεύτερ
Μ  λειτουργεί η Μ  µετά από 10 χρό1 1 
Μ2 λειτουργεί η Μ2 µετά από 10 χρ
: .7,0)(,4,0)(,3,0)(,6,0)( =ΛΜΡ=ΛΜΡ=ΛΜΡ=ΛΜΡ 2121  

Τότε έχουµε: 
 
(i) 18,03,06,0)()()( 2121 =⋅=ΛΜΡ⋅ΛΜΡ=ΛΜΛΜΡ I  
 

(ii) 28,07,04,0)()()( 2121 =⋅=ΛΜΡ⋅ΛΜΡ=ΛΜΛΜΡ I  
 
(iii) ι         

2. 
Ρ (τουλάχιστον µια µηχανή να λε τουργεί) = 1-Ρ (να µην λειτουργεί καµία)  
= 1-0,28=0,7
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Κεφάλαιο 5ο  

Τυχαίες Μεταβλητές 
 

 
.1. Ορισµός τυχαίας µεταβλητής 

ικών αριθµών. 
 

αβλητές τις συµβολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα Χ, Υ, Ζ και 
µε µικρ ου παίρνουν αυτές x1,x2,…..,y1,y2,……..z1,z2,…….. 

 ριµένο ενδεχόµενο. 

ε συνεχή διάστηµα τιµών τότε η 
, ενώ αν απεικονίζεται σε διακριτές 

. Χ καλείται διακριτή τ.µ. 

Παραδείγµατα: 

    

 χώρος 

     α                γ           β                δ  (ε)                    0        1        2                            (ε) 
                            

 Χ τ.µ. συνεχής  Πείραµα τύχης: Ρίψη νοµίσµατος 
δύο φορές ένδειξη «Γράµµα». 
Ω= {ΚΚ, ΚΓ, ΓΚ, ΓΓ} 

 
 
 
 
 
 

5
Τυχαία µεταβλητή λέγεται η συνάρτηση η οποία µας επιτρέπει να 

απεικονίσουµε όλα τα δυνατά αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης στο σύνολο των 
πραγµατ

Τις τυχαίες µετ
ά γράµµατα τις τιµές π
 
Η τιµή της Χ = x εκφράζει ένα συγκεκ
 

 χ σΑν ο δειγµατικός ώρος απεικονίζεται 
τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) Χ καλείται συνεχής τ.µ.
τιµές η τ.µ

 

 

1ο                                                                        2ο 
      Α1                            ∆ειγµατικός χώρος           ΚΚ   ΚΓ  ΓΚ  ΓΓ     Ω ∆ειγµατικός

 
 
 
 
 

  
                                Α2       Ω 
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 χρόνια να έχει ετήσια δαπάνη σε σταθερές 
τιµές το

 
3ο Παράδειγµα: 
 
Ένας αγρότης προσδοκά στα επόµενα τρία

 πολύ 300.000 δρχ. για την αγορά λιπασµάτων. 
 

Αν συµβολίσουµε µε: 
 
Α: το ενδεχόµενο να έχει ετήσια δαπάνη < 300.000 δρχ. 
 
Β: το ενδεχόµενο να έχει ετήσια δαπάνη > 300.000 δρχ. 
 
ότε ο δειγµατικός χώρος S για τις τρεις επόµενες χρονιές θαΤ  είναι: 

 των ετών που η ετήσια δαπάνη είναι µικρότερη 
ή ίση από τις 300.000 δρχ. 

Έτσι έχουµε ότι η τυχαία µεταβλητή Χ παίρνει τις τιµές  

S = {ΑΑΑ, ΑΑΒ, ΑΒΑ, ΒΑΑ, ΑΒΒ, ΒΒΑ, ΒΑΒ, ΒΒΒ). 
 
Μπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση Χ που να αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο 

του δει µατικού χώρου S τον αριθµόγ

 

 
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3. 
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ΑΑΑ

 

ΒΑΒ

 
 

ΑΑΒ 3 
 
 

 
ΑΒΑ  

ΒΑΑ   
 

ΑΒΒ 1  
 

ΒΒΑ  
  

 

 
 
2 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας Μεταβλητής 

 πιθανότητα η τ.µ. Χ να λάβει την τιµή x (Χ=x) είναι ίση µε την πιθανότητα του 
µενου το x να γίνει γεγονός. 
Ο κανόνας που δίνει το µέτρο πιθανότητας κάθε δυνατής τιµής µιας τ.µ. Χ είναι η 

κατανοµή πιθανότητας ή «Νόµος πιθανότητας». 
Περιγραφή της κατανοµής πιθανότητας. 
 
5.2.1. ∆ιακριτές κατανοµές πιθανότητας (για διακριτές τιµές Χ) 
 

5.2.1.1. Συνάρτηση πιθανότητας ή κατανοµής πιθανότητας. 
Θεωρούµε µια τ.µ. Χ διακριτή να παίρνει τιµές αύξουσες x1, x2,……. 
Ας θεωρήσουµε ότι οι πιθανότητες να πάρει η τ.µ. Χ τις τιµές αυτές είναι: 

 
5.2. 
 
Η

ενδεχό

,.....2,1)()()( =µε=== ixifxiXPxiP  
 
Ορίζουµε την συνάρτηση πιθανότητας (ΣΠ) ή κατανοµή πιθανότητας ως  
 

έτσι ώστε:  για Χ =  x1, x2, i
)()()( xfxXPxP ===  

……. )()( xfxiXP ==  
 0)(: =xfx  και για τις υπόλοιπες τιµές του
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Η συνάρτηση αυτή ορίζεται µόνο στις διακριτές τ.µ. 
 
Η )(xf για να είναι συνάρτηση πιθανότητας ικανοποιεί δύο βασικές 

προϋποθέσεις: 
 
1. 0)( ≥xf  
2. ,1)( =∑ xif

xi
 για τις δυνατές τιµές xi  της  Χ. 

 
 

Γραφική παράσταση της f(x) (υπό µορφή Ραβδογραµµάτων ή Ιστογραµµάτων). 
 

                            )()( xifxiP =  
                                                   (Ραβδόγραµµα) 

)()( 22 xfxP =                                         ΣΠ 
 

)()( 33 xfxP =                                                               1)()( == ∑∑ xiPxif
xixi

 

)()( 11 xfxP =  
 
 
 
 
                      0             x1           x2             x3                      x 

 
 

                          )()()( xXPxPxf ===  
           (Ιστόγραµµα) 

 
 

         )( 2xP  
          )( 3xP  
          )( 1xP         Β       Γ 
  
 
 
 
                   0       Α    x1    ∆      x2              x3              x 

Παρατήρηση:  
Θεωρούµε την τ.µ. Χ 
«συνεχή» µε πλάτος γύρω 
από το xi ίσο µε την µονάδα. 
Το εµβαδόν (ΑΒΓ∆) 
=(ΑΒ)=f(xi). 
Το άθροισµα των εµβαδών 
των καθέτων παραλληλο - 
γράµµων ισούται µε την 
µονάδα.  

 
 
 
 
 



 

5.2.1.2. Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (ΑΣΚ). 

 αθροιστική ι  
 
Ως  συνάρτηση κατανοµής γ α τ.µ. Χ διακριτή ορίζουµε την 

συνάρτηση: 
 

(ορίζεται και για συνεχείς τ.µ.) ∞+<<∞−µε= xxXP )() ≤xF(

∑∑ === xiXPxiPxF )()()(  
≤≤

≤=
xxixxi

xXP()

 
Η )(xF ορίζεται ως εξής: 

 1,0 xx <<∞−  
  

x 11 ),( xxf ≤

 21 )()( xxfxf +

Γ

  
            1,0 

2x <  

)(x

32 x <≤  
 ………………………………….. 
 +∞<≤++ xxxfxf nn ),(...)( 1  

  
F   

 x
=

 

 
ραφική παράσταση της ΑΣΚ και της ΣΠ. 

 
         

συνάρτηση) 
) 

           F(x) 

                                               (κλιµακωτή 
                                                             (ΑΣΚ

                                                                                            

   0    3                              

                                                   (Ραβδόγρα

   

⋅)  
⋅)3f  

1)(
3

1
=∑

=

 
 
 
 

xif
i

 

    x  
            f(x) 
 

µµα) 
 
 

               x1   x2       x

 
 
         
         
 
                0          x1    x2      x3                     x 

                                                   ΣΠ 
        )(xf  2

f (x1

(x
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           5.2.2. Συνεχείς κατανοµές πιθανότητας (για συνεχείς τ.µ. Χ). 

5.2.2.1. Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (ΣΠΠ) - Αθροιστική 
συνάρτηση κατανοµής (ΑΣΚ). 

ρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την οποία ισχύουν 
αξιωµατικά ότι: 

 
 
 

                                                             f(x) 
1. 

 

 
Η f (x) ονοµάζεται συνά

Rxxf ε∀≥ 0)(  

∫
∞

∞−

= 1)( dxxf  

                                   *                          

2. 

                                                         0           α    β                   x 

ι εκ της σχέσεως:      * 

dx

.µ. Χ να παίρνει τιµές µεταξύ των α, β 

 
Η ισότητα των πιθανοτήτων

 

 

 

 ορίζεταΚαι

=β<<α=β≤≤α=β<≤ )()()α( XPXPXP

που δίνει την πιθανότητα η τ
(ορίζεται µόνο για συνεχείς τ.µ. Χ). 

π

≤−≤=≤≤ ββα ()()(.1 XPXPXP

  f(x) 
                                        )( α≤XP  
 
 
 
 
 
     0                       α                            x 

∫
β

α
=β≤<α .)()( xfXP  

 ......)( =β<≤α XP προκύπτει από το γεγονός ότι η 
ιθανότητα σηµείων στις συνεχείς τ.µ. Χ είναι µηδέν. 

Ισχύουν οι σχέσεις: 

∫ ∞−
=≤

α
α

α

.)()(.2

)

dxxfXP
 )(1)(.3 α≤−=α≥ XPXP   
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ραφική παράσταση της ΣΠΠ. 

                         f(x) 

                                                                      Ισούται µε 1.0 

          dx  

 
 
 

Γ

                                                                     Το εµβαδόν κάτω από την ΣΠΠ 

                                       (ΣΠΠ)          ∆ηλαδή ∫=+∞≤≤−∞ )()( xfXP
∞

∞−

= 1

∫ ∞−
=≤<−∞=

x
dfxXPxF ξξ )()()(  

)()( xfxdF
=  

                                              X 
 
               f(x) 
               1,0                                                 (ΑΣΚ) 
                                                                           Αθροιστική συνάρτηση κατανο

                        

µής    
(ΑΣΚ). 

                                                                           

                                                                                 Εφόσον υπάρχει: 

                                                                                      
dx

                                                            x             

Προσοχή: Η f (x) δεν εκφράζει πιθανότητα. Το γινόµενο f(x)dx εκφράζει την 
πιθανότητα x
Παρατήρηση

Για την  ισχύουν οι ιδιότητες: 

1. 

 

 0
 

 ).( dxXxP +≤≤  
: 
 F(x) ως συνάρτηση κατανοµής της Χ

 
1)(0) =+∞και= F  

 
2. 
    Rχε∀  

Η F (x) είναι µια συνεχής µη 
φθί

(−∞F 0)( ≥xF  

2121 )()( xxxFxF ≤≤ µε  

3. 
νουσα συνάρτηση του Χ. 

   
: )()()α( aFFXP −β=β≤≤  4. Έχουµε

 

  

        

                                                  F(x) 
                          1,00 

(β) 
)( β≤Χ≤αP  

                          F(α) 

          
                                       F
  
            

       β                x 

 
 
 
                                              0           α   
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 20 δραχµές 

α », «2», «6» και χάνει 3 και 4 
δ  Χ η διακριτή τυχαία µεταβλητή  
ε λ. οι τιµές της είναι: 

x1=20, x2= 7, x3=-3, x4= -4. 
Ζητείται η κατανοµή πιθανοτήτων της διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ όπως και 

η  της παράσταση. 

i

Παραδείγµατα 

1. Σε ένα τυχερό παιχνίδι ο παίκτης ρίχνει ένα ζάρι και κερδίζει
ν έρθει η όψη «5», 7 δραχµές αν έρθει µια από τις όψεις «1
ραχµές αν έρθει αντίστοιχα η όψη «4» ή «3». Έστω  που
κφράζει το χρηµατικό αποτέλεσµα του παιχνιδιού δη

 γραφική
 

x  P(xi)                          P(x) 
 

20 
 

 
7 

-3 
 

-4 

6
1  

1  

1  

6
1

                                

1

6
1

-4       -3     0                   7                    

2. Σε ένα ποιοτικό έλεγχο ενός πρ
προϊόντων που παίρνουµε µε απλή τυχαία δειγ

                               1 

                             
2

  

                               

2

6

 

 

                x                         20         x 

οϊόντος, από ένα σύνολο οµοειδών 
µατοληψία, έστω Χ η τυχαία διακριτή 

µετ
 τυχαία µεταβλητή Χ ανάλ
ριστο παίρνει τις τ ές x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2 αντίστοιχα µε πιθανότητες Ρ(x1) 

Ρ(x ) = 0,20.  

Να βρεθεί η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της Χ και να γίνει η γραφική 
της παράσταση. 

 

αβλητή που µετρά την ποιότητα του προϊόντος. 
Η ογα µε το εάν το προϊόν είναι ελαττωµατικό, 

καλό ή ά ιµ
= 0,18, Ρ(x ) = 0,62, 2 3

 

0,0 <x  
118,0 <≤ x  0,

=F  )(x
1,80,0 ≤ x

00,1
 

 
 
 

 

 

2<  
x≤2,  
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P(X=1) = 0,62 

P(X=0)= 0,18 
           

 
Ο χρόνος σε ώρες που µπορεί ένα ευπαθές αγροτικό προϊόν να µένει εκτός 

ψυγείου το αλ  µε συνάρτηση 
πυκνότητας πι
 

 

          F(x) 

 
 

 
                               

                   
0,18 

                   0,10                                          

               0               2                                        X                        
 

  
 
            1,00                                 F(2)  

                  0,80                            F(1)                                   P(X=2) = 0,20 

 

                        F(0) 

                           
                           1                 

3. 
κ οκαίρι θεωρείται µια συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ
θανότητας: 

 

80/80 2 >xx για  
(f =)x  

800 ≤xγια  
 
Ποια η πι
χρό αι µεταξύ 130 και 160 ώρες. Να βρεθεί η αθροιστική συνάρτηση 
πιθανότητας. 

Έχουµε: 

θανότητα το ευπαθές αυτό αγροτικό προϊόν να διατηρείται εκτός ψυγείου 
νο που κυµαίνετ

 

=<< )160130( XP  
 

∫ ∫ ===<< −
160

130

2160

1302 8080)160130( dxxdx
x

P  X

 
 







 −−=






−=








+−

=
+−

130
1

160
180180

12
80

160

130

1

1

12

x
x  

60

30
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.12,0
26
3

1613
83

1613
16138)160130( ==

⋅
⋅

+=







⋅
−

−=<< XP  

 
 
Επίσης µπορεί να βρεθεί η P(130<X<160) µέσω της σχέσης: 

 

Γι’ αυτό χρειάζεται να υπολογίσουµε την αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας. 
 

 
P (130<X<160)=F(160)-F(130). 

 

xx 80
80

1
80 −


=



−

=  

 

dttdt
t

dttfXF
xxx

2

80
2

80

8080)()( −

∞−
∫∫∫ ===  

tXF
x

80111)(
80

1

=



 +−

 −

Συνεπώς: P (130<X<160)=F(160)-F(130)= 
 

.12,0
208
24

16
8

13
8

160
80

130
80

130
801

160
801 ==−=−=






 −−






 −=  

 
5.3. Μέση τιµή και διακύµανση τυχαίας µεταβλητής Χ. 

5.3.1. Μέση τιµή ή Αναµενόµενη τιµή ή µαθηµατική ελπίδα ή ροπή πρώτης 
τάξης της Χ. 

 
i/ ∆ιακριτή τυχαία µεταβλητή Χ. 

ς τυχαία Μεταβλητή Χ. 
υµβολίζεται επίσης µε Ε(Χ) = µ και ισούται: 

x όπου f(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 

αραδείγµατα 
1. Έστω σε ένα τυχερό παιχνίδι «ρίψη νοµίσµατος» όταν πέσει η όψη 

«κεφαλή» ο παίκτης κερδίζει 30 δραχµές ενώ αν πέσει « ράµµατα» χάνει 8 δραχµές. 
Αν θεωρήσουµε Χ την τυχαία διακριτή µεταβλητή που παίρνει ως τιµές τα 

χρηµατικά αποτελέσµατα του παιχνιδιού, δηλαδή x = 30, x2 = -8 µε αντίστοιχες 

πιθανότητες

 
 

Συµβολίζεται µε Ε(Χ) = µ και ισούται: 
),()( xiPxi ⋅=ΧΕ=µ ∑ όπου Ρ(xi) η συνάρτηση πιθανότητας. 

1i=

ii/ Συνεχή
Σ

,)()( dxxf∫
+∞

∞−

=ΧΕ=µ

 

Π

γ

1 

 
2
1)8()(

2
1)30()( 21 =−=και== PxPPxP  
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τότε η µέση τιµή της Χ είναι: 

11
2
18

2
130)()()()( 2211

2

1
=⋅−⋅=+=⋅=ΧΕ= ∑

=

xPxxPxxPx ii
i

µ  

 
2. Έστω η συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας 

170 ≤≤ x  
17
2 όταν

=)  (xf
        για τις υπόλοιπες τιµές του Χ. 

 
χουµε ως µέση τιµή Ε(Χ): 

 

0

Έ

17
2

17
17
2

217
2

17
2)()(

217

0

217

0

=⋅=






=⋅==ΧΕ=µ ∫∫
∞

∞−

dxxdxxxf  
x

 
3. Στο παράδειγµα του αγρότη µε την ετήσια δαπάνη για την αγορά 

λιπασµάτων το πολύ 300.000 δραχµές ετησίως για τρεις συνεχόµ νες χρονιές, έχουµε 
την µέση τιµή της διακριτής µεταβλητής Χ µε τις τιµές x1=0, x2= 1, x3=2, x4=3 και τις 
αντίστοιχες πιθανότητες  
 

ε

1331
8

)(,
8

)(,
8

)(,
8

)( 4321 ==== xPxPxPxP . 

 

88
13

8
32

8
31

8
10

)()()( 443322

4

⋅+⋅+⋅+⋅=

=+++ xPxxPxxPx
 

)()()( 1111 =⋅=ΧΕ=µ ∑ xPxxPx

5,112
==

1=

5.3.2. ∆ιακύµανση τυχαίας µεταβλητής Χ - Τυπική απόκλιση 
µεταβλητής Χ.

 ∆ιακριτή τυχαία µεταβλητή Χ: Η ∆ιακύµανση της διακριτής τυχαίας 
µεταβλ εται µε Var (X) και ισούται µε: 

Η ποσότητα Ε(Χ2) λέγεται ροπή δεύτερης τάξης και είναι: 

i

 
 

 
i)
ητής Χ συµβολίζ
ii)  
 

2[ ] .)()()( 2 XEXEXVar −= (Υπάρχει και ο συµβολισµός σ2). 
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)()(
1

ii
i

xPxXE ∑
=

 22
v

=

 
 τυπική απόκλιση )(XVar=σΗ είναι η θετική τετραγωνική ρίζα της 

 

ii) Συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ: 
 
Η διακύµανση της σ νε ίζεται µε Var (X) και 

ισούται επίσης µε: 

= 

 
Η ποσότητα Ε(Χ2) λέγεται επίσης ροπή δεύτερης τάξης και δίνεται από τον τύπο: 
 

διακύµανσης. 
 

υ χούς τυχαίας µεταβλητής Χ συµβολ

 
[ ]22 .)()()( XEXEXar −= dxxfxEx )(])[( 2∫

+∞

∞−
−  V

.)(( 2 dxxfxXE ∫=  

 
Γενικότερα οι ροπ

)2
∞

∞−

ές ρ - τάξης µιας τυχαίας µεταβλητής Χ είναι: 
 

  (για διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ)

  (για συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ). 

 

αραδείγµατα  
 

Τ σ
έχουν σχεδιάσ τέσσερα συνεχή χρόνια να πραγµατοποιήσουν εξαγωγές 
κατ’ έτος τουλάχιστον 1 δισεκατοµµυρίου δραχµών. 
 

τήσιες εξαγωγές δις δραχµές 
και Β τ µενο να έχουν ετήσιες εξαγωγές < 1 δις – τότε θα έχουµε για τα επόµενα 
τέσσερα χρόνια τον δειγµατικό χώ

 

)()( 2

1
ii

v

i

p xPxXE ∑
=

= . 

 

dxxfxXE pp )()( ∫
∞

∞−

=

Π

1. α διευθυντικά τελέχη µιας µεγάλης εξαγωγικής βιοµηχανικής µονάδας 
ει για τα επόµενα 

Αν θεωρήσουµε ως Α το ενδεχόµενο να έχουν ε  1≥  
ο ενδεχό

ρο: 
 
 
 

 74



 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

Β 

 
Α 
 

 
Β 
 
 

 
 
 
Β 

Α 
 
Β 

Α 
 
Β 
 

 
Β 

Α 
 

Α 
Β 
Α 

Α 
Β 
Α 
Β 

Α 

Α 
Β 
Α 

ΑΑΑΑ
ΑΑΑΒ
ΑΑΒΑ

ΑΒΑΑ
ΑΒΑΒ
ΑΒΒΑ
ΑΒΒΒ

    ΒΑΑΑ
ΒΑΑΒ
ΒΑΒΑ
ΒΑΒΒ
ΒΒΑΑ
ΒΒΑΒ
ΒΒΒΑ
ΒΒΒΒ

 
Α   Β ΑΑΒΒ 
 

 
 
 

 
Α 

Α Α 
Β 

    

 
 Β 

Β 
Β 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
     S 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Σχηµατίζουµε ∆ενδρόγραµµα για τον προσδιορισµό του δειγµατικού χώρου s. 

Κατ’ αυτόν τον τρόπο ορίζουµε την τυχαία διακριτή µεταβλητή Χ που παίρνει τις 
τιµές: x

 

Μπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση Χ που να αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο 
του δειγµατικού χώρου S τον αριθµό των ετών όπου οι ετήσιες εξαγωγές είναι 
τουλάχιστον 1 δις δραχµές. 

1 =0, x2 =1, x3 =2, x4 = 3, x5 = 4 , µε τις αντίστοιχες πιθανότητες: 
 

,4)(,1)( == xPxP .
16
1)(,

16
4)(,

16
6)(

1616 54321 === xPxPxP      

ιακύµανση της διακριτής αυτής τυχαίας µεταβλητής Χ : 
 
∆
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Οπότε: Var (X) = 5-22  = 5-4 =1, 

 η τυπική απόκλιση είναι: 
 
Και V
 
2. Να υπολογισθεί η διακύµ η και η τυπ  απόκλ  

τυχαίας εταβλητής Χ µ νάρτηση πυκνότητας πιθανότητ
 

 

ανσ ική ιση της συνεχούς
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3. ∆ίνεται η συνεχής χαία µεταβλητή Χ που παίρνει τιµές στο διάστηµα 
,2] και έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

τυ
 .,1)( Rkkxxf ε−=  [0

Να βρεθεί η σταθερά κ και να υπολογισθούν: 
i. Η µέση τιµή 
ii. Η τυπική απόκλιση 
iii. Η πιθανότητα P(1<X<2). 
iv. Η συνάρτηση κατανοµής και να γίνει η γραφική της παράσταση. 
 

Θα πρέπει  (εφόσον το εµβαδόν του χωρίου µεταξύ των f(x), του 

άξονα των x και των ευθειών x = 0 και x = 2 ισούται µε µονάδα). 
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.47,022,0)( ===σ XVar Τυπική απόκλιση. 
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Κεφάλαιο 6ο  

Bασικές θεωρητικές κατανοµές πιθανότητας 
 
6.1. Εισαγωγή. 
 

 Στην θεωρία των πιθανοτήτων έχουν αναπτυχθεί θεωρητικές κατανοµές 
πιθανότητας οι οποίες προήλθαν µέσα από υποθέσεις που ελήφθησαν εξ’ αρχής. 

 Οι θεωρητικές αυτές κατανοµές αποτελούν µαθηµατικά προτεινόµενα µοντέλα 
για να περιγράψουν φαινόµενα τα οποία παρουσιάζουν µεταβλητότητα και τα οποία κατ’ 
αρχήν επιχειρούνται να περιγραφούν µε νόµους µεταβλητότητας. 

 Στην πράξη όταν θέλουµε να κρίνουµε αν µια θεωρητική κατανοµή αποτελεί 
κατάλληλο µαθηµατικό µοντέλο πιθανότητας για µια τυχαία µεταβλητή Χ, που ορίσθηκε 
σ’ ένα πείραµα, πρέπει να γνωρίζουµε ότι ισχύουν και για το πείραµα οι προϋποθέσεις 
που έχουν τεθεί για την θεωρητική κατανοµή. 

 Στην περίπτωση που δεν λάβουµε υπόψη τις προϋποθέσεις που τίθενται για την 
θεωρητική κατανοµή µπορούµε να συγκρίνουµε αν οι πιθανότητες από την θεωρητική 
κατανοµή που χρησιµοποιήσαµε και σε τι βαθµό προσαρµόζονται στις σχετικές 
συχνότητες των παρατηρήσεων. Ο στατιστικός έλεγχος της προσαρµογής µιας 
θεωρητικής κατανοµής σε µια κατανοµή που προέκυψε από παρατηρήσεις αποτελεί 
βασικό τµήµα της Στατιστικής και περιλαµβάνει την προσαρµογή κατανοµών 
δειγµατοληψίας, την κατασκευή των διαστηµάτων εµπιστοσύνης, τους ελέγχους 
υποθέσεων κ.α.  

Οι βασικότερες θεωρητικές κατανοµές που παρουσιάζονται στη συνέχεια είναι 
για µεν τις διακριτές κατανοµές (που αφορούν τις διακριτές τυχαίες µεταβλητές) η 
κατανοµή Bernoulli, η ∆ιωνυµική κατανοµή, η κατανοµή Poisson, η Γεωµετρική 
κατανοµή, η Αρνητική ∆ιωνυµική Κατανοµή και για δε  τις συνεχείς κατανοµές (που 
αφορούν τις συνεχείς τυχαίες µεταβλητές) η κανονική κατανοµή, η τυπική κανονική 
κατανοµή, η Αρνητική Εκθετική κατανοµή, η κατανοµή Χ2, η κατανοµή t-student, η 
κατανοµή F, η ορθογώνια κατανοµή. 

 
6.2. Ειδικές κατανοµές διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ. 
 

6.2.1. Κατανοµή Bernoulli 
 
 Αν σε ένα πείραµα τύχης υπάρχουν δύο µόνο δυνατά αποτελέσµατα τότε το 

πείραµα καλείται δοκιµή Bernoulli. 
 
Ακολουθίες Bernoulli ή Επαναληπτικές δοκιµές καλούνται v-ανεξάρτητες 

επαναλήψεις του πειράµατος µε δύο δυνατά αποτελέσµατα τα οποία ονοµάζονται. 
 
Επιτυχία (Ε): Όταν έχουµε πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου. 

 80



 

Αποτυχία (Α): Όταν δεν πραγµατοποιείται το ενδεχόµενο. 
 
Η πιθανότητα της επιτυχίας P(E) = ρ είναι σταθερή για όλες τις δοκιµές. 

Χ που παίρνει τις τιµές  
1 = 0 και x2  =1 µε πιθανότητες αντίστοιχα ρ επιτυχίας και q αποτυχίας.  

χουµε:   q + ρ =1 

 
Χ

Σε κάθε δοκιµή Bernoulli ορίζουµε µια τυχαία µεταβλητή 
x
 
Έ
 

∆ηλαδή έχουµε: 


=
=τανρ ,

)(
xό

xP  
1

 =ταν 0, xόq

 
ή   [ ] .1,01 =µε== − xqpxXP xx  
 

 
Για .]0[0 10 qqpXPx ===→=  
 

.]1[1 01 pqpXPx ===→=  
 
Έχουµε ότι η µέση τιµή και η διακύµανση στην κατανοµή Bernoulli της τυχαίας 

µεταβλητής  είναι: 
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=

noulli έχουµε όταν µας ενδιαφέρει αν ένα προϊόν 
είναι ελαττωµατικό ή όχι, η τιµή ενός προϊόντος ανεβαίνει ή όχι, η τιµή µιας µετοχής 
ανεβαίν

 

 
.)1()]([)()( 222 qpppppXEXEXVar ⋅=−=−=−=  

 
Παρατήρηση: Κατανοµή Ber

ει ή όχι κ.α. 
 
Παράδειγµα: 
 
Μια τυχαία µεταβλητή Χ παίρνει τις τιµές x = 0 µε πιθανότητα q = 0,4 και x =1 

µε πιθανότητα p = 0,6. 
 
Η πιθανότητα [ ] xxxxqpxXP −− ⋅=== 11 4,06,0  
 

και== 6,0)( pXE        .24,06,04,0)( =⋅=⋅= qpXVar  
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6.2.2.  ∆ιωνυµική κατανοµή Β(ν, p) 

στω µια ακολουθία v-δοκιµών (ακολουθία Bernoulli), όπως διετυπώθη. Έστω 
επίσης η τυχαία µεταβλητή Χ που εκφράζει (µετρά) τον αριθµό των επιτυχιών στις v-
δοκιµέ

αίρνουµε X = x τον αριθµό των επιτυχιών που θέλουµε, δηλαδή την 
πραγµατοποίηση ενός ενδεχοµένου που την θεωρούµε «επιτυχία», x φορές στις v-
δοκιµέ

 ένας συνδυασµός των x-επιτυχιών στις v-δοκιµές είναι ο εξής: 

 
 Έ

ς. 
Π

ς.  
 
Έστω
 

⋅⋅⋅∗⋅⋅⋅⋅∗⋅∗⋅⋅⋅⋅⋅∗⋅⋅⋅   

ίες 
 
θεωρώ µε *  την επιτυχηµένη δοκιµή µε πιθανότητα p (δηλαδή πραγµατοποίηση 
του ενδεχοµένου) και µε . την αποτυχηµένη δοκιµή µ  πιθανότητα q (µη 
πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου). 
 
Η πιθανότητα για τον συνδυασµό αυτό θα είναι: 
 

 

 τυχαίας µεταβλητής Χ στην διωνυµική κατανοµή είναι  

 η διακύµανση Var(X) = vpq. 

 
 
 

x = επιτυχ

ε

.)1( xvxxvx ppqp −− −=⋅  

Τέτοιους συνδυασµούς έχουµε 







x
 , άρα η τελική πιθανότητα που θα πάρουµε  

είναι: 

v

 

[ ] xvx
v

x

xvx
v

x
ppqpxXp −− −






=⋅






== )1(  

 
Η µέση τιµή της
 
Ε(Χ) = v·p  και
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Παράδειγµα 

ο 10% των δοκιµών για τον ποιοτικό έλεγχο ενός προϊόντος, έχει την 
πιθανό

Ένα εξ’ αυτών 
. ∆ύο εξ’ αυτών 

. Το πολύ δύο προϊόντα 
v. Να βρεθεί η έση τιµή, η διακύµανση και η τυπική απόκλιση της τυχαίας 

µεταβλητής Χ. 

εωρούµε ως «επιτυχία» στο πείραµα του Bernoulli που έχουµε το να είναι το 
προϊόν ελατ

ς x = 0,1,2,….,6 και µετρά τον αριθµό των 
ελαττω ατικών προϊόντων. 

i.

 
Τ
τητα να µην περάσει το όριο που ετέθη κατά τον ποιοτικό έλεγχο. Παίρνουµε έξη 

προϊόντα τυχαίως. 
 
Να βρεθεί η πιθανότητα να είναι ελαττωµατικά (κάτω του ορίου ποιότητας όπως 

ετέθη). 
i. 
ii
iii. Τουλάχιστον δύο προϊόντα 
iv

 µ

 
Θ

τωµατικό. 
 
∆ηλαδή p = 0,10 και q = 0,90. 
 
Η τυχαία µεταβλητή Χ παίρνει τιµέ
µ
 

i. [ ] 51
6

1
90,010,01 ⋅






==Xp  

 

ii. [ ] 42
6

90,010,02 ⋅



==Xp  

2 
 

 [ ] ==+=+=+=+==≥ ]6[]5[]4[]3[]2[2 XpXpXpXpXpXp  ii
 

+

 
iv.

+⋅





= 42

6

2
90,010,0 33

6

3
90,010,0 ⋅






 +⋅






 24

6

4
90,010,0 +⋅






 90,010,0 5

6

5
 

 

.90,010,0 06 ⋅



+ όπου .1=

  
6

6 

6

6 

 [ ] ==+=+==≤ ]2[]1[]0[2 XpXpXpXp  
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+⋅





 60

6

0
90,010,0 +⋅






 51

6

1
90,010,0 .90,010,0 42

6

2
⋅






  =

 
vi. E(X) = 6·0,10 = 0,60. 

 
.54,090,010,06)( =⋅⋅=XVar  

 
(=σ XVar .73,0) =  

 
6.2.3. Κατανοµή Poisson. 
  
Ότ ατά την ∆ιωνυαν κ µική κατανοµή έχουµε την πιθανότητα να συµβεί ένα 

ενδεχό  «ε αι πολύ µικρήµενο πιτυχία» να είν  10,0p ≤
) = µ = v·p  100 ≤≤ vp

και το πλήθος των δοκιµών v 
µεγάλο (Χ να είναι , τότε 
χρησιµ ούµ

 v>50, έτσι ώστε η µέση τιµή Ε
οπο ε τον τύπο: 
 

ι

,.....3,2,1,0και,][ =⋅=λπου
λ

==
λ−

xpvόexX
x

 
!x

 

P

και η κατανοµή ονοµάζεται Poisson µε Ε[Χ] = Var[X]= λ. 

 τύπος αυτός δίνει τον αριθµό των επιτυχιών x µέσα σε µια διαδικασία 
δοκιµώ

 κατανοµή Poisson χρησιµοποιείται όταν η πραγµατοποίηση ενός γεγονότος 
είναι τυχαία σε κάποια χρονική στιγµή και δεν έχει έννοια η µη πραγµατοποίηση του 
ενδεχο ου. 

αραδείγµατος χάριν όταν µελετάµε τα τροχαία ατυχήµατα που έγιναν σ’ ένα 
δρόµο ε µια χρονική περίοδο. Η κατανοµή Poisson χρησιµοποιείται και σε θέµατα 
αφίξεω π.χ. αεροπλάνων, πελατώ  σε σούπερ µάρκετ, γεννήσεων παιδιών, ασθενών 
στα Νοσοκοµεία, κλήσεων σε τηλεφωνικά κέντρα κ.α.). 

ε την συνάρτηση πιθανότητας Poisson µελετάµε την πιθανότητα να 
πραγµατοποιηθεί το ενδεχόµενο (επιτυχία) x φορές µέσα σ’ ένα χρονικό διάστηµα, 
µε την προϋπόθεση ότι ο µέσος αριθµός πραγµατοποιήσεων του ενδεχοµένου στο ίδιο 
χρονικό διάστηµα είναι λ = v·p (παράδειγµα να προσδιορίσουµε την πιθανότητα να 
έλθουν x πελάτες σε µια ώρα σ’ ένα κατάστηµ

 
Παράδειγµα 
 
Ο αριθµός των παραγωγών που φθάνουν µε το προϊόν τους για επεξεργασία σ’ 

ένα εργοστάσιο σακχάρεως ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αν ο µέσος αριθµός των 

 
Ο
ν Bernoulli, όπου έχουµε πολλά συµβάντα (v µεγάλο) και µικρή πιθανότητα 

της επιτυχίας (ρ µικρό). 
Η

µέν
Π
σ
ν. ( ν

Μ

α). 
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παραγωγών που φθάνει στο εργοστάσιο µέσα σε µια ώρα είναι 6 παραγωγοί, να βρεθεί η 
πιθανότητα να φθάσουν µέσα σε µια ώρα 5 παραγωγοί. 

Έχουµε:         

 
 

λ− x

5,6,
!

)( ==λ
λ

= x
x

exP  

 
 

.016,0
484116
7776

12043,403
77766)5(

56

==
⋅

==
−eP  

!5
 
 
6.2.4.  Γεωµετρική Κατανοµή. 
 
 Στην ακολουθία Be

φορά ένα ορισµένο ενδεχό
rnoulli ο αριθµός των δοκιµών έως ότου συµβεί για πρώτη 
µενο (η επιτυχία) είναι τυχαία µεταβλητή Χ µε γεωµετρική 

κατανο ή. 
Αν η πρώτη «επιτυχία» (δηλαδή η πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου) 

παρουσιαστεί στη v-οστή δοκιµή Bernoulli θα πρέπει προηγουµένως να έχουµε v-1 
συνεχε  «αποτυχίες». 

ιτυχία θα έχουµε: 

           

µ

ίς
Αν λοιπόν x είναι ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την 1η επ
 
                                                                                         x- οστή δοκιµή 

 
•••• ∗  ⋅⋅⋅⋅•••

 
1η δοκιµή                                                             1η επιτυχία του ενδεχοµένου 

 

 
Έχουµε p η πιθανότητα της επιτυχίας µιας δοκιµής και q η πιθανότητα της 

αποτυχίας µιας δοκιµής. 
 

Άρα ,.....3,2,1,p][ 1 =⋅== − xόqxXP x που  
 

Επίσης έχουµε: 
 

1
2

1)()(
p

pXVar
p

XE −
== και  

Παράδειγµα 

τυχαίως ένα, την πέµπτη φορά (δοκιµή). 

Η πιθανότητα να πετύχουµε ένα ελαττωµατικό προϊόν είναι ένα σε κάθε 100 
προϊόντα. Ποια η πιθανότητα να πετύχουµε ελαττωµατικό προϊόν, όταν λαµβάνουµε 
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Να βρεθεί η πιθανότητα το ελαττωµατικό προϊόν να είναι µέσα στα πέντε πρώτα 
προϊόντα που ανασύρθηκαν. 

 

99,001,0
100

1
=== qp  Έχουµε x = 5, 

 
Άρα

 

δοκιµές Bernoulli  η πιθανότητα να έχουµε κ-επιτυχίες στις x-δοκιµές 
είναι: 

 .096,099,001,0]5[ 415 =⋅=⋅== −qpXP  
 

43

201
5

1

99,0.01,099,001,0

99,001,099,001,099,001,099,001,0]5[

+⋅

+⋅+⋅+⋅=⋅=≤ −

=
∑ x

x
XP

 
+
 
 
6.2.5.  Αρνητική ∆ιωνυµική Κατανοµή. 
 
Στις 

 

.....1,,][
1

+κκ=⋅





==
−κ

xqpxXP  
1 κ−κ
−

x
x

 
Η τυχαία µεταβλητή Χ µετράει τις δοκιµές για να έχουµε κ επιτυχίες

ppp

 ).( κ≥x  
 

Έχουµε ότι: 22
2 )1()()( qpXVarXE κκσκαικ

=
−

===  

 
p: η πιθανότητα της επιτυχίας. 

ς αποτυχίας,   p + q =1. 

 
αράδειγµα. 

ε τυχαία ένα δείγµα 6 αγροτών και τους ρωτάµε αν τα χωράφια τους 
είναι ποτιστικά. Από τις µελέτες της γεωργικής διεύθυνσης της περιοχής απ΄ όπου 
κατάγονται οι 12 αγρότες γνωρίζουµε ότι το 60% είναι ποτιστικά τα ωράφια και το 40% 
δεν είναι. 

ότητα να έχουµε πάρει 4 θετικές απαντήσεις (δηλαδή να έχουν 
ποτιστι ο

 
q: η πιθανότητα τη
 

Π
 
αίρνουµΠ

 χ

Ποια η πιθαν
 κά χωράφια) όταν ρωτήσουµε και τον 6  αγρότη. 

 
Έχουµε Χ τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί αρνητική διωνυµική κατανοµή. 
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.4,6,]
1




 −κ

xόqpx  [
1

==⋅== −
−

κπουκκXP x
x

 
Η τ.µ Χ µετρά ετους αγρότες µέχρι την κ - πιτυχία. 
 
ηλαδή έχουµε 6 δοκιµές και 4 «επιτυχίες» = θετικές απαντήσεις. p= 0,60 και 

q=0,40
∆
. 
 

.21,040,060,0
!2!3

!540,060,0]6[ 24464
16

14
=⋅=⋅






== −

−

−
XP  

 
 

.3. Ειδικές κατανοµές συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ. 

ίναι η κατανοµή κατά την οποία µια συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ έχει 
συνάρτ

 

6
 

6.3.1. Κανονική Κατανοµή 
 

Ε
ηση πυκνότητας πιθανότητας. 

+∞<<−∞
πσ

=








σ
µ−

−

xexf
x

,
2

1)(
2

2
1
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   f(x) 
±∞

 

         

     
         

 

Ο συµβολισµός της κανονικής κατανοµής είναι Ν (µ, σ ). 
αράσταση της f(x) δίνει µια κωδωνοειδής καµπύλη συµµετρική ως 

προς την x = µ. 

.

  σ>0,    µ = Ε(Χ),   τυπική απόκλιση και µέση τιµή της Χ. 
 

2

Η γραφική π

 
 

Όταν →x 0)( →⇒ xf  

 
 
                                                                   
                                                                             ∞+  
  ∞−  
    
 

  

 

  µ-3σ   µ-2σ  µ-σ      µ  µ+σ     µ+2σ µ+3σ              Χ 
 

 



 

 
 

 
 
 

i) Το 68,27% των τιµών της Χ να βρίσκεται στο διάστηµα [µ-σ, µ+σ] 
 
ii)  Το 95,45% των τιµών της Χ να βρίσκεται στο διάστηµα [µ-2σ, µ+2σ] και  
 
iii) Το 99,73% των τιµών της Χ να βρίσκεται στο διάστηµα [µ-3σ,   µ+3σ]. 
 

οποιείται πολύ διότι πολλά φαινόµενα έχουν 
κατανο ή. 

 οργάνων του ανθρώπινου σώµατος, η ετήσια 
γαλακτοπαραγωγή των αγελάδων, τα σφάλµατα µέτρησης διαφόρων οικονοµικών και 
κοινωνικών µεγεθών. Η ανακάλυψη της κανονικής κατανοµής προήλθε από την µελέτη 
των σφαλµάτων παρατήρησης στη Φυσική και στην Αστρονοµία Γι’ αυτό η κανονική 
καµπύλη ονοµάζεται και καµπύλη των σφαλµάτων. 

 
Το εµβαδόν κάτω από την κανονική καµπύλη από το 

 

Όπως αναφέρθηκε στην κανονική κατανοµή έχουµε: 
 

Η κανονική κατανοµή χρησιµ
µή που προσεγγίζει την κανονικ
Μεταβλητές που η κατανοµή τους προσεγγίζει την κανονική είναι το ύψος, το 

βάρος και οι διαστάσεις διαφόρων

∞− έως το ισούται µε 
την µονάδα. 
 

διαφορετική µέση τιµή θα έχουµε τις µορφές: 

         f(x)                                              σ: σταθερό 

∞+

Σε διαφορετικές κανονικές κατανοµές (καµπύλες) αν έχουµε την ίδια τυπική 
απόκλιση σ  και 

 

                                 

                                  σ                   σ                    σ 
 

                             µ1                    µ2                    µ3                 x 
 

 

 
 
 
 
    

µέσ
 

  

 
Επίσης αν σε διαφορετικές κανονικές κατανοµές (καµπύλες) έχουµε την ίδια 

η τιµή µ  και διαφορετική τυπική απόκλιση   σ   θα πάρουµε τις µορφές: 
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    f(x) 

2 

         

                                            σ1 
 
 
                                             σ  

 
 
 
 
                             µ       σ1<σ2              Χ 
                                  µ: σταθερό 

 
 
6.3.2.  Τυπική Κανονική Κατανοµή. 
 
Αν έχουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ µε µέση τιµή µ και τυπική απόκλιση σ  τότε η 

τυχαία µεταβλητή  µ−
=

XZ  ονοµάζεται τυπική τυ
σ

χαία µεταβλητή της Χ και έχει 

µέση τι

Όταν η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή τότε η τυπική τυχαία 
µεταβλ

 κατανοµή που ακολουθεί η µεταβλητή Ζ καλείται Τυπική Κανονική 
νάρτηση πυκνότητας: 

 

µή µηδέν και τυπική απόκλιση 1. 
 

ητή Ζ ακολουθεί επίσης κανονική κατανοµή. 
 

Η
Κατανοµή και συµβολίζεται µε Ν (0,1), έχει δε συ

 

 

 

+∞<<−∞
π

=
π

=
−

zezf
z

,
2
1

2
1)(

2

2
1
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                                     Ν(20,9) 
         f(x)                                     
  
 
 
 
 
 

    π.χ. µ = 20 
                                                          σ = 3 

 
 
           15          µ=20         25              
 
          f

                

                           



 −

5      0      



 +

5                  z 

                      x 

(z) 

                                                                      µ−
=

xz    
σ

2
Μετασχηµατισµός της κανονικής 

ανοµή Ν (0,1). 
κατανοµής Ν (µ,σ ) σε τυπική 
κατ

  
 3  3

 

3
5

3
2015

−=
−         

3
5

3
2025

=
−  
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την τυπική κανονική κατανοµή Ν (0,1) έχουµε: 

 χωρίου αυτού αντιστοιχεί στο 
 εµβαδού που ορίζεται από την 

άξονα z. 

Σ
 

          f(z) 
                                                     Το εµβαδόν του
                                                     0,683 όλου του

 f(z) και τον 

                                                                       z
                           -1   0  +1                      

      f(z) 

                                         στο 0,954 
                                         από την f(z) 

                               -2        0      +2               z       

         f(z) 

                                                                       Το 
                                                                       
                                                                       εµ
                                                                        f(z) 
                                                                   

                               -2      -1        0     1       2         z 

                                                    
 
 
 
 
 

  
 

 
Το εµβαδόν

                  
                  
                                                            

 

     
  

    

 του χωρίου αυτού αντιστοιχεί  
όλου του εµβαδού που ορίζεται 
και του άξονα z. 

 
 
 

 

 
εµβαδόν του χωρίου αυτού 

καλύπτει το 0,997 όλου του  
βαδού που ορίζεται από την 
και τον άξονα z. 
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Η αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνει τις πιθανότητες 
ορίζεται ως: 

 
P )( zZ ≤

duezZPz
u
2

2

2
)()(

−

∫π
=≤=Φ  

z1

∞−

 
 
Η τιµή της Φ(z) δίνεται από πίνακες για τ

Φ

 Η
ε
αριστερά του z και κάτω της f(z) 0

 
 
 
 
                                                                                           -z     0     z 0         z 

 

 
Η πιθανότητα )( zZP ≥ εκπρο

  0

                                                 (1)( PzZP −=≥
 
 
 
 
 

                                     0         z                   z 0
 

 

τ
 

ις τιµές z της µεταβλητής Z. Η 
, δηλαδή εκφράζει την πιθανότητα η Ζ να παίρνει τιµές µέχρι το z. 

 
 πιθανότητα Φ(z ) =  
κπροσωπεί το εµβαδόν                                    f(z)                                        

σωπεί το εµβαδόν δεξιά του z και κάτω της f(z). 
 
 

)()( zZPz ≤=

0 )( 0zZP ≤
)( 0zZP ≤  

0 0  

  f(z)                             )( zZP ≥   

0 )(1) 00 zzZ Φ−=≤  

Η πιθανότητα εκπροσωπεί το εµβαδόν µεταξύ των z1, z2 και κάτω 
ης f(z). 

 )( 21 zzzP ≤≤
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    f(z) 

                                                      
(

2

1

z
zP
Φ=

≤

 
 
 
  
                          

)()(
)()()

1

122

z
zzPzzPzz

Φ−
≤−≤=≤

      

κανονική τανοµή είναι συµµετρική γύρω από το z = 0 είναι 

Φ(-z)=1-Φ(z). 
 
Πράγµατι έχουµε

z1        0       z2      z 
 

 
Επειδή η τυπική κα
 

                                                      To )( zZP −≤  εκπροσωπεί το εµβαδόν αρ

 ).(1)( zZPzZP ≤−=−≤  
 
 

     f(z) 

                                                      του –z 
                          
                                                       του z 
                                                      Τα δύο

                        
 

ιστερά 
και κάτω της f(z). 

                            To )(1 zZP ≤− εκπροσωπεί το εµβαδόν δεξιά 
και κάτω της f(z) 
 αυτά εµβαδά είναι ίσα λόγω συµµετρίας. 
     z 

 
Η σχέση Φ(-z) =1-Φ(z) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε πιθανότητες

                                          
                         -z          0        z

α

0)( =+∞Φ

 )( zZP −≤ µε 
ρνητικές τιµές του z. 

 

Εκ του ορισµού της )()( zZPz ≤=Φ συνεπάγεται ότι: 
 

 και 0)( =−∞Φ  
 

ν θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα Α )( xXxP ≤≤ 21

µή Ν (µ, σ) τότ  την ορίσουµε ως εξής: 
 

σε µια κανονική 
κατανο ε µπορούµε να
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xxxxPxXx

 

P  

       f(x) 
                                                 Ν (µ, σ) 
                                               

 
 
 
 

 )( 21 xXxP ≤≤  






σσ
µ−1xP  

                            x1     µ      x2                x 
       f(z
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Παραδείγµατα 

 
γαζοµένων σε µια επιχείρηση ακολουθεί 

τ  µισθό 200.000 δρχ. και τυπική απόκλιση 30.000 δρχ. 
Να βρεθεί ο αριθµός των µισθωτών που παίρνει µισθό  
 

ο ή ίσο των 180.000 δρχ. 
 

 170.000 δρχ. κ
 
 

iii) Μεγαλύτερο ή ίσο των 210.000 δρχ. 

           

θεωρώ ην τυπική µεταβλητή Z µε τιµή

1. Η κατανοµή των µισθών 1000 ερ
ην κανονική κατανοµή µε µέσο

i) µικρότερ

ii) Ανάµεσα στις αι 220.000 δρχ. 

 

  
µ−x τ  

σ
=z και έχω:  

 

.66,0
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000.30
000.200000.180
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−

=  z

 
Άρα η πιθανότητα να έχουµε µισθό 000.180≤ δραχµών είναι: 



 

.2546,07454,01)66,0(1)66,0()66,0( =−=Φ−=−Φ=−≤ZP (25,46%) 
 

 ο αριθµός των µισθωτών που παίρνουν µισθό θα είναι: Οπότε 000.180≤
)() zNz Φ⋅=  =1000 εργαζό(ZP 11≤⋅Ν

 
 

          ii)Για να βρω τον αριθµό των µισθωτών µε µισθό που κυµαίνεται µεταξύ 170.000 
ρχ. και 220.000 δρχ. θα υπολογίσω: 

  
δ
 

,1
000.301 −==z  

 
και 66,0()()( 22 +Φ=Φ=≤ zzZP
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Συνεπώς θµός 

= 1000·0,2546 ~ 255 µισθωτοί., όπου Ν µενοι. 

 

.66,0
000.30
000.20

000.30
000.200000.220000.200000.170

2 ==
−

=
− z

.7454,0) =  

.1587,08413,01)1(1)1()()( 11 =−=Φ−=−Φ=Φ=≤ zzZP  
 

.5867,01587,07454,0)()( =−=Φ−Φ zz  

 ο αρι των µισθωτών που ζητάµε ισούται µε: 
 

1000·0,5867~ 587 µισθωτούς. 
 

 
iii). Για να βρούµε τέλος τον αριθµό των µισθωτών µε µισθούς 

βρίσκο  πρώ
000.210≥  

υµε τα την  
 

.3333,0000.10000.200000.210
≈=

−
=z  

000.30000.301

 
 

6293,0)33,0()3333,( =Φ=ZP  0≤
 
Άρα 3707,06293,01)33,0(1)3333,0(1)3333,0( =−=Φ−≤−=≥ ZPZP  
 
Οπότε ο αριθµός των µισθωτών είναι:1000·0,3707~ 371 µισθωτοί. 

2. Σε µια φάρµα η ετήσια παραγωγή γάλακτος (ανά αγελάδα) είναι µια 
µεταβλητή που ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 5.000 kgr και τυπική 
απόκλιση 600 kgr. 
 

ων στη φ  παράγουν 
γάλα µ

 
 

i) Να βρεθεί ο αριθµός των αγελάδ άρµα όταν 100 αγελάδες
εταξύ 5.500 – 6000 kgr. 
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) Πόσες αγελάδες παράγουν γάλα ετησίως µέχρι και 5.800 kgr. 

 
 

i)  Πόσες αγελάδες παράγουν γάλα ετησίως πάνω από 6.100 kgr και πάνω. 
 

ii

ii

 
iv)   το 20% της ετήσιας παραγωγής. 

 
v)  Πάνω από ποια κιλά (kgr) βρίσκεται το 10% της ετήσια παραγωγής. 

  

Κάτω από ποια κιλά (kgr) βρίσκεται
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            .6666,1
6006002 ===z  100050006000 −

 
 

.1548,07967,09515,0 =−=
 

)8333,0()6666,1()6666,18333,0()60005500( Φ−Φ=≤≤=≤≤ ZPXP
 

Οπότε αν θέσουµε Ν τον αριθµό των αγελάδων στη Φάρµα θα χουµε:  
 

6461001548,0100)]83,0()66,1([ ≈Ν⇒=⋅Ν→=Φ−ΦN αγελάδες. 

οσοστό αγελάδων που παράγουν µεταξύ 5500-6000 kg. 
 

 
Π
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ii) 9082,0)33,1()33,1()5800( =Φ=≤=≤Χ ZPP  
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Και οι αγελάδες που παράγουν γάλα κατά µέσο όρο µέχρι και 5800 kgr είναι: 
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iii) .0336,09664,01)83,1(1)83,1(1)83,1()6100( =−=Φ−=≤−=≥=≥ ZPzPXP  
 

600600
.83,1110050006100

==
−
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Οι αγελάδες που παράγουν γάλα κατά µέσο όρο πάνω από 6100 kgr είναι:  
 

%.4,3
646
22:220336,06460336,0 ≈ποσοστ→δεςαγελ≈⋅=⋅ όάN  

 

 
         iv ώ µας δίνεται ότι Φ(z) = 0,20. [ Εφόσον το εµβαδόν του χωρίου κάτω της f(x)  
         και τον άξονα x είναι ίσο µε την µονάδα και το εµβαδόν από το έως µιας τιµής     
          της τυπικής µεταβλητής Ζ δίνεται από την Φ(z)]. 

πό την σχέση Φ(z)= 0,20 → από τους πίνακες  έχουµε: 

πορεί να υπολογισθεί από τον πίνακα µε z>0 και από τον πίνακα µε  
                  z<0).  

 

)Εδ
∞−

 
Α
 
z = - 0,84: (µ

Τώρα αν θέσω στη σχέση 
σ

=z  , z = -0,84 θα έχουµε:  µ−x

 

.496.450450005045000
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500084,0 kgrxxx

=−=⇒−=−⇒
−

=  −

 
Άρα κάτω από τα 4.496Kgr βρίσκεται το 20% της ετήσιας παραγωγής 
 

 
. Γνωρίζουµε ότι το εµβαδόν από µια τιµή της z µέχρι τοv  ∞+ είναι 10% = 0,10. 

αδή
 
∆ηλ 8: .2,190,0)(10,0)(1 =→=Φ→=Φ− zzz  
 

 ⇒
σ
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=
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vi)    Άρα πάνω από τα 5.768Kgr βρίσκεται το 10% της ετήσια παραγωγής. 
 

 97



 

 
(i) 

f(x) 
 
 
 
 
                                                          15,47% 
 
 
 
          ∞−                 5000 5500 6000   ∞+  

 
 
(ii)              (iii) 

       

  
  f(x)                                                                   f(x) 

 
                                                                                                                               
3,4% 
 
 
 

                                                          90,8%                  
 
 

      ∞−                    5000     5800     ∞+     x          ∞−     
         x 

     5000  6100  

 
 

3. Ένα εργοστάσιο κατασκευάζει κυλινδρικά έµβολα µε διάµετρο Χ η οποία 
ακολουθεί µια κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 43,0 cm και τυπική απόκλιση 0,6 cm. 
Αν επι βρεθεί το 
ποσοστό των ελαττωµατικών εµβόλων. 

 
τ

∞+
 

τρέπεται µια ανοχή στην διάµετρο από 42,4 cm µέχρι 43,6 cm να 

Κα ’ αρχήν βρίσκουµε το ποσοστό των καλών εµβόλων: 
 
 

.6826,01587,08413,0)1()1()11()6,434,42( =−=−Φ−Φ=≤≤−=≤≤ ZPXP  
 
 

436,436,0434,42
=

−
=−=

−
=

−
= 1

6,0
,1

6,06,0 21 zz  
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8413,0)1(,1587,0)1()( 1 =Φ=−Φ=z  Φ
 
Άρα
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[ ]
v

qxX ⋅



==Ρ

 το ποσοστό των ελαττωµατικών είναι: 1-0,6826= 0,3174 31,74%. 
 
6.3.3.  Προσέγγιση ∆ιωνυµικής κατανοµής από την τυπική κανονική 

κατανοµή. 

Γνωρίζουµε ότι η τυχαία µεταβλητή Χ που παρουσιάζει ∆ιωνυµική κατανοµή 
έχε συνάρτηση πιθανότητας. 

 

τιµή µ = Ε(X) = ν p , ιακύµ

ιση  

⇒

xvx
v

x

xvx

x
ppp −− −
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)1(  

 
µε µέση δ ανση   
 

)1()(2 pvpvpqVar −==Χ=σ  και  τυπική απόκλ

σ
 

 
 
χει απο

).1( pvp −=σ  
 

∆ηµιουργούµε την τυπική µεταβλητή µ−
=

xZ , δηλαδή την  

)1( pvp
vpxz
−

−
=  

Έ δειχθεί ότι αυτή ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή, όταν +∞→v  
(στην πράξη όταν και , Θεώρηµα  Laplace Κ.Ο.Θ). 

 
υµε

ουµε την πιθανότητα Ρ[Χ

 30≥v  5≥vp

Έχο  συνεπώς Ζ ~ Ν (0,1).  
 
Έτσι αν θελήσουµε µπορούµε, όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις που ετέθησαν 

530( ≥≥ vpv  και νq≥ 5, να υπολογίσ x] ή την πιθανότητα ≤
[ βα ≤≤P της ]X όχι µέσω διωνυµικής κατανοµής, αλλά µέσω 

ής της τυπικής µεταβλητής Ζ. 
τυπικής κανονικής 

κατανο

Παίρνουµε δηλαδή: 

µ
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τήρηση:  

 
τανοµή είναι διακριτής µεταβλητής κατανοµή έχει έννοια   

η πιθανότητα Ρ[Χ=x] σε µια τιµή της Χ. 
 
             τυπική κανονική κατανοµή όµως δεν µπορεί να δώσει την Ρ[Χ=x], διότι  

                         

τσι όταν θέλουµε να αντικαταστήσουµε (να προσεγγίζουµε) την διωνυµική 
κατανο  κατανοµή [Χ=x], παίρνουµε 
την σχέση: 

Ρ[Χ = x] =  

 
Παρα
 

            Επειδή η διωνυµική κα
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 .0)(][ === ∫ duufxXP
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µή σε τιµή x της Χ από την κανονική , δηλαδή → Ρ
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α ε γ

 
1. 

α ρ των χαλασµένων προϊόντων στο σύνολο είναι 
p = 0,20. 

Αν χρησιµοποιήσουµε την διωνυµική κατανοµή θα έχουµε την πιθανότητα: 
 

Παρ δ ί µατα 

Να βρεθεί η πιθανότητα σε ένα δείγµα 30 γεωργικών προϊόντων να 
υπάρχουν 5 χαλασµένα αν η πιθανότητ

 

1624,080,020,0]5[ 255
30

5
=⋅






==XP  
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Επειδή vp = 30·0,20 = 6>5 και νq = 30.0,8 = 24>5  µπορούµε να προσεγγίσουµε 
την πιθανότητα αυτ  κανονικής κατανοµής. 

 
Έχουµε  

ήν µέσω

.19,280,06)1( =⋅=− pvp  
 
Παίρνουµε την πιθανότητα: 
 

1607,05910,07517,0)68,0()23,0(
))68,0(1()23,0(

65,465,5

=−=Φ+Φ−=
=Φ−−Φ

 − −

 
19,219,2

)5,55,4( =





Φ−





Φ=<< XP

1)68,0()23,0( −=−Φ−−Φ

 
Παρατηρείται ένα σφάλµα προσέγγισης ,1624-0,1607 = 0,0017. 
 

 0

 

2. Στο προηγούµενο παράδειγµα η πιθανότητα να είναι χαλασµένα είναι  
p = 0,80. Ζητάµε την πιθανότητα να έχουµε τουλάχιστον 28 γεωργικά προϊόντα 
χαλασµ

 µε την διωνυµική κατανοµή έχουµε: 

ένα. 
 
Σύµφωνα
 

].30[]29[]28[ =+=+= XPXPXP]28[ =≥XP  
 

 

 

033,004,00019,04352,080,0]28[ 228
30

28
=⋅⋅=⋅






==XP  

009,02,00015,0302,080,0]29[ 129
30

29
=⋅⋅=⋅






==XP  

 

001,02,080,0 030
30

=⋅]30[
30






==XP

 
043,0]28[ =XP  

 
≥

Αν χρησιµοποιήσουµε την Τυπική κανονική κατανοµή για να προσεγγίσουµε την 
πιθανότητα αυτή θα έχουµε: 
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.0302,
19,28,42,024)1(

248,0

19,2
1

)1(
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 −
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245,285,0281]28[1]28[  −


 −+

Φ−=≤−=≥
vpXPXP

30=⋅ pv

09798,01)05,2(1 =−=Φ−=
 
Παρατηρείται σφάλµα προσέγγισης 0,043-0,0302=0,0128. 
 
 

3. Η πιθανότητα να είναι χαλασµένα γεωργικά προϊόντα σε µια παραγωγή 
γεωργικών προϊόντων είναι p = 0,50. Παίρνουµε τυχαία 30 προϊόντα ποια ή πιθανότητα 
να έχου ε το πολύ επτά χαλασµένο προϊόντα. 
 

ύµφωνα µε την διωνυµική κατανοµή έχουµε: 

µ

Σ
 

]1[]0[]7[ =+==≤ XPXPXP + P[X=2]+…+ P[X=7]. 
 

300
30

⋅==
0

50,050,0]0[ 





XP  

 
291

30

1
50,050,0]1[ ⋅






==X  P

……………….. 
            
            = …… υπολογίζεται  

 
Αν προσεγγίσουµε την πιθανότητα αυτή µε τυπική κανονική κατανοµή: 

v p= 30.0,5 = 15 > 5 
 

]7[ ≤XP

  

74,250,0.15)1(,15 ==−== pvpvpµ  
 

0018,0)92,2(1)92,2(157]7[ =Φ−=−Φ=



 −

Φ=≤X  
79,2 

 

P

6.3.4. Εκθετική Κατανοµή 
 
Η τυχαία µεταβλητή Χ έχει εκθετική κατανοµή όταν εφαρµόζεται ένα πείραµα 

Bernoulli και ο Χ µετρά το χρόνο που µεσολαβεί από ένα αρχικό χρονικό σηµείο 
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µέχρις ότου πραγµατοποιηθεί ένα συµβάν (φαινόµενο). Ο αριθµός των συµβάντων 
σε ένα χρονικό διάστηµα ακολουθεί κατανοµή Poisson.  

 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκθετικής κατανοµής είναι  
 

: 

0

0,
)(

≥⋅λ

<ο

λ−

=
xe

x

x

xf  

 
Η παράµετρος λ>0 εκφράζει το µέσο αριθµό πραγµατοποίησης του 

ενδεχο ου (µέν φαινοµένου). 
 

 

Αποδεικνύει ότι )( σκαι
λ

=Ε=µ X .1)(1
2

2

λ
== XVar  

 
 

       f(x) 
                                     (0 →= f

λ                        →
.)0 λ=x  

           
 
 
 
 
 

                                      +

.0)( →+∞→ xfx  

∞            0    x 

ταβλητή 
εκφράζει χρόνο εξυπηρέτησης, χρόνο διάρκειας ενός τηλεφωνήµατος, χρόνο µεταξύ 
δύο αφ σ’ ένα αεροδρόµιο, διάρκεια συνεχούς λειτουργίας ενός 
λαµπτήρα µέχρι να καεί. Η εκθετική κατανοµή χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε 
την Poisson. 

 

Παράδειγµα 
 

Ο αριθµός των παραγωγών που φθάνουν στο εργοστάσιο Σακχάρεως µε την 
παραγωγή τους ακολουθεί την κατανοµή Poisson. 

 20 λεπτά για να εξυπηρετηθεί ένας παραγωγός, 
ποια η θανότητα ένας παραγωγός να εξυπηρετηθεί σε λιγότερο από 15 λεπτά; 

 

 

 
Η εκθετική κατανοµή µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν η τυχαία µε

ίξεων αεροπλάνων 

 

Αν κατά µέσο όρο χρειάζονται
πι
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Έχουµε: 
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οιόµορφη Κατανοµή. 

Η τυχαία µεταβλητή Χ λέµε ότι έχει ορθογώνια κατανοµή ή οµοιόµορφη 
ατανοµή στο διάστηµα [α, β] εάν η συνάρτηση πυκνότητας είναι: 

 
 
 

6.3.5. Ορθογώνια ή Οµ

 

κ

],[1
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=xf
],[0 βα∉χ

 

 

 
 

.)(
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1)(),α(

2
1)( 2α−β=β+= XVarXE  Έχουµε : 
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             f(x) 
 
 

        
α−β

1     

0               α              β

     1 

 
 

                                x 
              F(x) 
 
 
 
           

 

                                  α              β              x
 

(X) =

  

 
                  0 

   

 
α−x

≤  για   α x≤β   και     F(X) = 1   για   x β 

                   

≥F
αβ −
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