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Κατανόηση βασικών εννοιών: 

• Εκτίμηση παραμέτρων και διαστημάτων
• t-κατανομή
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Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

Σύμφωνα με το «Κεντρικό Οριακό Θεώρημα»:

όταν ένας πληθυσμός ακολουθεί την κανονική κατανομή,

οι δειγματικοί μέσοι όροι ακολουθούν επίσης την κανονική κατανομή.

Κάθε κανονική κατανομή μπορεί να μετασχηματιστεί

σε τυπική κανονική κατανομή
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Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

Η δειγματική κατανομή, που είναι μια κανονική κατανομή,

μπορεί να μετασχηματιστεί σε z – τυπική κατανομή, μετασχηματίζοντας τις τιμές Χ σε z 
τιμές.

Όπου:

തΧ = η μέση τιμή του δείγματος

μ = η μέση τιμή του πληθυσμού

𝜎 ത𝑋 =
𝜎

N
= η τυπική απόκλιση του δειγματικού μέσου (τυπικό σφάλμα)

σ = η τυπική απόκλιση του πληθυσμού

Ν=  το μέγεθος του δείγματος
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𝑧 =
തΧ − 𝜇

𝜎ഥ𝜒
→ 𝑧 =

തΧ − 𝜇
𝜎

N



Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

Σύμφωνα λοιπόν

▹ με το «κεντρικό οριακό θεώρημα» και

▹ τη δυνατότητα μετασχηματισμού της δειγματικής κατανομής σε z –
τυπική κατανομή,

μπορεί να υπολογιστεί

▹ πόση είναι η πιθανότητα η μέση τιμή ενός δείγματος να βρίσκεται 
μεταξύ συγκεκριμένων ορίων, βάσει της μέσης τιμής του πληθυσμού 
και της τυπικής απόκλισης του πληθυσμού.
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Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

Παράδειγμα:

Ένας προπονητής γνωρίζει ότι ο χρόνος αντίδρασης ολόκληρου του πληθυσμού

▹ ακολουθεί την κανονική κατανομή

▹ η μέση τιμή ολόκληρου του πληθυσμού είναι μ= 100 msec και

▹ η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι σ = 20 msec

Ο συγκεκριμένος προπονητής προπονεί μια ομάδα η οποία αποτελεί ένα δείγμα 
16 ατόμων (Ν= 16).

Τι πιθανότητα υπάρχει η μέση τιμή του χρόνου αντίδρασης του συγκεκριμένου 

δείγματος തΧ να είναι μεταξύ 90 και 110 msec (90 < തΧ <110);
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Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

Εφόσον ο πληθυσμός ακολουθεί την κανονική κατανομή,

τότε και η δειγματική κατανομή θα ακολουθεί επίσης την 
κανονική κατανομή.

Συνεπώς, η δειγματική κατανομή μπορεί να μετατραπεί σε z –
τυπική κατανομή: 
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𝑧 =
തΧ − 𝜇
𝜎

N



Εφαρμογές Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Κ.Ο.Θ.)

▹ μ= 100 msec തΧ μεταξύ 90 και 110 msec

▹ σ = 20 msec

▹ Ν = 16 άτομα

തΧ = 90:

തΧ = 110: 
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𝑧90 =
തΧ − 𝜇
𝜎

N

=
ഥ90 − 100

20

16

=
−10

5
= −2

𝑧110 =
തΧ − 𝜇
𝜎

N

=
110 − 100

20

16

=
10

5
= 2



Εφαρμογές Κεντρικού
Οριακού Θεωρήματος
(Κ.Ο.Θ.)

𝑧90 = -2

𝑧110 = 2

Άρα η πιθανότητα το δείγμα 
να έχει μέση αντίδραση

μεταξύ 90 και 110 msec

είναι 47.72 + 47.72= 95.44%
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47,72 + 47,72 = 95,44%

47,72 %



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Στη z – τυπική κατανομή

➢ o μέσος όρος είναι μ= 0

➢ η τυπική απόκλιση είναι σ =1

➢ οι τιμές στον άξονα των x (z – τιμές) 
εκφράζονται σε μονάδες τυπικής 
απόκλισης (σ)

10

Στη δειγματική κατανομή η τυπική 
απόκλιση εκφράζεται από το τυπικό 
σφάλμα

𝜎 ത𝑋 =
𝜎

N



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Συνεπώς, αν γνωρίζουμε την τυπική απόκλιση της δειγματικής 
κατανομής,

μπορούμε να προβλέψουμε «πόσο μακριά από τη μέση τιμή του 
πληθυσμού βρίσκεται η μέση τιμή του δείγματος»

ത𝑋 − 𝜇 = ;
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𝜎 ത𝑋 =
𝜎

N



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Άρα, η μέση τιμή του δείγματος απέχει από τη μέση τιμή του 

πληθυσμού ±𝑧 ∙
𝜎

N
με πιθανότητα α %.
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𝑧 =
തΧ − 𝜇

𝜎ഥ𝜒
→ ത𝑋 − 𝜇 = 𝑧 ∙ 𝜎ഥ𝜒 → ത𝑋 − 𝜇 = 𝑧 ∙

𝜎

N



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Παράδειγμα:

Ένας προπονητής καταγράφει τις βολές ενός ρίπτη ακοντίου όλη τη διάρκεια του έτους 
κάτω από συνθήκες αγώνων και γνωρίζει ότι το σύνολο των επιδόσεων του αθλητή του, 
δηλαδή ολόκληρος ο πληθυσμός των βολών του, ακολουθούν την κανονική κατανομή, με 
μέση τιμή μ= 50 m και τυπική απόκλιση σ= 6 m.

Ο προπονητής ενδιαφέρεται να μάθει μεταξύ ποιών τιμών (ορίων) θα βρίσκεται η μέση τιμή 
των βολών του ρίπτη, με πιθανότητα 95% σε έναν αγώνα όπου ο αθλητής του θα εκτελέσει 
6 βολές (Ν= 6).
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Διαστήματα εμπιστοσύνης

Έχουμε

▹ πληθυσμός βολών που ακολουθεί την κανονική κατανομή

▹ μ= 50 m

▹ σ= 6 m

▹ πιθανότητα 95%

Ψάχνουμε

▹ πληροφορίες για το δείγμα (Ν= 6 βολές)
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Διαστήματα εμπιστοσύνης

Εφόσον ο πληθυσμός των βολών ακολουθεί την κανονική κατανομή,

Τότε

σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα και η δειγματική κατανομή θα 
ακολουθεί επίσης την κανονική κατανομή.

Συνεπώς

η δειγματική κατανομή μπορεί να μετατραπεί σε z – τυπική κατανομή.
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Διαστήματα εμπιστοσύνης

95%

0.95/2 = 0.4750

Άρα το 95% του πληθυσμού

Βρίσκεται μεταξύ των τιμών

- 1.96 και 1.96
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Διαστήματα εμπιστοσύνης

Η τυπική απόκλιση του δειγματικού μέσου 𝜎ഥ𝜒

▹ με τυπική απόκλιση του πληθυσμού σ = 6 m και

▹ μέγεθος δείγματος Ν = 6 βολές, θα είναι
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𝜎 ത𝑋 =
𝜎

N
=

6

6
=

6

2,45
= 2,45



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Άρα, η μέση τιμή των επιδόσεων του αθλητή σε έναν αγώνα όπου θα εκτελέσει 6 
βολές (μέγεθος δείγματος Ν= 6), υπάρχει πιθανότητα 95 % να κυμαίνεται μεταξύ

Εφόσον

• η μέση τιμή του πληθυσμού είναι μ= 50 m

• η z – τιμή που αντιστοιχεί στην πιθανότητα 95% είναι z = 1.96 και

• η τυπική απόκλιση του δειγματικού μέσου είναι 𝜎ഥ𝜒= 2.45
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𝜇 ± 𝑧 ∙ 𝜎ഥ𝜒

𝜇 ± 𝑧 ∙ 𝜎ഥ𝜒 = 50 ± 1.96 ∙ 2.45 = 50 ± 4.802



Διαστήματα εμπιστοσύνης

Άρα η μέση τιμή του δείγματος των βολών σε έναν αγώνα 
όπου εκτελούνται Ν= 6 βολές,

▹ υπάρχει πιθανότητα 95% να κυμαίνεται από 45.198 m 
έως 54.802 m:
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50 − 4.802 < തΧ < 50 + 4.802 → 45.198 < തΧ < 54.802



t-κατανομή

Αν δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

Τότε θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί ένας εκτιμητής της.

η τυπική απόκλιση του δείγματος

είναι ένας μεροληπτικός εκτιμητής της τυπικής απόκλισης 
του πληθυσμού (σ)
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t-κατανομή

▹ Όταν το μέγεθος του δείγματος είναι 
μεγάλο (Ν > 30).

η μεταβλητή

ακολουθεί την κανονική κατανομή

γιατί οι διαφορές που προκαλούνται στον 
τύπο

από την αντικατάσταση του Ν με Ν – 1,

δεν δημιουργούν σοβαρά προβλήματα
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▹ Όταν το μέγεθος του δείγματος είναι 
μικρό (Ν < 30).

η μεταβλητή

ΔΕΝ ακολουθεί την κανονική κατανομή



t-κατανομή

Όταν το μέγεθος του δείγματος

είναι μικρό (Ν < 30)

αν

▹ δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ) και

▹ είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του δείγματος (s)

για τον καθορισμό των διαστημάτων εμπιστοσύνης δεν χρησιμοποιείται η z – τυπική 
κατανομή, όπως στην περίπτωση όπου

▹ ο πληθυσμός ακολουθεί την κανονική κατανομή ή

▹ όπου ο πληθυσμός δεν ακολουθεί την κανονική κατανομή αλλά είναι μεγάλο το 
μέγεθος του δείγματος,

αλλά

▹ χρησιμοποιείται μια άλλη μορφή κατανομής, η t-κατανομή.
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t-κατανομή

▹ Σ΄ αυτές τις περιπτώσεις αντί για την z – τιμή 
χρησιμοποιείται η t – τιμή:
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t-κατανομή
H t – κατανομή έχει πολλές ομοιότητες με τη z – τυπική κατανομή.

▹ Η t – κατανομή εξαρτάται από το μέγεθος του δείγματος (Ν) και επομένως πρόκειται για μια για 
οικογένεια κατανομών.

▹ Όλα τα σημεία της t – κατανομής βρίσκονται πιο κάτω από τα σημεία της z – τυπικής κατανομής.

▹ Όταν όμως το μέγεθος του δείγματος είναι μεγαλύτερο από 30 (Ν > 30), οι δύο κατανομές αρχίζουν 
να ταυτίζονται.

▹ Για μικρά δείγματα ωστόσο, η διασπορά που παρατηρείται στην t – κατανομή είναι μεγαλύτερη από 
αυτή της z – τυπικής κατανομής.
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Κανονική

t – κατανομή 



t-κατανομή

Στην t – κατανομή, οι αποστάσεις των τιμών μιας μεταβλητής από το μέσο 

όρο, μετριούνται σε μονάδες τυπικής απόκλισης 𝑠 ത𝑋 =
𝑠

N

και 

εκφράζονται με t – τιμές, οι οποίες βρίσκονται από τον πίνακα της t –
κατανομής για Ν-1 βαθμούς ελευθερίας, όπου Ν = το μέγεθος του 
δείγματος. 
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Κανονική

t – κατανομή 



t-κατανομή
Πίνακας t – κατανομής
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Αν

▹ ο πληθυσμός ακολουθεί κανονική κατανομή και

▹ είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Αν

▹ δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

▹ και το δείγμα είναι μεγάλο (Ν > 30)
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Αν

▹ δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

▹ και το δείγμα είναι μικρό (Ν < 30).
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού
Αν

▹ ο πληθυσμός ακολουθεί κανονική κατανομή και

▹ είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

Θέλουμε να εκτιμήσουμε μεταξύ ποιών τιμών θα βρίσκεται ο αριθμητικός μέσος 
του πληθυσμού, βάσει του αριθμητικού μέσου του δείγματος

▹ πληθυσμός ακολουθεί κανονική κατανομή

ΣΥΜΦΩΝΑ με το Κ.Ο.Θ

οι δειγματικοί αριθμητικοί μέσοι τυχαίων δειγμάτων, ακολουθούν και αυτοί την
κανονική κατανομή γύρω από τον αριθμητικό μέσο του πληθυσμού, ανεξάρτητα
από το μέγεθος των δειγμάτων.
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Η δειγματική κατανομή, που είναι μια κανονική κατανομή,

μπορεί να μετασχηματιστεί σε z – τυπική κατανομή, μετασχηματίζοντας τις τιμές Χ σε z 
τιμές.

Όπου:

തΧ = η μέση τιμή του δείγματος

μ = η μέση τιμή του πληθυσμού

𝜎 ത𝑋 =
𝜎

N
= η τυπική απόκλιση του δειγματικού μέσου (τυπικό σφάλμα)

σ = η τυπική απόκλιση του πληθυσμού

Ν=  το μέγεθος του δείγματος
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𝑧 =
തΧ − 𝜇

𝜎ഥ𝜒
→ 𝑧 =

തΧ − 𝜇
𝜎

N



Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Παράδειγμα:

Ένας προπονητής καταγράφει τις επιδόσεις 5 αθλητών του (N= 5) σε ένα τεστ ευστοχίας.

Οι επιδόσεις των αθλητών του είναι: 3, 5, 5, 4 και 3.

Αν ο πληθυσμός από τον οποίο προέρχεται το συγκεκριμένο δείγμα

▹ ακολουθεί την κανονική κατανομή και

▹ η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι σ = 1.5,

ο συγκεκριμένος προπονητής θέλει να προσδιοριστεί το διάστημα των τιμών μεταξύ των 
οποίων θα βρίσκεται ο μέσος όρος του πληθυσμού, με πιθανότητα 95%.

Θέλει δηλαδή να προσδιορίσει το διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου του πληθυσμού 
(μ) με πιθανότητα επιτυχούς προσδιορισμού 95%.
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Η μέση τιμή των επιδόσεων του συγκεκριμένου δείγματος των πέντε αθλητών είναι:

Εφόσον 

✓ ο πληθυσμός από τον οποίο προέρχεται το δείγμα ακολουθεί την κανονική κατανομή και

✓ γνωρίζουμε την τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ)

τότε

χρησιμοποιούμε τις τυπικές τιμές της δειγματικής κατανομής.
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

«το διάστημα των τιμών

μεταξύ των οποίων θα βρίσκεται ο μέσος όρος του 
πληθυσμού,

με πιθανότητα 95%»

Πίνακας z – τυπικής κατανομής
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Διάστημα εμπιστοσύνης
του μέσου όρου ενός
πληθυσμού35

95%

0.95/2 = 0.4750 

47.5% + 47.5% = 95%

Άρα το 95% του πληθυσμού βρίσκεται
μεταξύ των τιμών z = 1.96 και z = - 1.96.



Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Συνεπώς το διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου του 
πληθυσμού, με πιθανότητα 95%, θα βρίσκεται μεταξύ των 
τιμών
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού
Αν

▹ δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

▹ και το δείγμα είναι μεγάλο (Ν > 30)

Θέλουμε να εκτιμήσουμε μεταξύ ποιών τιμών θα βρίσκεται ο αριθμητικός μέσος του πληθυσμού, βάσει του 
αριθμητικού μέσου του δείγματος

▹ Δεν γνωρίζουμε την τυπική απόκλιση του πληθυσμού

▹ ο πληθυσμός μπορεί να μην ακολουθεί την κανονική κατανομή

▹ το μέγεθος του δείγματος είναι μεγάλο (Ν > 30)

ΣΥΜΦΩΝΑ με το Κ.Ο.Θ

οι δειγματικοί αριθμητικοί μέσοι τυχαίων δειγμάτων, ίσου μεγέθους, ακολουθούν και αυτοί την κανονική 
κατανομή γύρω από τον αριθμητικό μέσο του πληθυσμού

37



Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Παράδειγμα:

Μια εταιρεία αθλητικών παπουτσιών καταγράφει το χρόνο 
ζωής ενός δείγματος Ν = 120 αθλητικών παπουτσιών, τα οποία 
έχουν χρησιμοποιηθεί κατά μέσο όρο തΧ= 335 ώρες

Η τυπική απόκλιση του δείγματος είναι s= 70 ώρες

Η συγκεκριμένη εταιρεία θέλει να προσδιορίσει μεταξύ ποιών
τιμών θα βρίσκεται ο μέσος όρος του πληθυσμού (μ=;), με 
πιθανότητα 95%;
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Εφόσον το δείγμα είναι μεγάλο (Ν=120 > 30) για το καθορισμό

του διαστήματος εμπιστοσύνης του μέσου όρου του 
πληθυσμού χρησιμοποιούμε την z – τυπική κατανομή:
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Διάστημα εμπιστοσύνης
του μέσου όρου ενός
πληθυσμού40

95%

0.95/2 = 0.4750 

47.5% + 47.5% = 95%

Άρα το 95% του πληθυσμού βρίσκεται
μεταξύ των τιμών z = 1.96 και z = - 1.96.



Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού
Συνεπώς το διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου του 
πληθυσμού, με πιθανότητα 95%, θα βρίσκεται μεταξύ των 
τιμών
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Αν

▹ δεν είναι γνωστή η τυπική απόκλιση του πληθυσμού (σ),

▹ και το δείγμα είναι μικρό (Ν < 30)

Εφόσον το δείγμα είναι μικρό (Ν < 30), αντί για τις z – τιμές (z 
– τυπική κατανομή) χρησιμοποιούνται οι t – τιμές (t –
κατανομή).
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Παράδειγμα:

Μια εταιρεία αθλητικών παπουτσιών καταγράφει το χρόνο ζωής ενός δείγματος 

Ν = 16 αθλητικών παπουτσιών, τα οποία έχουν χρησιμοποιηθεί κατά μέσο όρο തΧ =
320 ώρες.

Η τυπική απόκλιση του δείγματος είναι s=120 ώρες.

Η συγκεκριμένη εταιρεία θέλει να προσδιοριστεί μεταξύ ποιών τιμών θα βρίσκεται 
ο μέσος όρος του πληθυσμού (μ=;), με πιθανότητα 95%;
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Εφόσον το δείγμα είναι μικρό (Ν=16 < 30) για το καθορισμό του διαστήματος 
εμπιστοσύνης του μέσου όρου του πληθυσμού δεν χρησιμοποιούμε την z – τυπική 
κατανομή, αλλά την t - κατανομή:

Για τον υπολογισμό των διαστημάτων εμπιστοσύνης θα πρέπει να καθοριστεί η t –
τιμή που αντιστοιχεί σε Ν – 1 βαθμούς ελευθερίας και σε επίπεδο σημαντικότητας 
που αντιστοιχεί στην πιθανότητα των 95%, το οποίο ορίζεται ως α = 0.05.
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού
Το συνολικό εμβαδόν κάτω από την 
καμπύλη της t – κατανομής ισούται 
με 1.

Κατά συνέπεια για να εντοπιστεί η t 
– τιμή που αντιστοιχεί στο επίπεδο 
σημαντικότητας α = 0.05 θα πρέπει 
να δημιουργηθεί η διαφορά: 

1 – α = 1- 0.05.

Επειδή όμως μας ενδιαφέρουν οι 
τιμές οι οποίες βρίσκονται και δεξιά 
και αριστερά από τον μέσο όρο, θα 
πρέπει να υπολογιστεί η διαφορά: 1 
– α/2= 1- 0.05/2= 1- 0.025 = 0.975.
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

▹ 1 – (α/2)= 1- (0.05/2)= 
1- 0.025 = 0.975

▹ Ν – 1 = 16 – 1 = 15
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Διάστημα εμπιστοσύνης του μέσου όρου ενός πληθυσμού

Συνεπώς, το διάστημα εμπιστοσύνης στο οποίο θα βρίσκεται 
ο μέσος όρος του πληθυσμού με πιθανότητα 95%, θα είναι
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