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Πιθανότητες και Στατιστική

• Τύχη → μη προβλεψιμότητα στα καιρικά φαινόμενα λόγω 
μη γραμμικότητας

• Καταιγίδα → πλημμύρα

• Ανομβρία → ξηρασία

• Μετρήσεις
• Έλεγχος σφαλμάτων

• Συμπλήρωση ελλείψεων

• Τεχνικοοικονομικές αποφάσεις → καθεστώς αβεβαιότητας



Μη γραμμικότητα

• Δεδομένα
• Αρχική συγκέντρωση ρύπου → α=5 mg/L/min

• Σταθερή εισροή ρύπου → Ι=12 mg/L/min

• Ρυθμός απομείωσης ρύπου → O=0.3e0.25α mg/L/min

• Αριθμητικό μοντέλο
• αt=αt-1+12-0.3exp(0.25αt-1)



Το πρόβλημα της αρχικής συνθήκης



Σχεδιασμός έργων

• Πώς σχεδιάζουμε ένα έργο;
• Βρίσκουμε το κρίσιμο μέγεθος → π.χ. μέγιστη παροχή

• Χρησιμοποιούμε τα αριθμητικά μοντέλα

• Ποια είναι η είσοδος (βροχή);

• Πιθανοτικός σχεδιασμός
• Κάθε μέγεθος συνδέεται με την αντίστοιχη επικινδυνότητα

• Κανονισμοί – νομοθεσίες – συνήθης πρακτική

• Δεδομένα από μετρήσεις



Στατιστική υδρολογία

• Πιθανολογική υδρολογία
• Αναλύει τα υδρολογικά γεγονότα θεωρώντας ότι το κάθε γεγονός είναι 

ανεξάρτητο από τα προηγούμενα

• Στοχαστική υδρολογία
• Το κάθε γεγονός εξαρτάται από τα προηγούμενα γεγονότα

• Η χρονική ακολουθία λαμβάνεται υπόψη 



Ορισμοί

• Μεταβλητή → μέγεθος που παρουσιάζει μεταβλητότητα
• Συνεχείς
• Διακριτές

• Πληθυσμός → σύνολο τιμών μίας μεταβλητής
• Πεπερασμένος
• Άπειρος

• Πείραμα → συνθήκες στις οποίες παρατηρούμε μία τυχαία 
μεταβλητή

• Έκβαση → το αποτέλεσμα του πειράματος

• Δειγματικός χώρος → όλες οι πιθανές εκβάσεις

• Ενδεχόμενο → οι πιθανές εκβάσεις (υποσύνολο του δειγματικού 
χώρου)



Χρονοσειρά

• Οι μετρήσεις μιας μεταβλητής διατεταγμένες σε χρονολογική 
σειρά

• Πλήρεις χρονοσειρές → παρατηρήσεις συνεχούς διάρκειας

• Μερικές χρονοσειρές → τιμές της μεταβλητής που υπερβαίνουν 
κάποιο κατώφλι ή δεν το υπερβαίνουν

• Ετήσιες χρονοσειρές → ετήσιοι μέγιστοι όροι / μέγιστα / 
ελάχιστα



Πλήρης χρονοσειρά
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Μερική χρονοσειρά
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Ετήσια χρονοσειρά
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Συνάρτηση πιθανότητας

• Συνάρτηση που δίνει τιμή στο ενδεχόμενο Α

• Η πιθανότητα να μη συμβεί το Α

• Η πιθανότητα να συμβούν τα ενδεχόμενα Α και Β

• Η πιθανότητα να συμβεί το ενδεχόμενο Α εφόσον έχει συμβεί το 
ενδεχόμενο Β

0 ≤ 𝑃 𝛢 ≤ 1

𝑃 𝛢 ∩ 𝛣 = 𝑃 𝛢 𝑃 𝛣

𝑃 ҧ𝛢 = 1 − 𝑃 𝛢

𝑃 𝛢ȁ𝛣 =
𝑃 𝛢 ∩ 𝛣

𝑃 𝛣



Εκτίμηση π πιθανοτικά
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Πιθανότητα υπέρβασης

• Ετήσια σειρά μεγίστων Χ μεγέθους Ν

• Κατάταξη κατά φθίνουσα σειρά

• Κατώφλι υπέρβασης x

• Σειρά όπου γίνεται η υπέρβαση m

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥 =
𝑚

𝑁
κλειστές σειρές

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥 =
𝑚

𝑁 + 1
ανοιχτές σειρές

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥 =
2𝑚 − 1

2𝑁
Hazen (1930)

…



Περίοδος επαναφοράς

• Μέσο χρονικό διάστημα Τ (έτη) στο οποίο η υπό μελέτη 
μεταβλητή θα εμφανιστεί μία μόνο φορά με τιμή ίση η 
μεγαλύτερη από ένα κατώφλι που έχει οριστεί εκ των προτέρων

• Αν η περίοδος επαναφοράς είναι 10 έτη σημαίνει ότι τα επόμενα 
10 χρόνια θα γίνει η υπέρβαση; → ΟΧΙ!

• Τα επόμενα 1000 χρόνια θα γίνουν περίπου 100 υπερβάσεις  

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥 =
1

𝛵
𝛵 =

1

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥



Κατανομές

• Διακριτές → τα δεδομένα έχουν μόνο συγκεκριμένες τιμές 
εντός του διαστήματος ορισμού

• Ζάρι ή νόμισμα

• Ναι/Όχι

• Συνεχείς → τα δεδομένα μπορούν να πάρουν οποιαδήποτε 
τιμή εντός του διαστήματος ορισμού



Διακριτές κατανομές

• Ομοιόμορφη

• Κατανομή Bernoulli

• Διωνυμική

• Γεωμετρική

• Poisson

• …



Ομοιόμορφη διακριτή κατανομή

• Ζάρι ή νόμισμα

𝑓 𝑥 = ቐ

1

𝑁
 για 𝑥 = 1,2, … 𝑁

0 διαφορετικα



Κατανομή Bernoulli

• Πιθανότητα επισύμβασης ενός γεγονότος

𝑓 𝑥 = ቊ
𝑝𝑥 1 − 𝑝 𝑥 για 𝑥 = 0,1

0 διαφορετικα

𝑥 = ቊ
1 για πιθανότητα 𝑝

0 για πιθανότητα 1 − 𝑝



Διωνυμική κατανομή

• Για Ν Bernoulli μεταβλητές [x1, x2, … , xΝ], ανεξάρτητες μεταξύ 
τους, ενώ x= x1 + x2 +… xΝ

• Συντελεστής διωνυμικής κατανομής (αριθμός πιθανών 
συνδυασμών χωρίς να μας ενδιαφέρει η σειρά τους)

𝑓 𝑥 = ቐ
𝑁
𝑥

𝑝𝑥 1 − 𝑝 𝑁−𝑥 για 𝑥 = 0,1 … 𝑁

0 διαφορετικα

𝑁
𝑥

=
𝑁!

𝑥! 𝑁 − 𝑥 !



Υπέρβαση

Πιθανότητα

υπέρβασης

1

𝛵



Υπέρβαση

Πιθανότητα

υπέρβασης

1

𝛵

Πιθανότητα

μη υπέρβασης

1 −
1

𝛵



Υπέρβαση

Πιθανότητα

υπέρβασης

1

𝛵

Πιθανότητα

μη υπέρβασης

1 −
1

𝛵

Πιθανότητα

μη υπέρβασης

σε Ν χρόνια (x=0)

1 −
1

𝛵
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Υπέρβαση

Πιθανότητα

υπέρβασης

1

𝛵

Πιθανότητα

μη υπέρβασης

1 −
1

𝛵

Πιθανότητα

μη υπέρβασης

σε Ν χρόνια (x=0)

Πιθανότητα

υπέρβασης

σε Ν χρόνια (x=0)

1 − 1 −
1

𝛵

𝛮

1 −
1

𝛵

𝛮



Συνεχείς κατανομές

• Αθροιστική συνάρτηση κατανομής CDF

• Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας PDF

𝐹𝑥 𝑥 = 1 − 𝑃 𝑋 ≥ 𝑥         ή

𝑓𝑥 𝑥 =
𝑑𝐹𝑥 𝑥

𝑑𝑥

𝐹𝑥 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥



Θεωρητικές κατανομές

• Οι τιμές του φαινομένου είναι τυχαίες και ανεξάρτητες
• Ισχύει στη φύση; → εμμονή

• Σχεδιασμός έργων → ακραίες τιμές

• Ασυμπτωματικές κατανομές
• Τύπος Ι → Αρχική κατανομή χωρίς όριο προς την κατεύθυνση της 

ακραίας τιμής

• Τύπος ΙΙ → Αρχική κατανομή χωρίς όριο προς τις δύο κατευθύνσεις

• Τύπος ΙΙΙ → Αρχική κατανομή με όριο προς την κατεύθυνση της 
ακραίας τιμής



• Μέσος όρος

• Διάμεσος

• Διασπορά

• Τυπική απόκλιση

Παράμετροι κατανομής

ҧ𝑥 = 

𝑖=1

𝑁
𝑥𝑖

𝑁

𝑥 Τ𝑁+1 2 𝛮 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏𝜊𝜍 ,
1

2
𝑥 Τ𝑁 2 + 𝑥 Τ𝑁 2+1 (𝑁 𝛼𝜌𝜏𝜄𝜊𝜍)

ො𝜎 = ෞ𝜇2
ൗ1

2 = 

𝑖=1

𝑁
𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

𝑁 − 1

ൗ1
2

ෞ𝜇2 = 

𝑖=1

𝑁
𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

𝑁 − 1



• Συντελεστής διακύμανσης

• Συντελεστής ασυμμετρίας

• Συντελεστής κύρτωσης

Παράμετροι κατανομής

𝑐𝑉 =
ො𝜎

ҧ𝑥

ො𝑔 =
ෞ𝜇3

ො𝜎3
=

𝑁

𝑁 − 1 𝑁 − 2


𝑖=1

𝑁
𝑥𝑖 − ҧ𝑥 3

ෞ𝜇2
ൗ3

2

ෞ𝑞4 =
ෞ𝜇4

ො𝜎4



Ομοιόμορφη κατανομή

• PDF

• CDF

𝑓 𝑥 = ቐ

1

𝑏 − 𝑎
 για 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0 για 𝑥 < 𝑎 και 𝑥 > 𝑏

𝐹 𝑥 =

0 για 𝑥 < 𝑎
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
για 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

1 για 𝑥 > 𝑏



Κανονική κατανομή

• PDF

• CDF

𝑝 𝑧 =
1

𝜎 2𝜋
𝑒𝑥𝑝 −

𝑧2

2

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎

𝑃 𝑧 = න
−∞

𝑧 1

2𝜋
𝑒𝑥𝑝 −

𝑧2

2
𝑑𝑧

ανηγμένη μεταβλητή



Τιμές ανηγμένης μεταβλητής z

P(z) z P(z) z P(z) z P(z) z P(z) z

0.01 -2.326 0.21 -0.806 0.41 -0.228 0.61 0.279 0.81 0.878

0.02 -2.054 0.22 -0.772 0.42 -0.202 0.62 0.305 0.82 0.915

0.03 -1.881 0.23 -0.739 0.43 -0.176 0.63 0.332 0.83 0.954

0.04 -1.751 0.24 -0.706 0.44 -0.151 0.64 0.358 0.84 0.994

0.05 -1.645 0.25 -0.674 0.45 -0.126 0.65 0.385 0.85 1.036

0.06 -1.555 0.26 -0.643 0.46 -0.100 0.66 0.412 0.86 1.080

0.07 -1.476 0.27 -0.613 0.47 -0.075 0.67 0.440 0.87 1.126

0.08 -1.405 0.28 -0.583 0.48 -0.050 0.68 0.468 0.88 1.175

0.09 -1.341 0.29 -0.553 0.49 -0.025 0.69 0.496 0.89 1.227

0.10 -1.282 0.30 -0.524 0.50 0.000 0.70 0.524 0.90 1.282

0.11 -1.227 0.31 -0.496 0.51 0.025 0.71 0.553 0.91 1.341

0.12 -1.175 0.32 -0.468 0.52 0.050 0.72 0.583 0.92 1.405

0.13 -1.126 0.33 -0.440 0.53 0.075 0.73 0.613 0.93 1.476

0.14 -1.080 0.34 -0.412 0.54 0.100 0.74 0.643 0.94 1.555

0.15 -1.036 0.35 -0.385 0.55 0.126 0.75 0.674 0.95 1.645

0.16 -0.994 0.36 -0.358 0.56 0.151 0.76 0.706 0.96 1.751

0.17 -0.954 0.37 -0.332 0.57 0.176 0.77 0.739 0.97 1.881

0.18 -0.915 0.38 -0.305 0.58 0.202 0.78 0.772 0.98 2.054

0.19 -0.878 0.39 -0.279 0.59 0.228 0.79 0.806 0.99 2.326

0.20 -0.842 0.40 -0.253 0.60 0.253 0.80 0.842

𝜇 = 0, 𝜎 = 1



• PDF

• CDF

𝑝 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝 ∓𝑦 − 𝑒𝑥𝑝 ∓𝑦 𝑑𝑦

𝑃 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝 −𝑒𝑥𝑝 −𝑦

Κατανομή Gumbel

𝑦 =
𝑥 − 𝛽

𝛼

ανηγμένη μεταβλητή

Ακραίων τιμών τύπου Ι

+ 𝜇𝜀𝛾𝜄𝜎𝜏𝛼, − 𝜀𝜆𝛼𝜒𝜄𝜎𝜏𝛼

𝑃 𝑦 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −𝑒𝑥𝑝 𝑦

𝜇𝜀𝛾𝜄𝜎𝜏𝛼

𝜀𝜆𝛼𝜒𝜄𝜎𝜏𝛼



Κατανομή Weibull

• PDF

• CDF

𝑓 𝑥 = ൞
𝛼

𝛽

𝑥

𝛽

𝛼−1

𝑒
− ൗ𝑥

𝛽

𝛼

 για 𝑥 ≥ 0

0 για 𝑥 < 0 

𝐹 𝑥 = ቐ1 − 𝑒
− ൗ𝑥

𝛽

𝛼

για 𝑥 ≥ 0
0 για 𝑥 < 0 



Κατανομή Weibull

• PDF

• CDF

𝑓 𝑥 = ൞
𝛼

𝛽

𝑥

𝛽

𝛼−1

𝑒
− ൗ𝑥

𝛽

𝛼

 για 𝑥 ≥ 0

0 για 𝑥 < 0 

𝐹 𝑥 = ቐ1 − 𝑒
− ൗ𝑥

𝛽

𝛼

για 𝑥 ≥ 0
0 για 𝑥 < 0 

παράμετρος κλίμακας

παράμετρος θέσης



Κατανομή ΓΑΤ

• PDF

• CDF

𝑓 𝑥 =
1

𝛼
𝑡 𝑥 𝛾+1𝑒−𝑡 𝑥  ό𝜋𝜊𝜐 𝑡 𝑥 =

1 + 𝛾
𝑥 − 𝛽

𝛼
 για 𝛾 ≠ 0

𝑒−
𝑥−𝛽

𝛼  για 𝛾 = 0 

𝐹 𝑥 = 𝑒−𝑡 𝑥



Κατανομή ΓΑΤ

• PDF

• CDF

𝑓 𝑥 =
1

𝛼
𝑡 𝑥 𝛾+1𝑒−𝑡 𝑥  ό𝜋𝜊𝜐 𝑡 𝑥 =

1 + 𝛾
𝑥 − 𝛽

𝛼
 για 𝛾 ≠ 0

𝑒−
𝑥−𝛽

𝛼  για 𝛾 = 0 

𝐹 𝑥 = 𝑒−𝑡 𝑥

παράμετρος κλίμακας

παράμετρος θέσης

παράμετρος σχήματος



Προσαρμογή θεωρητικής κατανομής

• Μπορούμε να προσαρμόσουμε μία θεωρητική κατανομή σε 
μία εμπειρική;

• Μέθοδος ροπών

• Μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας

• Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

• Μέθοδος ελαχίστου x2

• Μέθοδος των έξι διαιρέσεων

• Μέθοδος παράγοντα συχνότητας

• …



Μέθοδος ροπών

• Κανονική κατανομή → θεωρούμε ότι οι παράμετροι της 
εμπειρικής κατανομής είναι ίσες με τις παραμέτρους της 
θεωρητικής κατανομής

• Μέσος όρος

• Τυπική απόκλιση 

• Κατανομή Gumbel

ො𝑎 =
ො𝜎

1.283
መ𝛽 = ҧ𝑥 ∓ 0.45 ො𝜎

𝜇 = ҧ𝑥
𝜎 = ො𝜎

− 𝜇𝜀𝛾𝜄𝜎𝜏𝛼, + 𝜀𝜆𝛼𝜒𝜄𝜎𝜏𝛼



Μέθοδος παράγοντα συχνότητας

• Το μέγεθος του γεγονότος περιόδου επαναφοράς Τ είναι 
συνάρτηση του μέσου όρου, του συντελεστή διακύμανσης και 
του παράγοντα συχνότητας

• Κανονική κατανομή

• Κατανομή Gumbel (N>100)

• Κατανομή Gumbel (N<100)

𝑥𝑇 = ҧ𝑥 1 + 𝑐𝑉𝑘𝑇

𝑘𝑇 = 𝑧

𝑘𝑇 = ∓0.7797 0.5772 + 𝑙𝑛 𝑙𝑛
𝑇

𝑇 − 1

𝑘𝑇 =
∓ 𝑙𝑛 𝑙𝑛

𝑇
𝑇 − 1

+ 𝑦𝑁

𝜎𝑁
− 𝜇𝜀𝛾𝜄𝜎𝜏𝛼, + 𝜀𝜆𝛼𝜒𝜄𝜎𝜏𝛼



Παράμετροι yN σΝ



• Οι κατανομές προσαρμόζονται με πεπερασμένο αριθμό 
μετρήσεων → π.χ. Ν=100

• Τί γίνεται όταν υπολογίζουμε μία περίοδο επαναφοράς Τ=1000 
έτη;

Όρια εμπιστοσύνης



Διάστημα εμπιστοσύνης

Περίοδος επαναφοράς

x

𝑥𝑇

1 − 𝑎

2

1 − 𝑎

2



• Εκτίμηση ορίων

• Κανονική κατανομή

• Κατανομή Gumbel

• Επίπεδο εμπιστοσύνης 1-α (%)
• 99
• 95
• 90

𝑥𝑇,𝑚𝑎𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑧1− Τ𝑎 2𝛿
ො𝜎

𝑁

𝛿 = 1 +
𝑘𝑇

2

2

ൗ1
2

𝛿 = 1 + 1.3𝑘𝑇 + 1.1𝑘𝑇
2

Παράμετροι

𝑥𝑇,𝑚𝑖𝑛 = 𝑥𝑇 − 𝑧1− Τ𝑎 2𝛿
ො𝜎

𝑁

𝑧1− Τ𝑎 2 = 2.576

𝑧1− Τ𝑎 2 = 1.960

𝑧1− Τ𝑎 2 = 1.645



Έλεγχος καταλληλότητας

• Εμπειρικές μέθοδοι
• Χαρτί πιθανότητας της θεωρητικής κατανομής

• Οπτική σύγκριση με ιστογράμματος συχνοτήτων και συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας

• Αριθμητικές μέθοδοι
• Έλεγχος x2

• Έλεγχος Kolmogorov-Smirnov

• …



Χαρτί κανονικής κατανομής



Χαρτί κανονικής κατανομής



Ιστόγραμμα – πυκνότητα πιθανότητας



Έλεγχος x2

• Κατανομή με αριθμό παραμέτρων p

• Χωρίζεται το δείγμα σε k κλάσεις

• Oi ο εμπειρικός αριθμός παρατηρήσεων

• Ei αναμενόμενος αριθμός παρατηρήσεων

• Υπολογισμός x2

• Θεωρητικό x2, συνάρτηση του επιπέδου εμπιστοσύνης και των 
βαθμών ελευθερίας → σύγκριση με το παραπάνω

𝑥2 = 

𝑖=1

𝑘
𝑂𝑖 − 𝐸𝑖

2

𝐸𝑖

𝑘 = 1 + 3.3𝑙𝑜𝑔𝑁



Θεωρητικό x2

• Βαθμοί ελευθερίας=k-p-1
• k αριθμός κλάσεων

• p αριθμός παραμέτρων 
κατανομής



Άσκηση

• Μέσες ετήσιες παροχές Q (m3/s) με φθίνουσα σειρά (66 έτη) και θεωρούμε 
ότι ακολουθούν την κανονική κατανομή

• Να γίνει το ιστόγραμμα σχετικών συχνοτήτων

• Να βρεθεί ποια είναι η παροχή για Τ=20 έτη

• Να βρεθεί η πιθανότητα υπέρβασης για Q=100 m3/s

• Να βρεθούν τα όρια εμπιστοσύνης για Τ=100 έτη και για επίπεδο 
εμπιστοσύνης 95%

• Να ελεγχθεί αν η κανονική κατανομή μπορεί να προσαρμοστεί στο δείγμα
για επίπεδο εμπιστοσύνης 95%

115.0 93.7 87.1 80.4 73.4 70.0 66.3 58.0 52.4 46.1 40.3

112.0 92.5 85.0 80.1 72.9 69.0 65.7 58.0 52.3 46.0 34.7

111.0 91.5 84.3 80.0 71.7 68.7 62.9 55.0 50.5 45.0 34.1

99.1 89.4 84.1 79.2 71.2 67.8 62.6 54.4 47.3 44.2 32.3

96.1 88.7 82.9 77.7 70.8 67.2 61.3 53.6 47.0 44.0 28.4

94.3 87.2 80.9 77.0 70.5 66.9 60.2 53.5 46.8 43.1 20.6



Κατά κύριο λόγο, η παρούσα διάλεξη άντλησε πληροφορίες από
τα βιβλία «Τεχνική Υδρολογία» των Μ. Μιμίκου και Ε. Μπαλτά
(2018, Εκδόσεις Παπασωτηρίου), «Υδατικοί Πόροι: Ι. Τεχνική
Υδρολογία & Εισαγωγή στη Διαχείριση Υδατικών Πόρων» του Γ.
Τσακίρη (2013, Εκδόσεις Συμμετρία), «Τεχνική Υδρολογία» των
Δ. Κουτσογιάννη και Θ. Ξανθόπουλου - 4η έκδοση (2016,
Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα και
Βοηθήματα), «Ποτάμια Υδραυλική και Τεχνικά Έργα» του Β.
Χρυσάνθου (2015, Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά
Συγγράμματα και Βοηθήματα)
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