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Ασκήσεις Εμπέδωσης 1ου Μαθήματος
1. Ένα κουτί περιέχει μία μαύρη, μία άσπρη και μία κόκκινη σφαίρα. Επιλέγουμε τυχαία δύο σφαίρες, μία – μία, 
χωρίς επανατοποθέτηση και καταγράφουμε το χρώμα κάθε σφαίρας που εξάγεται. Να βρεθεί ο δειγματοχώρος 
του πειράματος.

2. Ρίχνουμε δύο ζάρια και καταγράφουμε το άθροισμα των δύο ρίψεων.
(α) Να βρεθεί ο δειγματοχώρος του πειράματος
Αν Α = {το άθροισμα είναι πρώτος αριθμός} και Β = {το άθροισμα είναι πολλαπλάσιο του 5} να βρεθούν:
(i) Τα ενδεχόμενα, Α  Β, Α – Β, Α ∩ Β, Β – Α, Α Δ Β∪ (ii) Οι πιθανότητες P(A), P(B)

(iii) Αν τα Α, Β είναι ξένα μεταξύ τους. (iv) Αν τα Α, Β είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.

3. Ένας κωδικός τριών ψηφίων αποτελείται από ένα κεφαλαίο γράμμα (24 επιλογές), έναν αριθμό (10 επιλογές) 
και έναν ειδικό χαρακτήρα (8 επιλογές). (α) Να βρεθεί το πλήθος των κωδικών που μπορεί να σχηματιστούν. 
(β) Ποια η πιθανότητα αυτός ο κωδικός να ΜΗΝ περιλαμβάνει το γράμμα “Α”;

4. Σχηματίζουμε έναν τετραψήφιο αριθμό με τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4 χωρίς επανάληψη. Να βρεθεί η πιθανότητα 
αυτός ο αριθμός να διαιρείται με το 2.

5. Ρίχνουμε ένα ζάρι 6 φορές. Ποια είναι η πιθανότητα να έρθουν 6 διαφορετικά νούμερα στις 6 ρίψεις;



  

Λύσεις ασκήσεων Εμπέδωσης 1ου Μαθήματος

Απαντήσεις
1. Ω = {ΜΑ, ΜΚ, ΑΚ, ΑΜ, ΚΑ, ΚΜ}. 

2. Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}, Ν(Ω) = 11.
Α = {το άθροισμα είναι πρώτος αριθμός} = {2, 3, 5, 7, 11}, Ν(Α) = 5.
Β = {το άθροισμα είναι πολλαπλάσιο του 5} = {5, 10}, Ν(Β) = 2.
(i) Α  Β = ∪ {2, 3, 5, 7, 10, 11}, Α – Β = {2, 3, 7, 11}, A ∩ B = {5}, Β – Α = {10}

(ii) P(A) = 5/11, P(B) = 2/11.
(iii) A ∩ B = {5} ≠ , άρα τα Α, Β δεν είναι ξένα.∅
(iv) P(A ∩ B) = 1/11 ≠ 10 / 11 = P(A) · P(B), άρα τα Α, Β δεν είναι ανεξάρτητα.

3. (α) 24·10·8 = 1.920 διαφορετικοί κωδικοί. (β) Κωδικοί χωρίς “Α”: 23·10·8 = 1.840. Πιθανότητα P = 0,9583 = 95,8%.

4. Συνολικές διατάξεις 5 αριθμών ανά 4 είναι 5·4·3·2 = 120. Ο αριθμός που διαιρείται με το 2 σχηματίζεται σε δύο στάδια. 
Στο πρώτο επιλέγεται το τελευταίο ψηφίου του αριθμού μεταξύ των {0, 2, 4} (3 επιλογές) και στο δεύτερο τοποθετούνται τα 
υπόλοιπα 4 ψηφία στις υπόλοιπες 3 θέσεις με 4·3·2 = 24 επιλογές. Συνεπώς, οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι 24·3 = 72 και η 
πιθανότητα να διαιρείται με το 2 είναι 72 / 120 = 0,6 = 60%.

5. Τα 6 διαφορετικά νούμερα είναι τα {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Το πλήθος των διατάξεων τους είναι 6! = 720 περιπτώσεις, ενώ το 
σύνολο όλων των διαφορετικών εξάδων είναι 66 = 46.656. Η πιθανότητα είναι 1,54%.



  

Περιεχόμενα 2ου μαθήματος

● Διατάξεις (ασκήσεις).

● Συνδυασμοί.

● Δεσμευμένη Πιθανότητα.

● Δεσμευμένη πιθανότητα και ανεξάρτητα ενδεχόμενα.

● Τύπος του Bayes.

● Ευαισθησία, ειδικότητα και άλλα μέτρα αξιολόγησης δίτιμης διαδικασίας πρόβλεψης.

● Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας.

● Καμπύλη λειτουργικού χαρακτηριστικού δέκτη (ROC curve).



  

Γνωστικοί στόχοι 2ου μαθήματος

Στο τέλος αυτού του μαθήματος, ο φοιτητής πρέπει να είναι σε θέση :

● Να διαχωρίζει τις έννοιες διάταξη και συνδυασμό και να είναι σε θέση να υπολογίζει το πλήθος 
διατάξεων και συνδυασμών σε απλά προβλήματα.

● Να υπολογίζει δεσμευμένες πιθανότητες με χρήση του ορισμού.

● Να μπορεί να εφαρμόζει τον νόμο της ολικής πιθανότητας.

● Να μπορεί να εφαρμόζει τον κανόνα του Bayes.

● Να γνωρίζει βασικά μέτρα αξιολόγησης δίτιμης διαδικασίας πρόβλεψης.

● Να κατανοεί τις πληροφορίες που περιέχει μία καμπύλη ROC.



  

Κώδικας R – Διατάξεις P(n, r) (χωρίς επανάθεση)

library(gtools)

n = 5
r = 2
items = c(1:5)

res <- permutations(n=n, r=r, 
v=items) 
print (paste0("Διατάξεις P(", n, ", 
",r,") (χωρίς επανάθεση): ", 
nrow(res)))
print (res) 

[1] "Διατάξεις P(5, 2) (χωρίς επανάθεση): 20"
> print (res) 
      [,1] [,2]
 [1,]    1    2
 [2,]    1    3
 [3,]    1    4
 [4,]    1    5
 [5,]    2    1
 [6,]    2    3
 [7,]    2    4
 [8,]    2    5
 [9,]    3    1
[10,]    3    2
[11,]    3    4
[12,]    3    5
[13,]    4    1
[14,]    4    2
[15,]    4    3
[16,]    4    5
[17,]    5    1
[18,]    5    2
[19,]    5    3
[20,]    5    4



  

Κώδικας R – Διατάξεις P(n, r) (με επανάθεση)

library(gtools)

n = 5
r = 2
items = c(1:5)

res <- permutations(n=n, r=r, v=items, 
repeats.allowed=T) 
print (paste0("Διατάξεις P(", n, ", ",r,") (με 
επανάθεση): ", nrow(res)))
print (res)  

[1] "Διατάξεις P(5, 2) (με επανάθεση): 25"

> print (res)  
      [,1] [,2]
 [1,]    1    1
 [2,]    1    2
 [3,]    1    3
 [4,]    1    4
 [5,]    1    5
 [6,]    2    1
 [7,]    2    2
 [8,]    2    3
 [9,]    2    4
[10,]    2    5
[11,]    3    1
[12,]    3    2
[13,]    3    3
[14,]    3    4
[15,]    3    5
[16,]    4    1
[17,]    4    2
[18,]    4    3
[19,]    4    4
[20,]    4    5
[21,]    5    1
[22,]    5    2
[23,]    5    3
[24,]    5    4
[25,]    5    5



  

Διατάξεις (ασκήσεις)



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
1. Ποια είναι η πιθανότητα, αν διατάξουμε τα γράμματα ΑΒΓΔΕΖΗΘ στη σειρά, η διάταξη που θα 
προκύψει να περιέχει τη συμβολοσειρά ΑΒΓ;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
2. Σε έναν αγώνα δρόμου συμμετέχουν 8 δρομείς. Ο νικητής παίρνει χρυσό μετάλλιο, ο δεύτερος 
παίρνει αργυρό μετάλλιο και ο τρίτος χάλκινο μετάλλιο. Πόσοι διαφορετικοί τρόπου απονομής των 
μεταλλίων υπάρχουν, αν μπορούν να εμφανιστούν όλα τα δυνατά αποτελέσματα και δεν υπάρχουν 
ισοπαλίες;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
3. Με πόσους τρόπους μπορούμε να επιλέξουμε πρώτο, δεύτερο και τρίτο νικητή από σύνολο 100 
(διαφορετικών) ατόμων που συμμετέχουν σε έναν διαγωνισμό;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
4. Για τη δημιουργία “λέξεων” είναι διαθέσιμα τα γράμματα Α, Β, Γ, Δ, Ε. Να βρεθεί το πλήθος:
(α) των διαφορετικών “λέξεων”  5 γραμμάτων.
(β) των διαφορετικών “λέξεων”  2 γραμμάτων με στοιχεία από τα Α, Β, Γ, Δ, Ε.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
5. Για τη δημιουργία “λέξεων” μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η.
(α) Πόσες διαφορετικές “λέξεις” με 3 γράμματα, χωρίς επανάληψη, μπορούν να δημιουργηθούν;
(β) Ποια είναι η πιθανότητα μία τέτοια “λέξη” 3 γραμμάτων:
 (i) Να μην περιέχει φωνήεν.
 (ii) Να περιέχει το Α.
 (iii) Να περιέχει τουλάχιστον ένα από τα Α ή Β.
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα μία τέτοια “λέξη” 5 γραμμάτων:
 (i) Να περιέχει τα Α, Β διαδοχικά.
 (ii) Να περιέχει και το Α και το Β.

Υπόδειξη
(β) (ii) και (iii): Υπολογίστε την πιθανότητα του συμπληρωματικού γεγονότος.

Άλυτη



  



  



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
6. Για τη δημιουργία “λέξεων” μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα Α, Β, Γ, Δ, Ε.
(α) Πόσες διαφορετικές “λέξεις” με 4 γράμματα, με επανάληψη, μπορούμε να δημιουργήσουμε;
(β) Ποια είναι η πιθανότητα μία τέτοια “λέξη” 4 γραμμάτων:
 (i) Να μην περιέχει φωνήεν
 (ii) Να περιέχει το Α.
 (iii) Να περιέχει τουλάχιστον ένα από τα Α ή Β.
 (iv) Να περιέχει ακριβώς ένα από τα Α ή Β.
 (v) Να περιέχει τα Α, Β διαδοχικά.
 (vi) Να περιέχει το ΑΒ.

Υπόδειξη
(β) (ii) και (iii): Υπολογίστε την πιθανότητα του συμπληρωματικού γεγονότος.

Άλυτη



  



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
7. Σχηματίζουμε έναν τετραψήφιο αριθμό με τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 5 χωρίς επανάληψη. Να βρεθεί η 
πιθανότητα αυτός ο αριθμός να διαιρείται με το 5.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
8. Να βρεθεί το πλήθος των “λέξεων” που μπορούμε να γράψουμε με όλα τα γράμματα της λέξης 
“ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ”.
Υπόδειξη: Το πλήθος των μεταθέσεων n αντικειμένων που αποτελούνται από m ομάδες k

1
, k

2
, …, k

m
 στοιχείων (n = k

1
 + k

2
 + … + k

m
) 

είναι n!
k1 !⋅k2!⋅ ...⋅km !

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
9. Δέκα φοιτητές τοποθετούνται στη σειρά. Ποια είναι η πιθανότητα, οι δύο νεότεροι να είναι δίπλα – 
δίπλα;
Υπόδειξη: Υπολογίστε το πλήθος των δυνατών τοποθετήσεων των 2 νεότερων στις 10 θέσεις και μετά για κάθε μία από αυτές τις 
τοποθετήσεις, υπολογίστε το πλήθος των συνδυασμών για τους υπόλοιπους φοιτητές.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
10. Έχουμε 3 βιβλία, 1 με μπλε, 1 με κόκκινο και 1 με πράσινό εξώφυλλο και μία βιβλιοθήκη με 4 
διαφορετικά ράφια. 
(α) Σε κάθε ράφι τοποθετούνται όσα βιβλία θέλουμε. Να βρεθεί το πλήθος των διαφορετικών 
τοποθετήσεων των 3 βιβλίων στα 4 ράφια.
(β) Σε κάθε ράφι μπορεί να τοποθετηθεί ακριβώς ένα βιβλίο. Να βρεθεί το πλήθος των 
διαφορετικών τοποθετήσεων των 3 βιβλίων στα 4 ράφια.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
11. (α) Να βρεθεί το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορούν να μείνουν 5 άτομα σε 5 
μονόκλινα δωμάτια ενός ξενοδοχείου.
(β) Να βρεθεί το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορούν να μείνουν 3 άτομα σε 5 μονόκλινα 
δωμάτια ενός ξενοδοχείου.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
12. Σε μία κληρωτίδα βρίσκονται μέσα 10 σφαιρίδια αριθμημένα από το 0 μέχρι το 9. Κάθε 
εβδομάδα κληρώνεται ένας αριθμός. Μετά από κάθε κλήρωση το εξαγόμενο σφαιρίδιο 
επανατοποθετείται στην κληρωτίδα. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε τρεις διαδοχικές κληρώσεις, ο 
μεγαλύτερος αριθμός που θα κληρωθεί να είναι το 5.

Άλυτη



  

Ασκήσεις στις διατάξεις
13. (i) Να βρεθεί το πλήθος των “λέξεων” που μπορούμε να γράψουμε με όλα τα γράμματα της 
λέξης “ΦΟΙΤΗΤΗΣ”. 
(ii) Πόσες από αυτές ξεκινάνε με “ΗΗ”;
(iii) Να βρεθεί η πιθανότητα μία λέξη να μην ξεκινάει με “ΗΗ”.

άλυτη



  

Συνδυασμοί



  

Συνδυασμοί
Ορισμός
Συνδυασμός (combination) των n στοιχείων ενός συνόλου Α ανά k λέγεται κάθε 
υποσύνολο του Α με k στοιχεία. Το πλήθος των συνδυασμών των n στοιχείων ανά k 
συμβολίζεται C(n, k).

Υπενθύμιση: Στους συνδυασμούς (combinations) η σειρά των στοιχείων δεν έχει σημασία, σε αντίθεση με τις 
διατάξεις (permutation). 

Παράδειγμα 1
Οι συνδυασμοί του συνόλου {α, β, γ} ανά δύο είναι οι εξής: { {α, β}, {α, γ}, {β, γ} }.

Παρατηρούμε ότι έχει 3 στοιχεία, δηλαδή ότι C(3, 2) = 3. Αυτό το πλήθος προκύπτει αν 
στο σύνολο των 6 πιθανών διατάξεων (3! = 6) παρατηρήσουμε ότι κάθε μία από αυτές 
εμφανίζεται 2 φορές. Έτσι, διαιρώντας το 6 με το 2 βρίσκουμε το πλήθος των 
συνδυασμών να είναι 3.  



  

Συνδυασμοί
Παράδειγμα 2
Οι συνδυασμοί του συνόλου {α, β, γ, δ} ανά τρεις είναι οι εξής: 

{ {α, β, γ}, {α, β, δ}, {α, γ, δ}, {β, γ, δ} }.

Παρατηρούμε ότι έχει 4 στοιχεία, δηλαδή ότι C(4, 3) = 4. 

Πράγματι, για να υπολογίσουμε το πλήθος των συνδυασμών των {α, β, γ, δ} ανά τρία 
αρκεί να υπολογίσουμε τις πιθανές διατάξεις τους (4·3·2 = 24) και μετά να 
παρατηρήσουμε πως κάθε μία από αυτές εμφανίζεται 6 = 3! φορές. Έτσι, διαιρώντας το 
24 με το 6 βρίσκουμε το πλήθος των συνδυασμών να είναι 4.



  

Συνδυασμοί
Από τα παραδείγματα γίνεται σαφές, ότι το σύνολο των συνδυασμών (combinations) 
n στοιχείων ανά k, είναι 

όπου       είναι ο διωνυμικός συντελεστής του xk στο ανάπτυγμα (1 + x)n.

Σημειώσεις 
1. Το σύμβολο       διαβάζεται “n ανά k”.

2. Οι συνδυασμοί στη βιβλιογραφία συμβολίζονται και nC
k 
 ή 

n
C

k 
 ή Cn

k 

C(n,k) =
P(n, k)

k !
=

n!

k !(n − k)!
= (nk)

(nk)

(nk)



  

Συνδυασμοί
Δραστηριότητα 

Να υπολογιστούν οι αριθμοί                           . Τι παρατηρείτε;

Χρήσιμες ιδιότητες

(70), (77), (72), (75)

(n0) = (nn) = 1

(n
m) = ( n

n − m)



  

Κώδικας R – Συνδυασμοί C(n, r)

library(gtools)

n = 5
r = 2
items = c(1:5)

res <- permutations(n=n, r=r, v=items) 
print(paste0("Διατάξεις P(", n, ", ",r,") (χωρίς επανάθεση): ", nrow(res)))
print(res) 

combs = combinations(n, r)
print(paste0("Συνδυασμοί C(", n, ", ",r,"): ", nrow(combs)))
print(combs)



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
1. Στο Λόττο επιλέγουμε 6 αριθμούς από 49. 
(α) Πόσες διαφορετικοί συνδυασμοί 6 αριθμών μπορούν να σχηματιστούν;

Παίζουμε μία στήλη 6 αριθμών. 
(β) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 6 αριθμούς που θα κληρωθούν;
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 5 αριθμούς που θα κληρωθούν;
(δ) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 4 αριθμούς που θα κληρωθούν;



  



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
1. Στο Λόττο επιλέγουμε 6 αριθμούς από 49. 
(α) Πόσες διαφορετικοί συνδυασμοί 6 αριθμών μπορούν να σχηματιστούν;

Παίζουμε μία στήλη 6 αριθμών. 
(β) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 6 αριθμούς που θα κληρωθούν;
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 5 αριθμούς που θα κληρωθούν;
(δ) Ποια είναι η πιθανότητα να προβλέψουμε τους 4 αριθμούς που θα κληρωθούν;

Λύση
(α) Υπολογίζουμε το πλήθος των πιθανών εξάδων ως τους συνδυασμούς 49 αριθμών ανά 6, 
δηλαδή:

(β) Είναι 
P(“Κερδίζω το Λόττο παίζοντας μία στήλη”) = 1 / 13.983.816 = 7,2·10-8.

C(49 ,6) = (49
6 ) =

49 !
6 ! 43 !

=
49⋅48⋅47⋅46⋅45⋅44

6⋅5⋅4⋅3⋅2⋅1
= 13.983 .816



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
(β) Η σωστή πρόβλεψη των 5 αριθμών από τους 6 που κληρώνονται μπορεί να θεωρηθεί μία 
διαδικασία που υλοποιείται σε δύο διαδοχικά βήματα. 

Στο 1ο βήμα επιλέγονται οι 5 νικηφόροι αριθμοί από τους 6 που κληρώθηκαν με C(6, 5) = 6 
διαφορετικούς τρόπους.

Στο 2ο βήμα επιλέγεται ο 1 αριθμός από τους 43 (= 49 – 6) με C(43, 1) = 43 τρόπους. 

Άρα, υπάρχουν C(6, 5) · C(43, 1) = 258 πιθανοί τρόποι να πιάσουμε “πεντάρι” στο λόττο με μία 
στήλη.

Η πιθανότητα επιτυχίας είναι 

P(“Κερδίζω πεντάρι στο Λόττο παίζοντας μία στήλη”) = 258 / 13.983.816 = 1,8·10-5.



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
(γ) Η σωστή πρόβλεψη των 4 αριθμών από τους 6 που κληρώνονται μπορεί να θεωρηθεί μία 
διαδικασία που υλοποιείται σε δύο διαδοχικά βήματα. 

Στο 1ο βήμα επιλέγονται οι 4 νικηφόροι αριθμοί από τους 6 που κληρώθηκαν με C(6, 4) = 15 
διαφορετικούς τρόπους.

Στο 2ο βήμα επιλέγονται οι 2 μη νικηφόροι αριθμοί από τους 43 (= 49 – 6) με C(43, 2) = 903 
τρόπους. 

Άρα, υπάρχουν C(6, 4) · C(43, 2) = 13.545 πιθανοί τρόποι να πιάσουμε “τεσσάρι” στο λόττο με μία 
στήλη.

Η πιθανότητα επιτυχίας είναι 

P(“Κερδίζω τεσσάρι στο Λόττο παίζοντας μία στήλη”) = 13.545 / 13.983.816 = 0,000968 = 0,1%.



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
2. Από ομάδα πέντε ανδρών και τεσσάρων γυναικών πρόκειται να σχηματιστεί επιτροπή με τρία 
μέλη. Να υπολογιστούν :
α) Ο αριθμός των διαφορετικών επιτροπών που μπορούν να σχηματιστούν.
β) Ο αριθμός των επιτροπών με ένα τουλάχιστον μέλος άνδρα και ένα τουλάχιστον μέλος γυναίκα.



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
2. Από ομάδα πέντε ανδρών και τεσσάρων γυναικών πρόκειται να σχηματιστεί επιτροπή με τρία 
μέλη. Να υπολογιστούν :
α) Ο αριθμός των διαφορετικών επιτροπών που μπορούν να σχηματιστούν.
β) Ο αριθμός των επιτροπών με ένα τουλάχιστον μέλος άνδρα και ένα τουλάχιστον μέλος γυναίκα.

Λύση
(α) Στην περίπτωση αυτή το φύλο δεν παίζει ρόλο. Υπολογίζουμε το πλήθος των πιθανών 
επιτροπών ως τους συνδυασμούς 9 ανθρώπων ανά 3, δηλαδή:

(β) Οι επιτροπές μπορεί να είναι της μορφής (1Α, 2Γ) ή (2Α, 1Γ). Η πρώτη περίπτωση μπορεί να 

συμβεί με                    τρόπους ενώ η δεύτερη με                     τρόπους.

Συνολικά, υπάρχουν 30 + 40 = 70 επιτροπές που να έχουν τουλάχιστον έναν άνδρα και 
τουλάχιστον μία γυναίκα.

C(9 ,3) = (9
3)=

9 !
3 ! 6 !

=
9⋅8⋅7

3⋅2⋅1
= 84.

5⋅(42) = 30 (52)⋅4 = 40



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
3. Σε 100 κομμάτια ενός προϊόντος γνωρίζουμε ότι υπάρχουν 8 ελαττωματικά. Επιλέγουμε τυχαία 5 
από αυτά. Ποια η πιθανότητα να υπάρχουν :
α) 3 ακριβώς μη ελαττωματικά;
β) 3 τουλάχιστον μη ελαττωματικά;



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
3. Σε 100 κομμάτια ενός προϊόντος γνωρίζουμε ότι υπάρχουν 8 ελαττωματικά. Επιλέγουμε τυχαία 5 
από αυτά. Ποια η πιθανότητα να υπάρχουν :
α) 3 ακριβώς μη ελαττωματικά;
β) 3 τουλάχιστον μη ελαττωματικά;

Λύση
Οι τρόποι με τους οποίους μπορούν να επιλεχθούν τα 5 κομμάτια από τα 100 είναι σε πλήθος: 

(α) Η ευνοϊκή περίπτωση είναι τα 3 από τα 5 να έχουν προέλθει από τα 92 μη ελαττωματικά και τα 
υπόλοιπα 2 από τα 5 να έχουν προέλθει από τα 8 ελαττωματικά. Οι τρόποι με τους οποίους μπορεί 
να γίνει αυτή η επιλογή είναι:

Συμπεραίνουμε, ότι: P(“3 ακριβώς μη ελαττωματικά”) = 3.516.240 / 75.287.520 = 0,047 = 4,7%.

C(100 , 5) = (100
5 ) =

100 !
5 ! 95 !

=
100⋅99⋅98⋅97⋅96

5⋅4⋅3⋅2⋅1
= 75.287 .520 .

C(92 , 3)⋅C(8 , 2) = (92
3 )⋅(82)= 3.516 .240



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
3. Σε 100 κομμάτια ενός προϊόντος γνωρίζουμε ότι υπάρχουν 8 ελαττωματικά. Επιλέγουμε τυχαία 5 
από αυτά. Ποια η πιθανότητα να υπάρχουν :
α) 3 ακριβώς μη ελαττωματικά;
β) 3 τουλάχιστον μη ελαττωματικά;

Λύση
(β) Η ευνοϊκή περίπτωση είναι τα 3 ή 4 ή 5 από τα 5 να έχουν προέλθει από τα 92 μη ελαττωματικά 
και τα υπόλοιπα 2 ή 1 ή 0 από τα 5 να έχουν προέλθει από τα 8 ελαττωματικά. Οι τρόποι με τους 
οποίους μπορεί να γίνει αυτή η επιλογή είναι:

Συμπεραίνουμε, ότι: 

P(“3 τουλάχιστον μη ελαττωματικά”) = 75.046.608 / 75.287.520 = 0,997 = 99,7%.

C(92, 3)⋅C(8, 2) + C(92, 4)⋅C(8, 1) +C(92, 5)⋅C(8, 0) = (92
3 )⋅(82) + (92

4 )⋅(81) + (92
5 )⋅(80)= 75.046.608.



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
4. Να βρεθεί η πιθανότητα στη ρίψη 30 νομισμάτων να εμφανιστούν 7 “γράμματα”.



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
4. Να βρεθεί η πιθανότητα στη ρίψη 30 νομισμάτων να εμφανιστούν 7 “γράμματα”.

Λύση
Κάθε μία ρίψη έχει δύο πιθανά αποτελέσματα. Επιπλέον, κάθε μία ρίψη είναι ανεξάρτητη από τις 
υπόλοιπες. Συμπεραίνουμε ότι το σύνολο των διαφορετικών 30-άδων που μπορεί να προκύψουν 
είναι 

230 = 1.073.741.824

Από αυτές, ευνοϊκές περιπτώσεις είναι όσες έχουν 7 “Γ” και 23 “Κ”. Αυτά μπορεί να προκύψουν με 

τρόπους. Συμπεραίνουμε, ότι: 

P(“εμφανίζονται 7 Γ”) = 2.035.800 / 1.073.741.824 = 0,0019 = 0,19%.

C(30 , 7 ) = (30
7 )= 2.035 .800 ,



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Με πόσους τρόπους μπορεί να επιλεχθεί ομάδα σκυταλοδρομίας 4 ατόμων από σύνολο 6 
αθλητών;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Όλα τα μέλη μίας 5 - μελούς οικογένειας αγκαλιάζονται μεταξύ τους. Πόσες αγκαλιές θα γίνουν 
συνολικά; 

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Ένα δέμα με 20 σκληρούς δίσκους παρελήφθη από κατάστημα ηλεκτρονικών υπολογιστών. 
Τέσσερις από τους δίσκους βρέθηκε να είναι ελαττωματικοί. Ένα δείγμα 2 δίσκων επιλέγεται 
τυχαία.
(α) Με πόσους τρόπους μπορεί να ληφθεί το δείγμα των 2 δίσκων;
(β) Ποια είναι η πιθανότητα κανένας από τους δίσκους να μην είναι ελαττωματικός;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Μία πινακίδα κυκλοφορίας αποτελείται από 3 κεφαλαία γράμματα στη σειρά από τα Α, Β, Ε, Ζ, Η, Ι, 
Κ, Μ, Ν, Ο, Ρ, Τ, Υ, Χ και έναν τετραψήφιο αριθμό από τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
(α) Πόσες διαφορετικές πινακίδες μπορούν να κατασκευαστούν;
(β) Πόσες από αυτές θα αντιστοιχούν σε πινακίδες Θεσσαλονίκης (ξεκινούν από Ν).
(γ) Πόσες από αυτές θα αντιστοιχούν σε πινακίδες Ξάνθης (ξεκινούν από ΑΗ).

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Ένας μαθητής πρόκειται να γίνει συνδρομητής σε μια ιστοσελίδα, στο διαδίκτυο, η οποία παρέχει εξ { 
αποστάσεως εκπαίδευση. Μεταξύ άλλων θα πρέπει να επιλέξει και έναν κωδικό πρόσβασης ο οποίος 
αποτελείται από 10 χαρακτήρες. Ο σχηματισμός του κωδικού πρέπει να συνάδει με τις πιο κάτω 
προδιαγραφές :

● Οι δυο πρώτοι χαρακτήρες πρέπει να είναι οποιαδήποτε 2 ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ γράμματα απ τα 26 μικρά 
γράμματα του λατινικού αλφάβητου.

● Οι επόμενοι 5 χαρακτήρες πρέπει να αποτελούνται από ΟΛΑ τα ψηφία του συνόλου Α = {1,2,3,4,5} 
με οποιαδήποτε σειρά.

● Οι τρεις τελευταίοι χαρακτήρες πρέπει να είναι απ τους εξής 5 ειδικούς χαρακτήρες : @ , # , $ , % , 
&. Οι ειδικοί αυτοί χαρακτήρες μπορούν να επαναλαμβάνονται.

Ένα παράδειγμα κωδικού είναι : bk52134@@&.

α ) Πόσους διαφορετικούς κωδικούς θα μπορούσε να σχηματίσει ο μαθητής με τις παραπάνω 
προδιαγραφές;
β ) Ποια η πιθανότητα αυτός ο μαθητής να επιλέξει ένα κωδικό με πρώτο γράμμα το m, πρώτο ψηφίο το 5 
και πρώτο ειδικό χαρακτήρα το @;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
α ) Πόσους διαφορετικούς κωδικούς θα μπορούσε να σχηματίσει ο μαθητής με τις παραπάνω 
προδιαγραφές;
β ) Ποια η πιθανότητα αυτός ο μαθητής να επιλέξει ένα κωδικό με πρώτο γράμμα το m, πρώτο ψηφίο το 5 
και πρώτο ειδικό χαρακτήρα το @;

Άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Να αποδείξετε την ταυτότητα
(α) αλγεβρικά
(β) με επιχειρήματα συνδυαστικής.

(2n
2 ) = 2(n2) + n2, n ≥ 2.

άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
(α) Να αποδείξετε ότι

Υπόδειξη: Χρησιμοποιείστε το διώνυμο του Νεύτωνα

(β) Αποδείξτε ότι το πλήθος των υποσυνόλων ενός συνόλου με n στοιχεία είναι 2n. 
Σημείωση: το κενό θεωρείται και αυτό ένα υποσύνολο.

(n0) + (n1) + ... + (nn) = 2n.

άλυτη



  

Ασκήσεις στους συνδυασμούς
Στο παιχνίδι Bridge ο κάθε παίκτης παίρνει από 13 χαρτιά. 
(α) Πόσες δυνατές 13άδες υπάρχουν;

(β) Ποια είναι η πιθανότητα σε δύο συνεχόμενα παιχνίδια ένας παίκτης να πάρει 
ακριβώς την ίδια 13άδα;

άλυτη



  

Άσκηση αντιστοίχισης
Να αντιστοιχίσετε τους τύπους με τα προβλήματα των οποίων αποτελούν λύση.

35 Πλήθος τοποθετήσεων 3 διαφορετικών σφαιρών σε 5 διαφορετικούς κάδους.

Πλήθος λέξεων με 3 διαφορετικά γράμματα από το σύνολο {α, β, γ, δ, ε}

53 Πλήθος λέξεων με 3 γράμματα (όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικά) από το σύνολο
{α, β, γ, δ, ε}

Πλήθος διατάξεων από 5 ίδιες κόκκινες μπάλες και 3 ίδιες μπλε μπάλες.

P(5, 3) Πλήθος δυνατών υποσυνόλων του Α, όπου Ν(Α) = 5·3.

Πλήθος συναρτήσεων από το Α στο Β, όπου Ν(Α) = 5 και Ν(Β) = 3.

25·3 Πλήθος απεικονίσεων από το Α στο Β, όπου Ν(Α) = 5 και Ν(Β) = 3.

(5 + 3
3 )



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα



  

Ορισμός
Η πιθανότητα να συμβεί το ενδεχόμενο Β γνωρίζοντας ότι έχει συμβεί το 
ενδεχόμενο Α συμβολίζεται με P(B | A) και ονομάζεται δεσμευμένη 
πιθανότητα του Β δεδομένου του Α.

Από τον ορισμό της, η δεσμευμένη πιθανότητα P(B | A) δηλώνει την 
πιθανότητα να συμβεί το Β αν το σύνολο Α θεωρηθεί ως ο 
δειγματοχώρος όλων των εφικτών ενδεχομένων.

Ω

Β Α

Α ∩ B



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα

Από τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας, υπολογίζουμε:

Ω

Β Α

Α ∩ B

N(Β) N(Α ∩ B) N(Α)

P(B | A) =
Ν(B ∩ Α)

Ν(A)
=
Ν(B ∩ Α) / Ν(Ω)

Ν(A ) / Ν(Ω)
=

P(B ∩ Α)

P(A)



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα

Παράδειγμα
Για το δειγματοχώρο του σχήματος, η δεσμευμένη πιθανότητα του Β 

δεδομένου του Α, είναι ενώ η δεσμευμένη 

πιθανότητα του Α δεδομένου του Β, είναι

P(B | A) =
Ν(B ∩ Α)

Ν(A)
=

3

8

P(Α | Β) =
Ν(Α ∩ Β)

Ν(Β)
=

3

6
= 0,5.

Ω

Β Α
·
·

·
·

·
· ·

···

·
·

·

·
·



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα
Συνοψίζοντας, 

– Δεσμευμένη πιθανότητα P(B | A) ονομάζεται η πιθανότητα να συμβεί το      
   ενδεχόμενο Β γνωρίζοντας ότι έχει συμβεί το ενδεχόμενο Α.

– Η δεσμευμένη πιθανότητα υπολογίζεται ως:

 

   από την οποία προκύπτει ισοδύναμα, P(B ∩ Α) = P(Α) · P(B | Α).

– Φανερά, 
P(B | Α) ≠ P(Α | Β).

P(B | A ) =
P(B ∩ Α)

P(A)
,



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα
Από τη σχέση P(B ∩ Α) = P(Α) · P(B | Α), με αναδρομικό συλλογισμό, 
βρίσκουμε πως για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α

1
, Α

2
, …, Α

n
 ισχύει

● P(Α
2 
∩ Α

1
) = P(A

1
) · P(A

2 
| A

1
),

● P(Α
3 
∩ Α

2 
∩ Α

1
) = P(A

2 
∩Α

1
) · P(A

3
 | A

2 
∩ Α

1
) = P(A

1
)·P(A

2 
| A

1
)·P(A

3
 | A

2 
∩ Α

1
),

… και γενικότερα

● P(∩
n є N
Α

n
) = P(A

1
) · P(A

2 
| A

1
) · P(A

3
 | A

2 
∩ Α

1
) · … · P(A

n
 | A

n-1
∩…∩A

2
∩A

1
)



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα
Από τη σχέση P(B ∩ Α) = P(B | Α) · P(Α) συνάγουμε ότι αν Γ είναι ένα 
ενδεχόμενο με μη μηδενική πιθανότητα, τότε 

P(B ∩ Α | Γ) = P(B | Α ∩ Γ) · P(Α | Γ).

Η σχέση P(B ∩ Α | Γ) = P(B | Α ∩ Γ) · P(Α | Γ), περιγράφει την παρατήρηση 
πως οποιοδήποτε αποτέλεσμα πιθανότητας ισχύει για την άνευ όρων 
πιθανότητα, παραμένει αληθές εάν όλα εξαρτηθούν από κάποιο γεγονός.

Απόδειξη

Σημείωση
Η απόδειξη μπορεί να γίνει και από ένα διάγραμμα Venn.

P(B |Α∩Γ)⋅P(Α |Γ) =
P(B∩Α∩Γ)

P(Α∩Γ)
⋅

P(Α∩Γ)
P(Γ)

=
P(B∩Α∩Γ)

P(Γ)
= P(B∩Α |Γ)



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα
Από τη σχέση P(B∩Α | Γ) = P(B | Α∩Γ) · P(Α | Γ), επιπλέον, παίρνουμε:

P(B∩Α | Γ) = P(B∩Α | Γ) · P(Γ) 

                =  P(B | Α∩Γ) · P(Α | Γ) · P(Γ)

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι:

P(∩
n є N
Α

n
) = P(A

1
) · P(A

2 
| A

1
) · P(A

3
 | A

2
Α

1
) · … · P(A

n
 | A

n-1
…A

2
A

1
)



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
1. Ρίχνουμε ένα ζάρι και ορίζουμε Α = {το αποτέλεσμα είναι άρτιος αριθμός} και Β = {το 
αποτέλεσμα είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 5}. Να βρεθεί η P(B | A).

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
2. Ρίχνουμε ένα ζάρι και ορίζουμε Α = {άρτιος αριθμός}, Β = {περιττός αριθμός} και Γ = 
{4 ή 6}. Να βρεθούν οι P(B | A) και P(Α | Γ).

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
3. Σε τρεις ρίψεις νομίσματος βγήκε δύο φορές “Γράμματα”. Βρείτε την δεσμευμένη 
πιθανότητα να βγήκε στην δεύτερη ρίψη “Γράμματα”.

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
4. Σε 7 κάρτες είναι γραμμένα τα γράμματα « Λ, Λ, Ο, Ο, Ο, Τ, Τ». Αφού τις 
ανακατέψουμε διαλέγουμε τυχαία πέντε και τις βάζουμε στη σειρά. Βρείτε την 
πιθανότητα να σχηματίζουν τη λέξη ΛΟΤΤΟ.
Υπόδειξη: P(∩

n є N
Α

n
) = P(A

1
) · P(A

2 
| A

1
) · P(A

3
 | A

2
Α

1
) · … · P(A

n
 | A

n-1
…A

2
A

1
)

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
4 (εκδοχή β). Σε 7 κάρτες είναι γραμμένα τα γράμματα « Λ, Λ, Ο, Ο, Ο, Τ, Τ». Αφού τις 
ανακατέψουμε διαλέγουμε τυχαία πέντε και τις βάζουμε στη σειρά. Βρείτε την 
πιθανότητα να μπορούν να σχηματίσουν τη λέξη ΛΟΤΤΟ.

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
4. Σε 7 κάρτες είναι γραμμένα τα γράμματα « Λ, Λ, Ο, Ο, Ο, Τ, Τ». Αφού τις 
ανακατέψουμε διαλέγουμε τυχαία πέντε και τις βάζουμε στη σειρά. Βρείτε την 
πιθανότητα να σχηματισθεί η λέξη ΛΟΤΤΟ.
Υπόδειξη: P(∩

n є N
Α

n
) = P(A

1
) · P(A

2 
| A

1
) · P(A

3
 | A

2
Α

1
) · … · P(A

n
 | A

n-1
…A

2
A

1
)

Κώδικας προσομοίωσης

τράπουλα <- c(rep("Λ", 2), rep("Ο", 3), rep("Τ", 2))
στόχος <- c("Λ", "Ο", "Τ", "Τ", "Ο")

# Προσομοίωση
αποτελέσματα <- replicate(100000, all(sample(τράπουλα, 5, replace = FALSE) == στόχος))

πιθανότητα <- mean(αποτελέσματα)
print(πιθανότητα)

άλυτη



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
5. Το 51% των κατοίκων μιας συγκεκριμένης περιοχής είναι άνδρες (και το 49% 
γυναίκες). Από προηγούμενη έρευνα γνωρίζουμε ότι το 4,2% των κατοίκων αυτής της 
περιοχής πάσχει από αχρωματοψία. Επίσης από την ίδια έρευνα γνωρίζουμε ότι 4% 
των κατοίκων της περιοχής αυτής είναι άνδρες που πάσχουν από αχρωματοψία.

(α) Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α = {το άτομο πάσχει από αχρωματοψία} και 
Β = {το άτομο είναι άνδρας}. Να βρείτε τις πιθανότητες P(A), P(B), P(A ∩ B).

(β) Αν επιλέξουμε τυχαία ένα άτομο από αυτή την περιοχή και είναι άνδρας, ποια είναι η 
πιθανότητα να πάσχει από αχρωματοψία.



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
5. Το 51% των κατοίκων μιας συγκεκριμένης περιοχής είναι άνδρες (και το 49% 
γυναίκες). Από προηγούμενη έρευνα γνωρίζουμε ότι το 4,2% των κατοίκων αυτής της 
περιοχής πάσχει από αχρωματοψία. Επίσης από την ίδια έρευνα γνωρίζουμε ότι 4% 
των κατοίκων της περιοχής αυτής είναι άνδρες που πάσχουν από αχρωματοψία.

(α) Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α = {το άτομο πάσχει από αχρωματοψία} και 
Β = {το άτομο είναι άνδρας}. Να βρείτε τις πιθανότητες P(A), P(B), P(A ∩ B).

(β) Αν επιλέξουμε τυχαία ένα άτομο από αυτή την περιοχή και είναι άνδρας, ποια είναι η 
πιθανότητα να πάσχει από αχρωματοψία.

Λύση
(α) P(A) = 0,042, P(B) = 0,51, P(A ∩ B) = 0,04.

(β) P(A | B) = P(A ∩ B) / P(B) = 0,04 / 0,51 = 0,078 = 7,8%.



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
6. Για τα ενδεχόμενα Α, Β, Γ του διαγράμματος, γνωρίζουμε ότι P(A – (ΒUΓ)) = 0,4, 
P(Γ – Α) = 0,25, P(Β) = 0,15, P(Α ∩ Γ) = 0,05.

Να βρεθούν οι πιθανότητες 
 (α) P(A),  P(Γ), P((Α U Γ)’) 

 (β) P(A | B),  P(Β | Α), P(Γ | Α), P(Α | Γ).

Ω

Α

Β

Γ

0,4
0,050,15 0,25



  

Ασκήσεις στη δεσμευμένη πιθανότητα
Λύση

(α) P(A) = 0,4 + 0,15 + 0,05 = 0,6
     P(Γ) = 0,25 + 0,05 = 0,3
     P((Α U Γ)’) = 1 – P(A U Γ)
   = 1 – 0,85 
   = 0,15.

(β) P(A | B) = P(Α ∩ B) / P(B) = 0,15 / 0,15 = 1.
     P(Β | Α) = P(B ∩ A) / P(A) = 0,15 / 0,6 = 0,25.
     P(Γ | Α) = P(Γ ∩ Α) / P(Α) = 0,05 / 0,6 = 0,083.
     P(Α | Γ) = P(Α ∩ Γ) / P(Γ) = 0,05 / 0,3 = 0,167.

Ω

Α

Β

Γ

0,4
0,050,15 0,25



  

Δεσμευμένη Πιθανότητα και Ανεξαρτησία

Γνωρίζουμε ότι δύο γεγονότα ονομάζονται ανεξάρτητα αν 

P(B ∩ Α) = P(B) · P(Α). 

Η ανεξαρτησία δύο γεγονότων εκφράζεται και με όρους δεσμευμένης 
πιθανότητας όπως δείχνει η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση
Τα γεγονότα Α και Β είναι ανεξάρτητα αν και μόνο αν P(B | Α) = P(B).

Απόδειξη
Πράγματι, από τη σχέση ορισμού P(B ∩ Α) = P(Α) · P(B | Α) παίρνουμε
P(B) · P(Α) = P(Α) · P(B | Α) ή  P(B | Α) = P(B).



  

Ανεξάρτητα vs Ξένα ενδεχόμενα (updated)

Ανεξάρτητα ενδεχόμενα

P(A ∩ B) = P(A) · P(B)

P(A  Β) = P(A) + P(B) – P(A ∪ · Β)

Α, Β ανεξάρτητα → Α’, Β’ ανεξάρτητα.

P(B | Α) = P(B)

Ξένα ενδεχόμενα

P(A ∩ B) = 0

P(A  Β) = P(A) + P(B)∪
Α, Β ξένα → Α’, Β’ όχι ξένα.

P(B | Α) = 0 ≠ P(B)



  

Ανεξαρτησία δεδομένου τρίτου γεγονότος

Ορισμός
Τα γεγονότα Α και Β λέγονται ανεξάρτητα, δεδομένου ενός άλλου 
γεγονότος Γ, αν 

P(B | Α ∩ Γ) = P(B | Γ).

Αν τα Α, Β είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους τότε θα είναι και ανεξάρτητα 
δεδομένου οποιουδήποτε άλλου μη κενού γεγονότος Γ. 

Το αντίθετο όμως δεν ισχύει, δηλαδή τα Α, Β μπορεί να είναι ανεξάρτητα 
δεδομένου κάποιου τρίτου γεγονότος Γ χωρίς να είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.



  

P(B | Α ∩ Γ) = P(B | Γ) ⇏ P(B | Α) = P(B)

Αν τα Α, Β είναι ανεξάρτητα δεδομένου του Γ, δεν είναι οπωσδήποτε ανεξάρτητα μεταξύ 
τους.

Παράδειγμα
Έστω Ω = { (Χ

1
, Χ

2
, Χ

3
), Χ

1
, Χ

2
, Χ

3
 = 0, 1, 2 ή 3}. Παρατηρούμε (πως;) ότι Ν(Ω) = 64.

Θεωρούμε τα γεγονότα Α = {Χ
1
 = 2},  Β = {X

1
 + X

2
 + X

3
 = 3}.

Υπολογίζουμε (πως;) ότι 

P(A) = 16 / 64, P(B) = 10 / 64, P(A ∩ B) = 2 / 64, P(B | A) = 2 / 16). 

Άρα, P(B | A) = 2 / 16 ≠ 10 / 64 = P(B), δηλαδή, τα Α και Β δεν είναι ανεξάρτητα.

Σημείωση
Τους αριθμούς Χ

1
, Χ

2
, Χ

3
, που λαμβάνουν με τυχαίο τρόπο τις τιμές 0, 1, 2, 3 στο μέλλον θα τους ονομάσουμε διακριτές τυχαίες 

μεταβλητές.



  

P(B | Α ∩ Γ) = P(B | Γ) ⇏ P(B | Α) = P(B)

Έστω τώρα το γεγονός Γ = {Χ
1
 + Χ

2
 = 2}.

Είναι Α ∩ Γ =  {Χ
1
 = 2 και Χ

1
 + Χ

2
 = 2} = {Χ

1
 = 2 και Χ

2
 = 0}, από όπου εύκολα βρίσκουμε 

● B | Α ∩ Γ = {X
1
 + X

2
 + X

3
 = 3 | Χ

1
 = 2 και Χ

2
 = 0} και  

● B | Γ = {X
1
 + X

2
 + X

3
 = 3 | Χ

1
 + Χ

2
 = 2}, 

Προκύπτει (πως;) ότι 

P(B | Α ∩ Γ) = P(B | Γ) = 1 / 64, συνεπώς P(B | Α ∩ Γ) = P(B | Γ), δηλαδή 

τα Α και Β είναι ανεξάρτητα δεδομένου του Γ.



  

Νόμος της Ολικής Πιθανότητας
(updated)



  

Νόμος της Ολικής Πιθανότητας
Έστω Β

i
, i = 1, 2, … είναι μία διαμέριση του δειγματοχώρου Ω, που αποτελείται από 

ξένα μεταξύ τους σύνολα, δηλαδή

Αν Α Ω, ένα οποιοδήποτε ενδεχόμενο, τότε σύμφωνα με το Νόμο της Ολικής ⊆
Πιθανότητας:

Σε όρους δεσμευμένης πιθανότητας, ο παραπάνω τύπος παίρνει τη μορφή

Σημείωση: Ο Νόμος της Ολικής Πιθανότητας ισχύει και στην περίπτωση κατά την οποία

P(A) = ∑
n = 1

∞

P(A ∩ Βn)

Un = 1

∞ Bn =Ω και Βi ∩ Bj = ∅ , i ≠ j .

P(A) = ∑
n = 1

∞

P(A | Βn)⋅P(Bn)

Α ⊂ Un= 1

∞ Bn ⊂ Ω .



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας

1. Οι ηλεκτρικοί λαμπτήρες προωθούνται στην αγορά συσκευασμένοι σε χαρτοκιβώτια των 25 
λαμπτήρων. Ας υποθέσουμε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που περιέχει 3 ελαττωματικούς λαμπτήρες 
εξάγουμε 2 λαμπτήρες. 
Να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων Α και Β εξαγωγής ελαττωματικού λαμπτήρα 
κατά την πρώτη και δεύτερη εξαγωγή αντίστοιχα, αν η εξαγωγή γίνει 
(α) με επανάθεση του λαμπτήρα στο χαρτοκιβώτιο 
(β) χωρίς επανάθεση.



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας
Λύση
Α = {εξαγωγή ελαττωματικού λαμπτήρα κατά την πρώτη εξαγωγή}
Β = {εξαγωγή ελαττωματικού λαμπτήρα κατά την δεύτερη εξαγωγή}

P(A) = 3 / 25 = 0,12, P(A’) = 22 / 25 = 0,88.

Υπολογίζουμε τις δεσμευμένες πιθανότητες για τις δύο περιπτώσεις
(α) επανάθεση του 1ου λαμπτήρα στο χαρτοκιβώτιο: P(B | A) = P(B | A’) = 3 / 25 = 0,12.
(β) χωρίς επανάθεση του 1ου λαμπτήρα: P(B | A) = 2 / 24 = 0,083, P(B | A’) = 3 / 24 = 0,125.

Από το νόμο της ολικής πιθανότητας υπολογίζουμε:
(α) Με επανάθεση: 

P(B) = P(B | A) · P(A) + P(B | A’) · P(A’) = 0,12 · 0,12 +  0,12 · 0,88 = 0,12. 

(β) Χωρίς επανάθεση: 

P(B) = P(B | A) · P(A) + P(B | A’) · P(A’) = 0,083 · 0,12 + 0,125 · 0,88 = 0,21. 



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας
2. Σωματίδιο περνάει ανάμεσα από τρεις καταμετρητές, όπου μπορεί να πέσει σε καθέναν από 
αυτούς με πιθανότητες 0.3, 0.2 και 0.4 αντίστοιχα. Εάν πέσει στον πρώτο καταμετρητή, τότε 
καταγράφεται με πιθανότητα 0.6, εάν πέσει στον δεύτερο καταγράφεται με πιθανότητα 0.5 και στον 
τρίτο με πιθανότητα 0.55. Βρείτε την πιθανότητα καταγραφής του σωματιδίου.

άλυτη



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας
3. Έχουμε μπροστά μας δύο σάκους τον Α και τον Β. Ο Α έχει 7 κόκκινους και 3 
πράσινους βόλους, ενώ ο Β έχει 2 κόκκινους και 8 πράσινους βόλους. Διαλέγουμε στην 
τύχη ένα σάκο και επιλέγουμε τυχαία ένα βόλο. Να βρεθεί η πιθανότητα αυτός να είναι 
πράσινος.

άλυτη



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας
4. Ένα κατάστημα προμηθεύεται τα προϊόντα που εμπορεύεται από δύο εταιρείες, την Α και την Β. 
Η εταιρεία Α προμηθεύει το 80% των προϊόντων και από αυτά μόνο το 1%  αποδεικνύεται 
ελαττωματικό. Η εταιρεία Β προμηθεύει το υπόλοιπο 20% των προϊόντων και το 3% αυτών 
αποδεικνύεται ότι είναι ελαττωματικά. 
Εάν ένας πελάτης αγοράσει από το κατάστημα τυχαία ένα προϊόν, ποια είναι η πιθανότητα αυτό να 
είναι ελαττωματικό;
Υπόδειξη
Η επιλογή γίνεται σε δύο φάσεις. Στην πρώτη επιλέγεται τυχαία η εταιρεία και στη δεύτερη το προϊόν. 

άλυτη



  

Ασκήσεις στο Νόμο της Ολικής Πιθανότητας
5. Υπάρχουν δύο πανομοιότυπα δοχεία, που μπορούν να χωρέσουν μέχρι 200 μπάλες το καθένα. 
Υπάρχουν ακόμα 100 κόκκινες μπάλες καθώς και 100 μπλε μπάλες. Να βρεθεί ο τρόπος με τον 
οποίο πρέπει να τοποθετηθούν όλες οι μπάλες στα 2 δοχεία έτσι ώστε όταν κάποιος βάλει τυχαία 
το χέρι του μέσα σε ένα από τα δοχεία να έχει την μεγαλύτερη δυνατή πιθανότητα να τραβήξει από 
αυτό μια κόκκινη μπάλα. Δεν υπάρχει περιορισμός για το πόσες ή ποιου χρώματος μπάλες θα 
τοποθετηθούν στο κάθε δοχείο αρκεί να χρησιμοποιηθούν όλες οι μπάλες.

Υπόδειξη
Ξεκινήστε επιλέγοντας κάποιες οριακές περιπτώσεις και παρατηρήστε το αποτέλεσμα.

άλυτη



  

Συμπλήρωμα και δεσμευμένη πιθανότητα

Παρατήρηση
Γνωρίζουμε ότι P(A’) = 1 – P(A). Μία χρήσιμη παρατήρηση είναι πως το ίδιο ισχύει όταν 
το Α δεσμευτεί ως προς ένα άλλο ενδεχόμενο Β:

P(A’ | B) = 1 – P(A | B).

Η απόδειξη είναι άμεση από τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας:

P(A’ | B) = P(A’ ∩ B) / P(B) = P(B – A) / P(B) = [P(B) – P(A ∩ B)] / P(B) = 1 – P(A | B).

Σημείωση
Η παραπάνω ισότητα δεν ισχύει όταν το συμπλήρωμα είναι στο Β, δηλαδή η σχέση 
P(A | B’) = 1 – P(A | B), δεν είναι σωστή.



  

Θεώρημα (ή Τύπος) Bayes



  

Η πληροφορία μεταβάλει την πιθανότητα

Βρίσκεστε σε ένα παιχνίδι και έχετε μπροστά σας τρεις κλειστές πόρτες, Α, Β και Γ, 
όπου πίσω από δύο από τις πόρτες υπάρχουν κατσίκες και πίσω από την τελευταία 
υπάρχει ένα αυτοκίνητο. 

Επιλέγετε μια από τις πόρτες (π.χ. Α) και ο οικοδεσπότης του παιχνιδιού ανοίγει μια 
από τις πόρτες που δεν διαλέξατε (π.χ. Β), αποκαλύπτοντας μια κατσίκα και αφήνοντας 
την επιλογή σας και την άλλη πόρτα κλειστή. Στη συνέχεια, ο οικοδεσπότης σας δίνει 
την επιλογή να διατηρήσετε την πόρτα που έχετε (την Α) ή να αλλάξετε την επιλογή στη 
Γ. 

Υπολογίστε την πιθανότητα να κερδίσετε το αυτοκίνητο
(α) Αν αλλάξετε την αρχική επιλογή.
(β) Αν επιμείνετε στην αρχική επιλογή.



  

Η πληροφορία μεταβάλει την πιθανότητα

Αρχική επιλογή παίκτη Ο παρουσιαστής ανοίγει: Αλλαγή Όχι αλλαγή

Α

Β

Γ

Έστω ότι το αυτοκίνητο είναι πίσω από την πόρτα Β. Πότε κερδίζει η αλλαγή;



  

Θεώρημα (ή Τύπος) Bayes

Θεώρημα ή Κανόνας του Bayes
Για κάθε ενδεχόμενα Α, Β με P(A), P(B) ≠ 0, ισχύει

Απόδειξη
Η απόδειξη είναι άμεση: 

Παράδειγμα
Για τα ενδεχόμενα Α και Β του διαγράμματος, είναι P(A) = 8 / 15, P(B) = 6 / 15, 
P(A | B) = 3 / 6, άρα

Σημείωση: Επαληθεύστε τον υπολογισμό από το διάγραμμα!

P(B | A) =
P(A | B)⋅P(B)

P(A )
.

P(B | A) =
P(Β ∩ Α)

P(A )
=

P(A | B)⋅P(B)

P(A)
.

Ω

Β Α
·
·

·
·

·
· ·

···

·
·

·

·
·P(B | A) =

P(A | B)⋅P(B)

P(A)
=

3
6

⋅
6
15

8
15

=
3
8

.



  

Θεώρημα (ή Τύπος) Bayes

Αν Β
i
, i = 1, 2, … μία διαμέριση του Ω ξένων μεταξύ τους ενδεχομένων, τότε για κάθε 

ενδεχόμενο Α είναι 

Στην περίπτωση αυτή, ο κανόνας του Bayes γράφεται ως:

Ιδιαίτερα, καθώς για κάθε Β είναι Ω = Β U Β’, είναι

P(Β | Α) =
P(Α | Β)⋅P(Β)

P(Α )
=

P(Α | Β)⋅P(Β)

∑
n = 1

∞

P(Α | Βn)⋅P(Βn)
.

P(Α) = ∑
n = 1

∞

P(Α | Βn)⋅P(Βn)

P(Β | Α) =
P(Α | Β)⋅P(Β)

P(Α | Β)⋅P(Β) + P(Α | Β ')⋅P(Β ')
.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
1. Σε ένα νησί φτάνουν καθημερινά πλοία, που αναχωρούν από Πειραιά και Ραφήνα και σε 
ποσοστά 60% και 40% αντιστοίχως. Το 10% των πλοίων από Πειραιά και το 5% των πλοίων από 
Ραφήνα φθάνουν με καθυστέρηση στο νησί. Αν μια μέρα επιλέξουμε τυχαία ένα πλοίο που φτάνει 
στο νησί, να βρεθούν οι πιθανότητες:
i) Να φτάνει με καθυστέρηση 
ii) Αν φτάνει με καθυστέρηση, να έρχεται από Πειραιά.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
1. Σε ένα νησί φτάνουν καθημερινά πλοία, που αναχωρούν από Πειραιά και Ραφήνα και σε 
ποσοστά 60% και 40% αντιστοίχως. Το 10% των πλοίων από Πειραιά και το 5% των πλοίων από 
Ραφήνα φθάνουν με καθυστέρηση στο νησί. Αν μια μέρα επιλέξουμε τυχαία ένα πλοίο που φτάνει 
στο νησί, να βρεθούν οι πιθανότητες:
i) Να φτάνει με καθυστέρηση 
ii) Αν φτάνει με καθυστέρηση, να έρχεται από Πειραιά.

Λύση
Ω = {Β

1
 = “Φτάνει από Πειραιά”, Β

2
 = “Φτάνει από Ραφήνα”} και Α = “Φτάνει με καθυστέρηση”.

(i) Από το νόμο της ολικής πιθανότητας υπολογίζουμε:

(ii) Από τον κανόνα του Bayes, υπολογίζουμε:

P(B1 | A ) =
P(A | B1)⋅P(B1)

P(A )
=

0,1⋅0,6
0,08

=
3
4

= 0,75.

P(A) = P(A | Β1)⋅P(B1) + P(A | Β2)⋅P(B2) = 0,1⋅0,6 + 0,05⋅0,4 = 0,06 + 0,02 = 0,08.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
2. Σε ένα εργοστάσιο το 60% των εργαζομένων είναι άνδρες και το 40% είναι γυναίκες. Από τους 
άνδρες καπνίζει το 50% και από τις γυναίκες το 30%. 

Αν επιλέξουμε τυχαία ένα άτομο που καπνίζει, ποια η πιθανότητα να είναι γυναίκα;



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
2. Σε ένα εργοστάσιο το 60% των εργαζομένων είναι άνδρες και το 40% είναι γυναίκες. Από τους 
άνδρες καπνίζει το 50% και από τις γυναίκες το 30%. 

Αν επιλέξουμε τυχαία ένα άτομο που καπνίζει, ποια η πιθανότητα να είναι γυναίκα;

Λύση
Ω = {A = “Άνδρας”, Γ = “Γυναίκα”} και Κ = “Καπνίζει”. 

Είναι P(A) = 0,6, P(Γ) = 0,4, P(K | A) = 0,5, P(K | Γ) = 0,3. Αναζητούμε την πιθανότητα P(Γ | Κ). 

Από το νόμο της ολικής πιθανότητας, υπολογίζουμε:

Από τον κανόνα του Bayes, υπολογίζουμε:

P(Γ | Κ) =
P(Κ | Γ )⋅P(Γ)

P(Κ)
=

0,3⋅0,4
0,42

=
6

21
.

P(Κ)= P(Κ | Α)⋅P(Α) + P(Κ | Γ)⋅P(Γ)= 0,5⋅0,6 + 0,3⋅0,4 = 0,3 + 0,12 = 0,42.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
3. Σε δείγματα ενός υλικού βρέθηκε το μετάλλευμα Α σε ποσοστό 40% και το μετάλλευμα Β σε 
ποσοστό 55%. Είναι γνωστό ότι η πιθανότητα να υπάρχει το Β δεδομένης της ύπαρξης του Α είναι 
80%. Να βρεθεί η πιθανότητα, σε ένα δείγμα από το υλικό:

α) Να υπάρχει ένα τουλάχιστον από τα A και B.

β) Να μην υπάρχει κανένα από τα A, B.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes
3. Σε δείγματα ενός υλικού βρέθηκε το μετάλλευμα Α σε ποσοστό 40% και το μετάλλευμα Β σε 
ποσοστό 55%. Είναι γνωστό ότι η πιθανότητα να υπάρχει το Β δεδομένης της ύπαρξης του Α είναι 
80%. Να βρεθεί η πιθανότητα, σε ένα δείγμα από το υλικό:

α) Να υπάρχει ένα τουλάχιστον από τα A και B.

β) Να μην υπάρχει κανένα από τα A, B.

Λύση

(α) P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B) 

=  P(A) + P(B) – P(B | A) · P(A) 

= 0,4 + 0,55 – 0,8·0,4 = 0,63. 

(β) P(A’ ∩ B’) = P( (A U B)’ ) = 1 - P(A U B) = 1 – 0,63 = 0,37.



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

4. Το 1‰ ενός πληθυσμού πάσχει από μια σοβαρή ασθένεια. Ένα καινούργιο τεστ διάγνωσης της 
ασθένειας έχει πιθανότητα θετικού σφάλματος (θετικό τεστ, ενώ το άτομο είναι υγιές) 1% και 
πιθανότητα αρνητικού σφάλματος (αρνητικό τεστ, ενώ το άτομο πάσχει από την ασθένεια) 5%. 

Για ένα τυχαίο άτομο από τον πληθυσμό αυτό το τεστ είναι θετικό. Να βρείτε την πιθανότητα το 
άτομο να πάσχει πράγματι από την ασθένεια αυτή.

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

5. Γνωρίζουμε ότι 5% των εγκύων γυναικών που παρακολουθούνται από μία κλινική παρουσιάζουν 
βακτηριουρία. Επίσης είναι γνωστό ότι 30% των εγκύων γυναικών που παρουσιάζουν 
βακτηριουρία και 1% των εγκύων γυναικών που δεν παρουσιάζουν βακτηριουρία, πάσχουν από 
πυελονεφρίτιδα. 

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες όπως μία έγκυος γυναίκα που παρακολουθείται στην κλινική αυτή 
και προσέρχεται για προγραμματισμένη εξέταση 
(α) παρουσιάσει βακτηριουρία και πάσχει από πυελονεφρίτιδα, 
(β) πάσχει από πυελονεφρίτιδα και 
(γ) παρουσιάζει βακτηριουρία δεδομένου ότι πάσχει από πυελονεφρίτιδα.

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

6. Μία κάλπη περιέχει 4 λευκές και 5 μαύρες σφαίρες. Παίρνουμε μία σφαίρα και αν είναι λευκή την 
ξαναβάζουμε με άλλες τρεις λευκές ενώ αν είναι μαύρη την ξαναβάζουμε με άλλες δύο μαύρες.

α) Ποια η πιθανότητα ώστε να είναι λευκή με την δεύτερη λήψη;
β) Αν η δεύτερη λήψη βγάλει λευκή σφαίρα ποια η πιθανότητα ώστε η πρώτη να ήταν λευκή;

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

7. Υποθέτουμε ότι ο επιπολασμός μίας ασθένειας σε ένα δεδομένο πληθυσμό είναι 5%. 
Γνωρίζουμε ότι το 80% από εκείνους που έχουν την ασθένεια εμφανίζουν ένα ορισμένο 
εργαστηριακό εύρημα ενώ μόνο 10% από τους μη ασθενείς παρουσιάζουν το ίδιο εύρημα. 

Ποια είναι η πιθανότητα ένα τυχαίο άτομο του πληθυσμού που εμφανίζει το συγκεκριμένο εύρημα 
να έχει πράγματι την ασθένεια;

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

8. Υπολογίζεται ότι το 50% των email είναι spam email. Ένα λογισμικό για το φιλτράρισμα αυτών 
των ανεπιθύμητων μηνυμάτων ηλεκτρονικού ταχυδρομείου ισχυρίζεται ότι μπορεί να ανιχνεύσει το 
99% των ανεπιθύμητων μηνυμάτων ηλεκτρονικού ταχυδρομείου και η πιθανότητα για ψευδώς 
θετικά (ένα μη spam email που ανιχνεύεται ως spam) είναι 5%. 

Αν ένα email εντοπιστεί ως ανεπιθύμητο, τότε ποια είναι η πιθανότητα να είναι στην 
πραγματικότητα ένα μη ανεπιθύμητο email; 

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

9. Η εταιρεία Α προμηθεύει το 40% των υπολογιστών που πωλούνται και καθυστερεί στις 
παραδόσεις στο 5% των περιπτώσεων. Η εταιρεία Β προμηθεύει το 30% των υπολογιστών που 
πωλούνται και καθυστερεί στο 3% των παραδόσεων. Η εταιρεία Γ προμηθεύει ακόμα άλλο 30% και 
καθυστερεί στο 2,5% των παραδόσεων. 

Αν ένας υπολογιστής παραδοθεί με καθυστέρηση τότε ποια είναι η πιθανότητα να προέρχεται από 
την εταιρεία Α; 

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

10. Έχουμε 3 νομίσματα, δύο αμερόληπτα, με πιθανότητα 0,5 για Κορώνα ή Γράμματα 
ενώ το τρίτο δεν είναι αμερόληπτο δείχνοντας Κορώνα με πιθανότητα 0,75. 

Κάποιος επιλέγει τυχαία ένα από τα νομίσματα, το πετάει 3 φορές και έρχεται 3 φορές 
Κορώνα. Ποια είναι η πιθανότητα να είναι αυτό το μη αμερόληπτο νόμισμα; 

άλυτη



  

Ασκήσεις στον τύπο του Bayes

11. Μία ασφαλιστική εταιρεία κατατάσσει τους ανθρώπους σε μία από τις τρεις κατηγορίες: καλοί 
πληρωτές, μεσαίοι πληρωτές και κακοί πληρωτές. Οι καταγραφές τους δηλώνουν ότι τα άτομα 
καλών, μεσαίων και κακών πληρωμών έχουν πιθανότητες να εμπλακούν σε τροχαίο ατύχημα μέσα 
σ’ ένα χρόνο  0,05, 0,15 και 0,30 αντίστοιχα. 
(α) Αν 20% του πληθυσμού είναι καλοί πληρωτές, 50% είναι μεσαίοι πληρωτές και 30% είναι κακοί 
πληρωτές, τι ποσοστό ανθρώπων έχουν ατύχημα μέσα σ’ ένα σταθερό χρόνο; 

(β) Αν ένας κάτοχος ασφαλιστικού συμβολαίου δεν είχε ατύχημα μέσα σ’ ένα χρόνο, ποια είναι η 
πιθανότητα ότι είναι καλός πληρωτής; 

άλυτη



  

Κανόνας Bayes για 3 ενδεχόμενα

Έστω Α, Β, Γ τρία ενδεχόμενα ενός δειγματοχώρου Ω. Τότε:

P(Α | Β∩ Γ) =
P(Β | Α ∩ Γ)⋅P(A | Γ)

P(B | Γ)
.



  

Κανόνας Bayes για 3 ενδεχόμενα

Άσκηση 1

Σε ένα πανεπιστήμιο λειτουργούν τρία μεταπτυχιακά προγράμματα. Ένα από 
αυτά είναι το πρόγραμμα Στατιστικής. Ορίζουμε τα ενδεχόμενα:

A: “Ο φοιτητής είναι απόφοιτος Μαθηματικού”

B: “Ο φοιτητής έλαβε υποτροφία”

Γ: “Ο φοιτητής ανήκει στο μεταπτυχιακό Στατιστικής”

Γνωρίζουμε ότι: P(A Γ) = 0.60, P(B A∩Γ) = 0.50,  P(B A’∩Γ) = 0.20.∣ ∣ ∣
Να υπολογιστεί η πιθανότητα ένας φοιτητής να είναι απόφοιτος Μαθηματικού, 
δεδομένου ότι ανήκει στο πρόγραμμα Στατιστικής και έλαβε υποτροφία.

άλυτη



  

Κανόνας Bayes για 3 ενδεχόμενα

Άσκηση 2

Σε εργοστάσιο παραγωγής μικροεξαρτημάτων λειτουργούν τρεις γραμμές παραγωγής 
Γ1, Γ2, Γ3.

Το 40% της συνολικής παραγωγής προέρχεται από τη Γραμμή 1, το 35% από τη 
Γραμμή 2 και το 25% από τη Γραμμή 3.

Αν A: “Το τεμάχιο είναι ελαττωματικό”, τότε P(A Γ1) = 0.08, P(A Γ2) = 0.05, P(A Γ3) = ∣ ∣ ∣
0.12.

Στον τελικό έλεγχο ποιότητας εφαρμόζεται αυτοματοποιημένο σύστημα απόρριψης.

Αν B: “Το τεμάχιο απορρίπτεται στον τελικό έλεγχο” , τότε για τη Γραμμή 1 ισχύουν τα 
εξής: P(B A∩Γ1) = 0.95 και P(B A´∩ Γ1  ) =0.04. ∣ ∣
(α) Να υπολογιστεί η πιθανότητα ένα τεμάχιο της Γραμμής 1 να απορριφθεί:

(β) Αν γνωρίζουμε ότι ένα τεμάχιο, προέρχεται από τη Γραμμή 1 και απορρίφθηκε στον 
έλεγχο, να υπολογιστεί η πιθανότητα να είναι πράγματι ελαττωματικό.

άλυτη



  

Αξιολόγηση δίτιμης
διαδικασίας πρόβλεψης



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC

Για κάθε διαδικασία που προβλέπει αν υπάρχει ένα χαρακτηριστικό σε ένα υποκείμενο (Όχι / Ναι, 
Αρνητικό / Θετικό, Παρών / Απών), έχει καθιερωθεί ένα σύνολο δεικτών που αξιολογούν την 
προβλεπτική της ικανότητα. Οι κυριότεροι δείκτες είναι:

● Το ποσοστό ορθής ταξινόμησης ή ακρίβεια (percentage accuracy in classification – PAC ή accuracy)

● Η ευαισθησία (sensitivity ή TPR) του τεστ (αληθώς ταξινομημένα ως θετικά - true positives).

● Η προσδιοριστικότητα ή ειδικότητα (specificity ή TNR) του τεστ (αληθώς ταξινομημένα ως αρνητικά 
- true negatives).

● Η θετική διαγνωστική του αξία (positive predictive value – PPV) (το ποσοστό των ταξινομημένων ως 
θετικά προς το σύνολο των θετικών προβλέψεων του μοντέλου).

● Η αρνητική διαγνωστική του αξία (negative predictive value - NPV) (το ποσοστό των ταξινομημένων 
ως αρνητικά προς το σύνολο των αρνητικών συμβάντων).



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC
Ο παρακάτω πίνακας συμπτώσεων περιγράφει εμπειρικά δεδομένα μίας διαδικασία πρόβλεψης.

Βάσει του παραπάνω πίνακα είναι:

Ποσοστό ορθής ταξινόμησης (percentage accuracy in classification)  PAC = (α + δ) / Σ.

Ευαισθησία (sensitivity) = δ / Ο2. (TPR: αληθώς ταξινομημένα ως θετικά - true positives).

Ειδικότητα (specificity) = α / Ο1. (TNR: αληθώς ταξινομημένα ως αρνητικά - true negatives).

Θετική διαγνωστική του αξία (positive predictive value) PPV = δ / P2.
(PPV: ποσοστό των πραγματικά θετικών προς το σύνολο των θετικών προβλέψεων του μοντέλου)

Αρνητική διαγνωστική του αξία (negative predictive value) NPV = α / P1.
(NPV: ποσοστό των πραγματικά αρνητικών προς το σύνολο των αρνητικών προβλέψεων του μοντέλου)

Πρόβλεψη (Prediction)

Negative Positive Σύνολο

Πραγματική κατάσταση
(Observation)

Negative α β Ο1 (= α + β)

Positive γ δ Ο2 (= γ + δ)

Σύνολο P1 (= α + γ) P2 (= β + δ) Σ (= α + β + γ + δ)



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC
Παράδειγμα 1

Σε πρόσφατη έρευνα έγινε σύγκριση της αξιοπιστίας του rapid test ID – NOW με το μοριακό (RT-
PCR). Σε αυτήν, συμμετείχαν 974 ασθενείς, 785 συμπτωματικοί και 189 ασυμπτωματικοί ασθενείς. 
Από τους 785 συμπτωματικούς, οι 21 ήταν θετικοί τόσο στο rapid test όσο και με RT-PCR, και 2 
μόνο με RT-PCR. Και οι 189 ασυμπτωματικοί ασθενείς βρέθηκαν αρνητικοί και στα δύο τεστ.

Βάσει του πίνακα είναι:
● Ποσοστό ορθής ταξινόμησης

PAC = 972 / 974 = 99,8%.
● Ευαισθησία = 21 / 23 = 91,3%
● Προσδιοριστικότητα = 951 / 951 = 100%
● PPV = 21 / 21 = 100%
● NPV = 951 / 953 = 99,8%.

Πίνακας: Σύγκριση rapid test ID-NOW και RT-PCR

Rapid Test ID-NOW

Αρνητικό* Θετικό Σύνολο

Αρνητικό α = 951 β = 0  Ο1 = 951

RT-PCR Θετικό γ = 2 δ = 21 Ο2 = 23

Σύνολο P1 = 953 P2 = 21 Σ = 974

(*) 9 από τους 951 είχαν άκυρο rapid test

Πηγή δεδομένων: eLife 2021;10:e65726 doi: 10.7554/eLife.65726



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC
Άσκηση

Σε πρόσφατη έρευνα, μεταξύ 1.465 ατόμων που ελέγχθηκαν, η RT-PCR ήταν θετική σε 141 άτομα. 
Η δοκιμή αντιγόνου Roche/SD Biosensor rapid test ήταν θετική σε 94 ασθενείς και αρνητική σε 
1.368 άτομα, ενώ δεν ήταν έγκυρη σε 3 ασθενείς. Η συνολική ευαισθησία του rapid test ήταν 
65,3% ενώ η προσδιοριστικότητα του ήταν 99,9%. 

(α) Να συμπληρωθεί ο πίνακας 

(β) Να υπολογιστούν: 
  (i)  Το ποσοστό ορθής ταξινόμησης (PAC)
  (ii)  Η θετική διαγνωστική αξία (PPV)
  (iii) Η αρνητική διαγνωστική αξία (NPV).

Πηγή δεδομένων:Jegerlehner, S., Suter-Riniker, F., Jent, P., Bittel, P., & Nagler, M. (2021). Diagnostic accuracy of a SARS-CoV-2 rapid antigen test in real-life 
clinical settings. International journal of infectious diseases : IJID : official publication of the International Society for Infectious Diseases, 109, 118–122. 
https://doi.org/10.1016/j.ijid.2021.07.010

Πίνακας: Σύγκριση rapid test Roche/SD και RT-PCR

Rapid Test Roche/SD

Αρνητικό* Θετικό Σύνολο

Αρνητικό α = β =  Ο1 = 

RT-PCR Θετικό γ = δ = Ο2 = 

Σύνολο P1 = P2 = Σ = 

(*) Αρνητικά και άκυρα μαζί



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC ως δεσμευμένες πιθανότητες
Πρόβλεψη (Prediction)

Negative Positive Σύνολο

Πραγματική 
κατάσταση

(Observation)

Negative α β Ο1 (= α + β)

Positive γ δ Ο2 (= γ + δ)

Σύνολο P1 (= α + γ) P2 (= β + δ) Σ (= α + β + γ + δ)

Ω: Ν(Ω) = α + β + γ + δ

Β Α

N(Β) = γ + δ = Ο
2 N(Α ∩ B) = δ N(Α) = β + δ = P

2

Α = {Πρόβλεψη θετική} και Β = {Παρατήρηση θετική}
(π.χ. Α = {το rapid test είναι θετικό} και Β = { το άτομο πάσχει από COVID-19})

Ν(Α’ ∩ Β’) = α

Ο πίνακας πρόβλεψης 
είναι δυνατό να 
αναπαρασταθεί ως ένα 
διάγραμμα Venn.



  

Ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV, PAC ως δεσμευμένες πιθανότητες

Ω: Ν(Ω) = α + β + γ + δ

Β Α

N(Β) = γ + δ = Ο
2 N(Α ∩ B) = δ N(Α) = β + δ = P

2

Α = {Πρόβλεψη θετική} και Β = {Παρατήρηση θετική} (π.χ. Α = {το rapid test είναι θετικό} και Β = { το άτομο πάσχει από COVID-19})

Ν(Α’ ∩ Β’) = α

Είναι N(B) = O
2
, N(B’) = O

1
, N(A) = P

2
, N(A’) = P

1
, Ν(Α ∩ Β) = δ, Ν(Α’ ∩ Β’) = α, συνεπώς:

● Ευαισθησία = δ / Ο2 = Ν(Α ∩ Β) / N(B) = P(A | B)

● Ειδικότητα = α / Ο1 = Ν(Α’ ∩ Β’) / N(B’) = P(A’ | B’)

● Θετική διαγνωστική του αξία PPV = δ / P2 = Ν(Α ∩ Β) / N(Α) = P(B | A) 

● Αρνητική διαγνωστική του αξία NPV = α / P1 = Ν(Α’ ∩ Β’) / N(Α’) = P(B’ | A’) 



  

Παράδειγμα
Θεωρούμε την ασθένεια του καρκίνου του πνεύμονα και το κάπνισμα ως σύμπτωμα 
του. Υποθέτουμε ότι το 90% των ατόμων με καρκίνο του πνεύμονα και το 30% των 
ατόμων χωρίς καρκίνο του πνεύμονα είναι καπνιστές, ποια είναι η ευαισθησία και η 
ειδικότητα του καπνίσματος ως σύμπτωμα που οδηγεί στον καρκίνο του πνεύμονα;

Απάντηση

Α = {το άτομο καπνίζει}, Β = {το άτομο ασθενεί από καρκίνο του πνεύμονα}
Είναι:

● Ευαισθησία = P(Α | Β) = 0,9
● Ειδικότητα = P (Α’ | Β’) = 1 – P (Α | Β’) = 0,7



  

Άσκηση
Σε μια πόλη με 1.000 κατοίκους το 10% νοσεί από τη νόσο Χ. Ένα νέο τεστ για τη νόσο 
Χ, έχει ευαισθησία 80% και ειδικότητα 70%. Πόσα άτομα με τη νόσο Χ δεν θα 
ανιχνευθούν από αυτό το τεστ;

άλυτη



  

Σύνοψη των τύπων
Φανερά, τα μέτρα αξιολόγησης PAC, ευαισθησία, ειδικότητα, PPV, NPV ισχύουν για 
κάθε δίτιμη διαδικασία αξιολόγησης, δηλαδή για κάθε “σύμπτωμα” Α που μπορεί να 
συσχετίζεται με κάποια “ασθένεια” Β.

Συμπερασματικά, οι σχέσεις που καταγράψαμε είναι οι εξής:

● P(A | B) = ευαισθησία = TPR (True Positive Rate)

● P(Α’ | Β) = 1 – P(Α | Β) = 1 – ευαισθησία = FNR (False Negative Rate)

● P (Α’ | Β’) = ειδικότητα = TNR (True Negative Rate)

● P(A | B’) = 1 – ειδικότητα = FPR (False Positive Rate)  

● P(B | A) = PPV (Positive Predictive Value)

● P(B’ | A’) = NPV (Negative Predictive Value)



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Α = {το άτομο έχει το σύμπτωμα} και Β = {το άτομο έχει την ασθένεια} 

Από τις σχέσεις που καταγράψαμε, ο κανόνας του Bayes,

παίρνει τη μορφή

όπου x = P(B), η πιθανότητα το άτομο να έχει την ασθένεια. Επιπλέον, 

P(Β | Α) =
P(Α | Β)⋅P(Β)

P(Α | Β)⋅P(Β) + P(Α | Β ')⋅P(Β ')
,

PPV =
ευαισθησία⋅x

ευαισθησία⋅x + (1 − ειδικότητα)⋅(1 − x)
,

NPV = P(Β ' | Α ') =
P(Α ' | Β ')⋅P(Β ')

P(Α ' | Β ')⋅P(Β ') + P(Α ' | Β)⋅P(Β)
=

ειδικότητα⋅(1 − x )

ειδικότητα⋅(1 − x) + (1 − ευαισθησία )⋅x
.



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Α = {το άτομο έχει το σύμπτωμα} και Β = {το άτομο έχει την ασθένεια} 

Εναλλακτικά, καθώς 
● ευαισθησία = TPR (true positive rate), 1 – ευαισθησία = FNR (false negative rate)
● ειδικότητα = TNR (true negative rate), 1 – ειδικότητα = FPR (false positive rate), 
μπορούμε να ξαναγράψουμε τους τύπους ως:

όπου x = P(B), η πιθανότητα το άτομο να έχει την ασθένεια.

PPV =
TPR⋅x

TPR⋅x + FPR⋅(1 − x)
, NPV =

TNR⋅(1 − x)

TNR⋅(1 − x) + FNR⋅x
,



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Παράδειγμα 1

Γνωρίζουμε ότι το 20% του ενήλικου πληθυσμού είναι υπερτασικό. Ένα νέο αυτόματο μηχάνημα 
αρτηριακής πίεσης, ταξινομεί ως υπερτασικούς το 84% των ατόμων που πράγματι πάσχουν από 
υπέρταση και το 23% του πληθυσμού με φυσιολογική πίεση.
Ποια είναι η θετική προγνωστική αξία (PPV) και ποια η αρνητική προγνωστική αξία (NPV) του 
μηχανήματος; 

Λύση

Γνωρίζουμε ότι, x = P(ασθένεια) = 0,2, ευαισθησία = P(σύμπτωμα | ασθένεια) = 0,84 και 
ειδικότητα = P (χωρίς σύμπτωμα | καμία ασθένεια) = 1 – 0,23 = 0,77. Υπολογίζουμε, 

PPV =
ευαισθησία⋅x

ευαισθησία⋅x + (1 − ειδικότητα)⋅(1 − x )
=

0,84⋅0,2
0,84⋅0,2 + (1 − 0,77)⋅(1 − 0,2)

= 0,48.

ΝPV =
ειδικότητα⋅(1 − x)

ειδικότητα⋅(1 − x ) + (1 − ευαισθησία )⋅x
=

0,77⋅0,8
0,77⋅0,8 + (1 − 0,84)⋅0,2

= 0,95.



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Παράδειγμα 2

Ένας κλινικός ιατρός θέλει να χρησιμοποιήσει ένα διαγνωστικό τεστ για να εκτιμήσει την παρουσία 
ή την απουσία πνευμονικής εμβολής (ΠΕ) σε κάποιον που εμφανίζει κάποια σχετικά συμπτώματα 
(ο επιπολασμός στη συγκεκριμένη πληθυσμιακή ομάδα είναι γνωστό ότι είναι 50%). 

Ο κλινικός ιατρός μπορεί να επιλέξει ανάμεσα σε δύο διαφορετικές εξετάσεις 
(α) D-dimer με 97% ευαισθησία και 41% ειδικότητα ή 
(β) υπερηχογράφημα συμπίεσης (CUS) με 49% ευαισθησία και 96% ειδικότητα. 

Για τον αποκλεισμό της πνευμονικής εμβολής, η αρνητική προγνωστική αξία είναι αυτή που μας 
ενδιαφέρει. Ποιο από τα δύο τεστ είναι πιο χρήσιμο για αυτόν τον σκοπό; 



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Λύση

(α) D-dimer με 97% ευαισθησία και 41% ειδικότητα

(β) υπερηχογράφημα συμπίεσης (CUS) με 49% ευαισθησία και 96% ειδικότητα. 

Συμπέρασμα

Το D-dimer είναι περισσότερο κατάλληλο για τον αποκλεισμό της πνευμονικής εμβολής.

Πηγή: https://doi.org/10.1016/j.jclinepi.2020.12.021 

ΝPV =
ειδικότητα⋅(1 − x )

ειδικότητα⋅(1 − x ) + (1 − ευαισθησία )⋅x
=

0,41⋅(1 − 0,5)

0,41⋅(1 − 0,5) + (1 − 0,97)⋅0,5
= 0,93 = 93 % .

ΝPV =
ειδικότητα⋅(1 − x )

ειδικότητα⋅(1 − x ) + (1 − ευαισθησία )⋅x
=

0,96⋅(1 − 0,5)

0,96⋅(1 − 0,5 ) + (1 − 0,49)⋅0,5
= 0,65 = 65 % .



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Παράδειγμα
Καταγράφηκε για 20 φοιτητές η επιτυχία τους στις εξετάσεις και ο χρόνος προετοιμασίας τους. Στα 
δεδομένα προσαρμόστηκε λογιστικό μοντέλο πρόβλεψης το οποίο αντιστοίχισε σε κάθε έναν φοιτητή 
μία πιθανότητα επιτυχίας. Να δείξετε ότι το όριο αποδοχής (cut – off score) α = 0,7, προβλέπει 
σωστά το 75% των περιπτώσεων και εξασφαλίζει ευαισθησία 60% και ειδικότητα 90%.

Φοιτητής 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ώρες μελέτης 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 1,75 2 2,25 2,5

Επιτυχία 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

Πρόβλεψη επιτυχίας 0,035 0,05 0,071 0,1 0,139 0,191 0,191 0,256 0,334 0,422

Φοιτητής 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Ώρες μελέτης 2,75 3 3,25 3,5 4 4,25 4,5 4,75 5 5,5

Επιτυχία 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1

Πρόβλεψη επιτυχίας 0,515 0,607 0,693 0,766 0,874 0,91 0,937 0,956 0,969 0,985



  

Ο κανόνας του Bayes σε όρους ευαισθησίας και ειδικότητας

Λύση
Ταξινομούμε τους φοιτητές κατά σειρά επιτυχίας. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0,035 0,05 0,071 0,1 0,139 0,191 0,191 0,256 0,334 0,422 0,515 0,607 0,693 0,766 0,874 0,91 0,937 0,956 0,969 0,985

Πίνακας: Πρόβλεψη επιτυχίας με α = 0,7

Πρόβλεψη

0 1 Σύνολο

Επιτυχία
0 9 1 10

1 4 6 10

Σύνολο 13 7 20

Από τον πίνακα υπολογίζουμε:

PAC = (9 + 6) / 20 = 15 / 20 = 75%.

Ευαισθησία = 6 / 10 = 0,6 = 60%

Ειδικότητα = 9 / 10 = 0,9 = 90%



  

Ασκήσεις

1. Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τα αποτελέσματα από την εξέταση της διαγνωστικής ακρίβειας ενός 
νέου γρήγορου τεστ για HIV σε 100.000 άτομα, σε σύγκριση με το πρότυπο τεστ αναφοράς. Οι 
σειρές του πίνακα αντιπροσωπεύουν το αποτέλεσμα της εξέτασης και οι στήλες την  πραγματική 
κατάσταση της νόσου.

Να υπολογιστούν τα PAC, ευαισθησία, ειδικότητα, NPV, PPV.

  Τεστ + Τεστ -  Σύνολο

HIV+ 378 2 380

HIV- 397 98.823 99.220

Σύνολο 775 98.825 100.000



  

Ασκήσεις

Λύση

● Ποσοστό ορθής ταξινόμησης PAC = (378 + 98.823) / 100.000 = 99,2%.
● Ευαισθησία = 378 / 380 = 99,5%
● Ειδικότητα = 98.823 / 99.220 = 99,6%
● PPV = 378 / 775 = 48,8%
● NPV = 98.823 / 98.825 = 99,9%.

  Τεστ + Τεστ -  Σύνολο

HIV+ 378 2 380

HIV- 397 98.823 99.220

Σύνολο 775 98.825 100.000
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