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Το πρόβλημα Broyden Σύγκλιση

Ορισμός

Αριθμητική Επίλυση συστημάτων μη-γραμμικών εξισώσεων

Ορισμός

Δοθείσης μιας συνάρτησης Fn = (f1, f2, . . . , fn) : An ⊂ Rn → Rn
, αναζητούμε

ένα σημείο x∗ ∈ An για το οποίο ισχύει Fn(x∗) = On.

Ορισμός

Το σημείο x∗ ∈ An στην παραπάνω περίπτωση καλείται ρίζα ή μηδενικό της

συνάρτησης Fn ή λύση της εξίσωσης Fn(x) = On.

Προσοχή: Η συνάρτηση Fn θεωρούμε πως είναι συνεχώς παραγωγίσιμη

συνάρτηση.

Ισοδύναμα:

Fn(x) = On ⇔


f1(x) = 0

f2(x) = 0

· · ·
fn(x) = 0

, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
(1)
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Παράδειγμα

Αριθμητική Επίλυση συστημάτων μη-γραμμικών εξισώσεων

Παράδειγμα

΄Εστω η συνάρτηση F2 : A2 ⊂ R2 → R2
, με τύπο:

F2(x) =

{
f1(x1, x2) = 2x2

1 + 3x2
2 − 1/2

f2(x1, x2) = 3x3
1 + x2

2 +
√

2/2
.

Να βρείτε κάποιο x∗ = (x∗1 , x
∗
2 ) ∈ A2 για το οποίο να ισχύει

F2(x∗) = O2 = (0, 0)>.

Προσοχή: Η πολυπλοκότητα του προβλήματος ανεβαίνει όταν, αντί για ένα

τέτοιο σημείο, αναζητούμε όλα τα σημεία με αυτή την ιδιότητα.
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Κατασκευή

Η μέθοδος του Broyden

Η μέθοδος του Broyden κατατάσσεται στις μεθόδους τοπικής σύγκλισης και
η σπουδαιότητά της έγκειται στο γεγονός ότι επιλύει ένα σύστημα

μη-γραμμικών εξισώσεων επιλύοντας επαναληπτικά, κατάλληλα γραμμικά

συστήματα.

Το πλεονέκτημα της μεθόδου είναι ότι δεν απαιτεί υπολογισμούς μερικών

παραγώνων για τον καθορισμό του Ιακωβιανού πίνακα, όπως αυτή του

Newton, αλλά χρησιμοποιεί ένα μητρώο το οποίο αναπροσαρμόζεται
κατάλληλα σε κάθε επανάληψη.

Γενικά, αν και η μέθοδος του Broyden υπερέχει της μεθόδου του Newton
αναφορικά με το υπολογιστικό κόστος (πλήθος συναρτησιακών

υπολογισμών και σχετική ακρίβεια σε κάθε επανάληψη), υστερεί στην

ταχύτητα σύγκλισης.

Τέλος, η μέθοδος του Broyden αποτελεί γενίκευση της μεθόδου της
τέμνουσας(secant method).
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Κατασκευή

Η μέθοδος του Broyden

Γενικά, με βάση τον τύπο του Taylor θεωρούμε το ακόλουθο πρότυπο:

mk(x) = f (xk) + ak(x − xk) (2)

το οποίο για κάθε ak ∈ R, πληροί τη σχέση:

mk(xk) = f (xk) (3)

Παρατηρούμε ότι, αν στην παραπάνω σχέση θέσουμε:

ak = f ′(xk) (4)

προκείπτει η μέθοδος των Newton-Raphson. Στην περίπτωση όμως που
θέλουμε να αντικαταστίσουμε την παράγωγο f ′(xk) ώστε να σχηματίσουμε
τη μέθοδο της τέμνουσας, το πρότυπό μας πρέπει να πληροί τη σχέση:

mk(xk−1) = f (xk−1) (5)
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Κατασκευή

Η μέθοδος του Broyden

΄Ετσι, προκύπτει η σχέση:

f (xk−1) = f (xk) + ak(xk−1 − xk), (6)

η οποία γράφεται στη μορφή:

ak(xk − xk−1) = f (xk)− f (xk−1), (7)

που ονομάζεται εξίσωση της τέμνουσας και παρέχει την προσέγγιση:

ak =
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
, (8)

Η επόμενη επανάληψη της μεθόδου της τέμνουσας πρέπει να πληροί τη

σχέση:

mk(xk−1) = 0, (9)

από την οποία, με βάση τη σχέση (2), έχουμε:

ak(xk−1 − xk) + f (xk) = 0. (10)
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Απόδειξη

Απόδειξη της μεθόδου

Από αυτή παίρνουμε τη μέθοδο της τέμνουσας:

xk+1 = xk − a−1
k f (xk ) (11)

όπου k = 0, 1, . . . και το ak δίνεται από την προσέγγιση της σχέσης (2).
Τώρα, στην περίπτωση των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, με βάση το αναπτυγμα του

Taylor, το αντίστοιχο πρότυπο θα είναι το εξής:

Mk (x) = Fn(x
k ) + Ak (x − xk ) (12)

όπου για κάθε μητρώο Ak ∈ Rn×n
πληροί τη σχέση:

Mk (x
k ) = Fn(x

k ). (13)

Ακολούθως, αν στη σχέση (12) θέσουμε:

Ak = JFn (x
k ), (14)

όπου JFn είναι το Ιακωβιανό μητρώο, παίρνουμε τη μέθοδο του Newton. Στην περίπτωση της
γενικευμένης μεθόδου της τέμνουσας, το πρότυπο πρέπει να πληροί τη σχέση:

Mk (x
k−1) = Fn(x

x−1). (15)
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Απόδειξη

Απόδειξη της μεθόδου

΄Ετσι, παίρνουμε τη σχέση:

Fn(x
k−1) = Fn(x

k ) + Ak (x
k−1 − xk ), (16)

η οποία γράφεται:

Ak (x
k − xk−1) = Fn(x

k )− Fn(x
k−1), (17)

που τελικώς μπορεί να γραφεί στην ακόλουθη μορφή, η οποία θα μας απασχολήσει περισσότερο

στη συνέχεια:

Ak+1(x
k+1 − xk ) = Fn(x

k+1)− Fn(x
k ). (18)

Η συνθήκη που μόλις γράψαμε ονομάζεται συνθήκη quasi-Newton(quasi-Newton condition) ή εξίσωση
της τέμνουσας (secant equation).

Παρατήρηση Το σύστημα εξισώσεων της συνθήκης quasi-Newton μας παρέχει n εξισώσεις ώστε
να καθοριστούν τα άγνωστα n × n στοιχεία του μητρώου Ak+1. Αυτό όμως έχει ως συνέπεια να

μην μπορεί να καθοριστεί μοναδικά το μητρώο Ak+1. ΄Ετσι, μια πιθανώς καλή επιλογή για το

μητρώο Ak+1 είναι η ελάχιστη τροποποίηση του μητρώου Ak έτσι ώστε:

Ak+1t = Ak t, (x
k+1 − xk )Tt = 0, t ∈ Rn

, (19)

το οποίο μας οδηγεί στον μοναδικό καθορισμό του μητρώου Ak+1. Η επιλογή του μητρώου

Akk + 1, έτσι ώστε (Ak+1 − Ak )t = 0 για όλα τα t τα οποία είναι ορθογώνια στο (xk+1 − xk ),
απαιτεί το μητρώο (Ak+1 − Ak ) να είναι βαθμού ένα, rank(Ak+1 − Ak ) = 1, δηλαδή της μορφής:

Ak+1 − Ak = u(xk+1 − xk )T, u ∈ Rn
. (20)



Το πρόβλημα Broyden Σύγκλιση Βιβλιογραφία

Απόδειξη

Απόδειξη της μεθόδου

Ο Charles Broyden παίρνοντας τη γενίκευση της σχέσης (11):

xk+1 = xk − AkFn(x
k ), k = 0, 1, . . . , (21)

υπέδειξε ότι η επιλογή των μητρώων Ak είναι προτιμότερο να γίνεται έτσι ώστε ο βαθμός της

διαφοράς δύο διαδοχικών μητρώων, rank(Ak+1 − Ak ) να είναι μικρός. Αυτή η σκέψη οδήγησε στην
ανάπτυξη των μεθόδων quasi-Newton(με τις οποίες θα ασχοληθούμε στην αμέσως επόμενη
ενότητα), οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις παρακάτω τρεις ιδιότητες:

(α) Ak (x
k+1 − xk ) + Fn(x

k ) = 0,

(β) Ak+1(x
k+1 − xk ) = Fn(x

k+1)− Fn(x
k ), k = 0, 1, . . .

(γ) rank(Ak+1 − Ak ) = m > 1

όπου, θέτοντας:

sk = xk+1 − xk , (22)

yk = Fn(x
k+1)− Fn(x

k ) (23)

και συνδυάζοντας κατάλληλα τις ιδιότητες (α) και (β) παίρνουμε:

(Ak+1 − Ak )s
k = Fn(x

k+1), (24)

Fn(x
k+1) = yk − Ak s

k
(25)

Μέχρι τώρα για την ανάπτυξη μεθόδων quasi-Newton έχουν προταθεί μόνο οι τιμές m = 1 και
m = 2 των σχέσεων (a), (b), (g) που είδαμε προηγουμένως. Ο Charles Broyden για την περίπτωση
που m = 1, έδωσε δύο μεθόδους, την καλή μέθοδο (good method), όπως ονόμασε και την κακή
μέθοδο (bad method), η οποία υπολείπεται σε επιδόσεις σε σχέση με την πρώτη.
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Σύγκλιση της μεθόδου

Θεώρημα

΄Εστω Fn : D ⊂ Rn → Rn
συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση σε ένα

ανοικτό και κυρτό σύνολο D. Υποθέτουμε ότι υπάρχει x? ∈ Rn
και

r , b > 0, τέτοια ώστε:
Fn(x

?) = Jn, B(x?, r) ⊂ D, όπου B(x?, r) = {x ∈ Rn|||x − x?|| < r}
είναι ανοιχτή σφαίρα με κέντρο x? και ακτίνα r , JFn ∈ Lipγ(B(x?, r)),
και

το αντίστροφο μητρώο JFn(x?)
−1
υπάρχει και ισχύει ότι

||JFn(x
?)−1|| 6 β.

Τότε υπάρχουν ε > 0 και δ > 0 τέτοια ώστε, αν ισχύουν οι σχέσεις:

||x0 − x?||2 6 ε και ||A0 − JFn ||2 6 δ,

οπότε η ακολουθία {xk} που παράγεται από τη μέθοδο του Broyden
είναι καλά ορισμένη και συγκλίνει q−υπεργραμμικά στη λύση x?
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Σας ευχαριστώ πολύ για την προσοχή σας!
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