I.2 ΑΣΑΦΕΙΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ.

Ορισμός: Μία ασαφής σχέση είναι ένα ασαφές υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου των κλασσικών συνόλων 
[image: image48.bmp]
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Έστω για παράδειγμα το καρτεσιανό γινόμενο 
[image: image3.wmf]2

M

. Οποιοδήποτε ασαφές υποσύνολο του
[image: image4.wmf]2
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 είναι μία ασαφής σχέση.  Η ασαφής σχέση είναι ένα ασαφές σύνολο και κατά συνέπεια όλες οι λειτουργίες των ασαφών συνόλων όπως η ένωση, η τομή, το συμπλήρωμα και η χαρακτηριστική συνάρτηση για την περιγραφή των ασαφών συνόλων ισχύουν και στις ασαφείς σχέσεις.  

Σε αντίθεση με τις ασαφείς σχέσεις, οι κλασικές σχέσεις ορίζονται ως κλασικά υποσύνολα καρτεσιανών  γινομένων. Συνεπώς οι ασαφείς σχέσεις είναι μία επέκταση των κλασικών σχέσεων.

Ορισμός: Έστω το καρτεσιανό γινόμενο των κλασσικών γενικών συνόλων 
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 αντίστοιχα. Τότε το καρτεσιανό γινόμενο των ασαφών συνόλων ορίζεται ως:
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Προφανώς το καρτεσιανό γινόμενο ασαφών συνόλων είναι μία ασαφής σχέση, δηλαδή είναι ένα ασαφές υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου των κλασσικών γενικών συνόλων 
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Συνηθισμένες περιπτώσεις ασαφών σχέσεων είναι οι δυαδικές σχέσεις, για τις οποίες μπορεί να δοθεί ο παρακάτω ορισμός:

Ορισμός: Έστω Χ και Υ υπερσύνολα αναφοράς. Τότε με τον όρο ασαφή δυαδική σχέση R εννοείται ένα ασαφές υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου, 
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Οι είσοδοι στις ασαφείς δυαδικές σχέσεις μπορεί να είναι είτε κλασσικά σύνολα, είτε ασαφή σύνολα. Οι ασαφείς σχέσεις είναι μία επέκταση της έννοιας της κλασσικής συνάρτησης (π.χ. Ross, 1995). Ακόμη οι ασαφείς δυαδικές σχέσεις μπορούν να αναφέρουν κατά πόσο ένα σύνολο είναι σε σχέση με τον εαυτό του. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις δυαδικών ασαφών σχέσεων είναι η ένωση και η τομή μεταξύ ασαφών συνόλων καθώς επίσης και οι ασαφείς συναρτήσεις με μία ανεξάρτητη μεταβλητή με τη μορφή κλασσικού ή ασαφούς αριθμού.

Εφόσον οι ασαφείς σχέσεις είναι ασαφή σύνολα οι λειτουργίες των ασαφών συνόλων ισχύουν και στις ασαφείς σχέσεις, όπως η ένωση, η τομή, το συμπλήρωμα και οι α- τομές (Zimmermann, 1991).

Έστω R και S είναι ασαφείς σχέσεις στο Χ
[image: image11.wmf]´

Υ. Για τις ασαφείς σχέσεις ορίζονται οι παρακάτω χαρακτηριστικές ιδιότητες:

ορισμός: Έστω R ασαφής σχέση στο U. Οι ακόλουθες σχέσεις ορίζονται:
Αντανακλαστική:  Αν και μόνο αν  (a(A, R(a, a) = 1

Πλήρης: Αν και μόνο αν 
[image: image12.wmf](
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Συμμετρική:  Αν και μόνο αν 
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Αντισυμμετρική: Αν και μόνο αν 
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}

(

)

aA,bAa,minR(a,b),R(b,a)0

"ÎÎ-=


Μη συμμετρική: Αν και μόνο αν 
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Μεταβατική: Αν και μόνο αν 
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Μισό - μεταβατική: Αν και μόνο αν 
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Οι δυαδικές ασαφείς σχέσεις έχουν μεγάλη εφαρμογή στις διμερείς συγκρίσεις που χρησιμοποιούνται στην πολυκριτηριακή ανάλυση. Κρίσιμο στοιχείο αποτελεί η επιλογή των ασαφών σχέσεων που θα χρησιμοποιηθούν για τις διμερείς συγκρίσεις. Επίσης, οι ασαφείς σχέσεις χρησιμοποιούνται στην επέκταση του κανόνα και στην ασαφή συλλογιστική.

Η σύνθεση των ασαφών σχέσεων είναι μία πολύ σημαντική διεργασία και έχει ευρεία εφαρμογή στην ασαφή συλλογιστική. Η ασαφής σύνθεση επιτυγχάνεται με τη διαδικασία της max – min σύνθεσης.

Ορισμός: Έστω η ασαφής σχέση R στο καρτεσιανό γινόμενο των κλασσικών συνόλων  X x Y και έστω η ασαφής σχέση S στο καρτεσιανό γινόμενο των κλασσικών συνόλων  Y
[image: image18.wmf]´

Z. Η max-min σύνθεση είναι η διαδικασία κατά την οποία προκύπτει μία ασαφής σχέση R
[image: image19.wmf]o

S   που είναι υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου των κλασσικών συνόλων  X x Ζ  με την παρακάτω συνάρτηση συμμετοχής:  
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Αν αντί της ασαφούς σχέσης R η είσοδος είναι ένα ασαφές σύνολο στο X και έστω η ασαφής σχέση S στο καρτεσιανό γινόμενο των κλασσικών συνόλων  Χ(Z, τότε η max – min σύνθεση ορίζεται ως:
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Οι Karray and Silva, 2004 προτείνουν επέκταση της σύνθεσης σε πιο σύνθετες περιπτώσεις. Επίσης, αντί του max προτείνουν τη sup προσέγγιση που υιοθετείται και για την επέκταση του κανόνα.
Aντί της max-min σύνθεσης μπορούν να χρησιμοποιηθούν και άλλες συνθέσεις, για παράδειγμα αντί της min τομής χρησιμοποιούνται άλλες ασαφείς τομές (π.χ. Wang, 1997):
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Για την περίπτωση όπου αντί της ασαφούς σχέσης R είναι το ασαφές σύνολο Α, τότε η max – min σύνθεση γίνεται:
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Η max – min σύνθεση μπορεί να θεωρηθεί ως η επέκταση της έννοιας της κλασσικής συνάρτησης (Τanaka, 1997).

I.3 Σχέση περικλυσμου και ισοδυναμίας

Η έννοια ότι ένα σύνολο περικλύεται από κάποιο άλλο μπορεί να επεκταθεί και στα ασαφή σύνολα. Ένας πρώτος απλός ορισμός είναι ο παρακάτω:

Ένα ασαφές σύνολο Α θεωρείται ότι περικλύεται από κάποιο άλλο ασαφές σύνολο Β, με γενικό σύνολο το Χ, αν και μόνο αν ισχύει:
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Ωστόσο, δεδομένου ότι η ασαφής λογική δε δέχεται τις άκαμπτες προσεγγίσεις θα πρέπει να εξετασθεί η περίπτωση όπου ένα σύνολο ανήκει μερικώς σε ένα άλλο. Για το σκοπό αυτό έχει προταθεί ο ορισμός της παρακάτω συνάρτησης συμμετοχής που καταδεικνύει σε ποιο βαθμό ένα σύνολο ανήκει σε κάποιο άλλο και γίνεται με τη βοήθεια του τελεστή φ που ερμηνεύει και τη R συνεπαγωγή:
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Ένα ασαφές σύνολο Α θεωρείται ότι είναι ισοδύναμο με ένα άλλο ασαφές σύνολο Β, με γενικό σύνολο το Χ, αν και μόνο αν ισχύει:
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Με παρόμοιο συλλογισμό με προηγούμενα, ορίζεται ο βαθμός στον οποίο ένα σύνολο είναι όμοιο με ένα άλλο με βάση την παρακάτω συνάρτηση συμμετοχής (Pedrycz  and Gomide, 1998):
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I.4 Aσαφείς συνεπαγωγές

Υπάρχουν τρεις βασικές κατηγορίες ασαφών συνεπαγωγών (π.χ. Klir και Yuan, 1995 & Dubois και Prade, 1991):

S – συνεπαγωγές, όπου βασίζονται στην ιδέα της συνεπαγωγής της κλασσικής λογικής (σύμφωνα με την κλασσική λογική 
[image: image28.wmf]PQPQ

®ÛÚ

):

[image: image29.wmf]J(a,b)S(N(a),b)

=

                               (S - συνεπαγωγές)                 
 (Ι.65)
R  – συνεπαγωγές, οπότε η συνεπαγωγή εκφράζει μία μερική ταξινόμηση, εφόσον χρησιμοποιείται ο ορισμός του βαθμού περίκλυσης ενός συνόλου σε ένα άλλο: 
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 (Ι.66)

QL – συνεπαγωγές. Αυτές οι συνεπαγωγές είναι ισχυρότερες από τις S - συνεπαγωγές:
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  (Ι.67)

Όπου S η ασαφής ένωση, T η ασαφής τομή και  N το ασαφές συμπλήρωμα.
Σε πρακτικές εφαρμογές είναι συχνά διαδεδομένη η χρήση της ασαφούς τομής. Πράγματι, πολλοί προτείνουν τη χρήση της ασαφούς τομής για τον ορισμό των ασαφών συνεπαγωγών. Τούτο μπορεί να ερμηνευθεί ως κάτωθι (Wang, 1997):
ΑΝ <Π1> ΤΟΤΕ <Π2> ΕΙΔΑΛΛΩΣ ΤΙΠΟΤΑ                 

  (2.98)

Επίσης, έχουν προταθεί και άλλες ασαφείς συνεπαγωγές. Στον παρακάτω πίνακα αναφέρονται διάφορες  R - ασαφείς συνεπαγωγές καθώς και η κατάταξή τους.

Οι ασαφείς συνεπαγωγές αποτελούν ένα απαραίτητο εργαλείο για την ερμηνεία των ασαφών κανόνων και της ασαφούς συλλογιστικής γενικότερα. Επίσης, μπορούν να παίξουν ένα σημαντικό ρόλο σε θέματα πολυκριτηριακής ανάλυσης.

Πίνακας Ι.2  Χαρακτηριστικές R - συνεπαγωγές και κατάταξή τους
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I.5 λεκτικεσ μεταβλητές και λεκτικοι τροποποιητεσ

Η λεκτική μεταβλητή (linguistic variable) σε πιο ελεύθερη απόδοση έχει ως τιμές λέξεις οι οποίες αντιστοιχούν σε ασαφή σύνολα. Για παράδειγμα η ικανοποίηση ενός κριτηρίου είναι μία λεκτική μεταβλητή και δέχεται ως τιμές τις λέξεις: εξαιρετικά θετική, θετική, μετρία, μετρίως αρνητική, εξαιρετικά αρνητική. Σε κάθε λέξη αντιστοιχεί ένα ασαφές σύνολο, συνεπώς κάθε λέξη μπορεί να ερμηνευθεί με αριθμητικές τιμές. Ο ορισμός είναι ο ακόλουθος:

Ορισμός: Μία λεκτική μεταβλητή αποτελείται από το πεντάπτυχο 
[image: image39.wmf](
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, όπου x το όνομα της μεταβλητής, 
[image: image40.wmf]T(x)

 το σύνολο των λεκτικών όρων της γλωσσικής μεταβλητής, U το γενικό σύνολο, G ο συντακτικός κανόνας (για τους γλωσσικούς όρους) ο οποίος αντιστοιχεί για κάθε λεκτικό όρο 
[image: image41.wmf]tT
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 ένα ασαφές υποσύνολο Μ(t) στο Χ (που υποδηλώνει την αντιστοίχιση του γλωσσικού όρου με  τo ασαφές σύνολο).
Ένας λεκτικός τροποποιητής, για παράδειγμα «οι περισσότεροι ειδικοί είναι πεισμένοι», μπορεί γενικά να γραφεί ως:


[image: image42.wmf]Qys

¢

 είναι F,                 
  (Ι.68)

όπου Q ο γλωσσικός τροποποιητής (π.χ. περισσότεροι), 
[image: image43.wmf]{
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 το σύνολο των αντικειμενικών (π.χ. στόχων) και F η ιδιότητα (π.χ. πεισμένοι).

Για παράδειγμα ο λεκτικός τροποποιητής «περισσότεροι» έχει συνάρτηση συμμετοχής: 
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I.6 Γενικευμένοι κανόνες του θέτειν και αναιρείν (Modus Ponens and Modus Tollens)

Οι βασικοί κανόνες της κλασσικής λογικής του “θέτειν” και “αναιρείν” (Tζαφέστας, 2002) ισχύουν και στην ασαφή λογική σε διευρυμένη μορφή. Κατ΄επέκταση ισχύουν οι παρακάτω τρεις λογικοί κανόνες:

Generalized Modus Ponens: Για δεδομένο ασαφές σύνολο Α’ στο Χ (το οποίο αναπαριστά την πρόταση x είναι Α’) και την ασαφή σχέση Α(Β στο Χ ( Y (η οποία αναπαριστά την πρόταση «ΑΝ x είναι Α, ΤΟΤΕ y είναι Β») τότε προκύπτει ασαφές σύνολο Β’ στο Υ (το οποίο αναπαριστά το συμπέρασμα y είναι Β’) ως κάτωθι:
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  (Ι.70)

Generalized Modus: Για δεδομένο ασαφές σύνολο Β’ στο Υ (το οποίο αναπαριστά την πρόταση y είναι B’) και την ασαφή σχέση Α(Β στο Χ ( Y (η οποία αναπαριστά την πρόταση «ΑΝ x είναι Α, ΤΟΤΕ y είναι Β») τότε προκύπτει ασαφές σύνολο A’ στο X  (το οποίο αναπαριστά το συμπέρασμα x είναι A’)  ως κάτωθι:
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Generalized Hypothetical Syllogism: Με δεδομένη την ασαφή σχέση Α( Β στο Χ ( Y (η οποία αναπαριστά την πρόταση «ΑΝ x είναι Α, ΤΟΤΕ y  είναι Β») και την ασαφή σχέση Β’( C στο Υ ( Ζ (η οποία αναπαριστά την πρόταση ΑΝ y είναι B’, ΤΟΤΕ z  είναι C’»), τότε προκύπτει  ασαφής σχέση Α’( C στο  Χ ( Ζ (η οποία αναπαριστά το συμπέρασμα «ΑΝ x είναι Α, ΤΟΤΕ y  είναι Β’») ως κάτωθι:
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Είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί μία σειρά από ασαφείς τομές και συνεπαγωγές παράγοντας μία ποικιλία αποτελεσμάτων (Xin and Yang, 1997).

Στις παραπάνω αρχές στηρίζεται όλο το εποικοδόμημα της ασαφούς συλλογιστικής και των συστημάτων στήριξης αποφάσεων με τη βοήθεια ασαφών κανόνων που έχουν εφαρμοσθεί σε πλειάδα εφαρμογών (Κινγκ, 2004). 

Σχήμα Ι.6: Η ικανοποίηση του κριτηρίου ως λεκτική μεταβλητή
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