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Ασαφής λογική και θεωρία των ασαφών συνόλων
2.1  Εισαγωγή

Η έννοια του ασαφούς συνόλου πρωτοεισήχθηκε από τον Zadeh, 1965 για την έκφραση και χειρισμό των περιπτώσεων όπου τα δεδομένα είναι όχι καλώς ορισμένα αλλά ασαφή και αποτέλεσε την ωρίμανση προγενέστερων επιστημονικών αναζητήσεων όπως της πλειότιμης λογικής του Lukasiewicz. Τα ασαφή σύνολα έχουν ευρεία εφαρμογή στην προσπάθεια για αριθμητική αξιοποίηση της ποιοτικής πληροφορίας, στην περιγραφή αριθμητικών δεδομένων που εμπεριέχουν αβεβαιότητα και για να εκφραστεί τυχόν αβεβαιότητα στην προτίμηση  στην πολυκριτηριακή ανάλυση.  

Η ασαφής λογική χρησιμοποιεί ως κύριο εργαλείο τα ασαφή σύνολα. Περαιτέρω, δεν υπάρχει ένας ακριβής ορισμός της ασαφούς λογικής. Όπως τα ασαφή σύνολα είναι η γενίκευση των κλασσικών συνόλων, ομοίως η ασαφής λογική είναι μία γενίκευση της δίτιμης λογικής,  επιτρέποντας τις τιμές αληθείας να ανήκουν στο κλειστό διάστημα  [0, 1].  Συμπερασματικά, η ασαφής λογική είναι μία επέκταση της δίτιμης λογικής  (ή κλασσικής ή συμβατικής) ενσωματώνοντας την έννοια των ασαφών συνόλων και ασαφών σχέσεων στο οικοδόμημα της απειρότιμης λογικής. 

Η ασαφής λογική έχει γενικότερο πεδίο αντίληψης των πραγμάτων από την κλασσική λογική που δέχεται μόνο το αληθές ή το ψευδές, εφόσον αποδέχεται και τις ενδιάμεσες καταστάσεις. 

2.2  Βασικοί ορισμοί των ασαφών συνόλων

Ορισμός 2.2.1: Έστω Χ  ένα γενικό σύνολο. Ονομάζεται ασαφές υποσύνολο του Χ ή ασαφές σύνολο (fuzzy set) κάθε απεικόνιση που χαρακτηρίζεται από τα στοιχεία μίας περιοχής διαστήματος ή γενικού συνόλου Χ στο διάστημα [0, 1], δηλ. 
[image: image147.bmp]
Όπου X το γενικό σύνολο, δηλαδή ένα ευρύτερο σύνολο αναφοράς, που περιλαμβάνει το σύνολο όλων των στοιχείων.  


Κάθε ασαφές σύνολο Α στο Χ μπορεί να παρασταθεί από το διατεταγμένο ζεύγος 
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όπου μΑ(x) η συνάρτηση συμμετοχής (ή χαρακτηριστική συνάρτηση) που καταδεικνύει σε ποιο βαθμό ένα στοιχείο του γενικού συνόλου Χ ανήκει στο ασαφές σύνολο Α. 

Η συνάρτηση συμμετοχής έχει τις τιμές μηδέν για την περίπτωση όπου το στοιχείο δεν ανήκει στο ασαφές σύνολο Α και μονάδα για την περίπτωση όπου το στοιχείο ανήκει πλήρως στο ασαφές σύνολο Α. Για τις ενδιάμεσες τιμές της συνάρτησης συμμετοχής, το στοιχείο ανήκει σε κάποιο βαθμό στο ασαφές σύνολο. 

Για τα συμβατικά σύνολα μπορεί να αντιστοιχηθεί μία συνάρτηση συμμετοχής που δέχεται μόνο τις τιμές μηδέν και μονάδα. Συνεπώς, ένα συμβατικό σύνολο Α έχει την παρακάτω συνάρτηση συμμετοχής:
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Είναι προφανές ότι τα συμβατικά σύνολα μπορούν να κατανοηθούν ως μία ειδική περίπτωση των ασαφών συνόλων.  

Στην πράξη, κάθε συνάρτηση που ικανοποιεί τον ορισμό των ασαφών συνόλων, δηλαδή με πεδίο τιμών το κλειστό διάστημα [0, 1] είναι μία συνάρτηση συμμετοχής. Η επιλογή της συνάρτησης συμμετοχής είναι μία διαδικασία που προφανώς εξαρτάται από την έννοια του ασαφούς συνόλου αλλά και από το περιβάλλον στο οποίο θα χρησιμοποιηθεί. Η συνάρτηση συμμετοχής μπορεί  να έχει διάφορες μορφές και χαρακτηριστικές ιδιότητες. Κατά πόσο μία μορφή είναι κατάλληλη για τη συνάρτηση συμμετοχής μπορεί να προσδιορισθεί από την εφαρμογή. Στη γενική περίπτωση ωστόσο, οι έννοιες που εμπεριέχονται από τα ασαφή σύνολα δεν παρουσιάζουν σημαντική ευαισθησία στο σχήμα της συνάρτησης και συχνά υιοθετούνται απλές συναρτήσεις συμμετοχής (Pedrycz and Gomide, 1998). Χαρακτηριστικές περιπτώσεις ασαφών συνόλων είναι οι περιπτώσεις των ασαφών αριθμών και των ημιάπειρων αριθμών.

Για παράδειγμα, το σύνολο των νέων ανθρώπων μπορεί με περισσότερη επιτυχία να προσομοιωθεί από ένα ασαφές σύνολο, παρά με ένα συμβατικό σύνολο, το οποίο αποδέχεται ηλικίες στις οποίες η νεότητα ισχύει σε κάποιο βαθμό (Σχ.2.2).

Περαιτέρω ορίζονται οι παρακάτω βασικές ιδιότητες για τα ασαφή σύνολα με τη βοήθεια της συνάρτησης συμμετοχής.

Ορισμός 2.2.2: Ένα ασαφές σύνολο Α ονομάζεται κανονικό (normal) αν υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο x0 του γενικού συνόλου για το οποίο ισχύει 
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Ορισμός 2.2.3:  Αν το μέγιστο (high) ενός ασαφούς συνόλου είναι μικρότερο της μονάδας τότε είναι μη κανονικό.
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Σχ.2.2 Κλασσική (α) και ασαφής προσέγγιση (β) για το σύνολο των νέων ανθρώπων
Ορισμός 2.2.4: Το σύνολο υποστήριξης (support set) ενός ασαφούς συνόλου είναι το κλασσικό σύνολο που περιέχει τα στοιχεία εκείνα του γενικού συνόλου για τα οποία η συνάρτηση συμμετοχής  του ασαφούς συνόλου Α έχει μη μηδενικές τιμές (Σχ.2.3).
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Το σύνολο υποστήριξης ταυτίζεται με την 0- ισχυρή τομή (βλέπε ενότητα α – τομής)                                             
Ορισμός 2.2.5 : Ένα ασαφές σύνολο ονομάζεται κυρτό ή συνεκτικό (convex) αν και μόνο αν   ισχύει (Σχ.2.4):
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 (2.4)

Η παραπάνω συνθήκη εξασφαλίζει ότι το σύνολο των σημείων μεταξύ x1 και x2 έχουν συναρτήσεις συμμετοχής μεγαλύτερες από την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης συμμετοχής για τα σημεία x1 και x2.
Ορισμός 2.2.6: Αν p θετικός αριθμός και Α ένα ασαφές σύνολο με συνάρτηση συμμετοχής μΑ(x)  τότε η δύναμης p του ασαφές συνόλου Α ορίζεται:


[image: image8.wmf]{

}

{

}

p

A

p

A

P

))

x

(

(

,

x

(

)

x

(

,

x

(

A

m

=

m

=


 (2.5)
Ορισμός 2.2.7: Μέτρο του ασαφούς συνόλου καλείται η παρακάτω αριθμητική ποσότητα για διακριτό ασαφές σύνολο Α:
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Ορισμός 2.2.8: Μέγιστο ύψος ενός ασαφούς συνόλου Α είναι το παρακάτω κλασσικό σύνολο (Σχ.2.3):
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 (2.7)                

2.3  α – τομές 

Κάθε ασαφές σύνολο μπορεί να θεωρηθεί σαν μία οικογένεια από συμβατικά σύνολα τα οποία παράγονται  από το ασαφές σύνολο  με τη διαδικασία της α-τομής. Η α- τομή (α -cut) χαρακτηρίζεται από έναν αριθμό α που δεν υπερβαίνει ποτέ τη μονάδα και ποτέ δεν είναι μικρότερος του μηδενός, περιορισμοί που απορρέουν από το πεδίο τιμών της συνάρτησης συμμετοχής των ασαφών συνόλων. Μια  α - τομή είναι ένα συμβατικό  σύνολο που περιέχει εκείνα τα στοιχεία του γενικού συνόλου Χ για τα οποία  η συνάρτηση συμμετοχής  έχει τιμές: 
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Από τον παραπάνω ορισμό απορρέουν διάφορες ιδιότητες των α – τομών. Παρατίθενται μερικές αντιπροσωπευτικές ιδιότητες των α- τομών (Klir and Yuan, 1995):

Έστω 
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(ii) 
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(iii) 
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(iv) 
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 (2.13)
Η έννοια της α-τομής κατέχει σημαντική θέση στο οικοδόμημα της ασαφούς λογικής και παίζει σπουδαίο ρόλο σε διάφορες θεωρήσεις, θεωρήματα, ορισμούς, και εφαρμογές. Μέσω των α-τομών είναι δυνατή η σύνδεση μεταξύ ασαφών και των συμβατικών συνόλων. 

Το θεώρημα της σύνθεσης καταδεικνύει τον παραπάνω ισχυρισμό. Σύμφωνα με το θεώρημα της σύνθεσης κάθε ασαφές σύνολο μπορεί να παρασταθεί μοναδικά είτε από μία οικογένεια α- ασθενών τομών, είτε από μία οικογένεια α- ισχυρών τομών. Ακολουθούν τα δύο θεωρήματα της σύνθεσης, το πρώτο για τις ασθενείς τομές και το δεύτερο για τις ισχυρές τομές:

1ος κανόνας σύνθεσης: 

Για κάθε 
[image: image19.wmf](

)

AX

Î

F



[image: image20.wmf]]

(0,1

AA

a

aÎ

=

U

  όπου  
[image: image21.wmf]AA

a

a

=a×

    
 (2.14)

2ος κανόνας σύνθεσης:
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 (2.15)
Θα ήταν λάθος να δοθεί η εντύπωση ότι το ασαφές σύνολο είναι μία απλή ακολουθία συμβατικών συνόλων εφόσον η έννοια της α - τομής εμπεριέχει από μόνη της την έννοια του βαθμού συμμετοχής (Karray and Silva, 2004).
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Σχ.2.3 Σύνολο υποστήριξης και ύψος ασαφούς συνόλου(α)  και (β) α- τομή ασαφούς συνόλου
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Σχ.2.4 Συνεκτικό (α) και μη συνεκτικό (β) ασαφές σύνολο
2.4  Ασαφείς αριθμοΙ

 Οι ασαφείς αριθμοί (fuzzy numbers) είναι μία πολύ σημαντική έννοια για την ασαφή συλλογιστική αλλά και τη χρησιμοποίηση της ασαφούς λογικής σε πρακτικές εφαρμογές. Ο αριθμός 2.99 είναι περίπου 3. Ο αριθμός 3.01 είναι περίπου 3. Επίσης, οι αριθμοί 2.97 ή 3.03 είναι περίπου 3 αλλά σε λιγότερο βαθμό από ότι οι αριθμοί 2.99 ή 3.01. Και σίγουρα για ένα πεπερασμένο και σχετικά μικρό δείγμα του άξονα των πραγματικών αριθμών (, οι αριθμοί 4 ή 6 μπορούν να θεωρηθούν αριθμοί που δεν έχουν καμία σχέση με το 3. Ένα συμπέρασμα που επιβεβαιώνεται από τη διαίσθηση είναι ότι οι ασαφείς αριθμοί αναλύονται σε ανιόντα και κατιόντα τμήματα για τη συνάρτηση συμμετοχής τους, και ένα τμήμα ή σημείο με βαθμό συμμετοχής ίσο με τη μονάδα.  Οι ασαφείς αριθμοί είναι ασαφή σύνολα με πεδίο ορισμού το σύνολο των πραγματικών αριθμών και κατάλληλη συνάρτηση συμμετοχής.

Οι ασαφείς αριθμοί στη γενική περίπτωση μπορούν να ορισθούν αξιωματικά με βάση τον παρακάτω ορισμό (Klir and Yuan, 1995):
Ορισμός 2.4.1: Ένα ασαφές σύνολο Α στο ( είναι ένας ασαφής αριθμός αν ικανοποιεί τουλάχιστον τις τρεις παρακάτω ιδιότητες:

1. Α είναι κανονικό σύνολο

2. αΑ είναι ένα κλειστό σύνολο για κάθε 
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3. Το σύνολο υποστήριξης είναι πεπερασμένο (Klir and Yuan, 1995)

Με βάση τον παραπάνω ορισμό είναι εφικτό να αντληθούν συμπεράσματα για την μορφή της συνάρτησης συμμετοχής για έναν ασαφή αριθμό όπως καταδεικνύει το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 2.4.2: Έστω Α ασαφές σύνολο, 
[image: image27.wmf]()
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. Τότε Α είναι ένας ασαφής αριθμός αν κα μόνο αν υπάρχει ένα κλειστό διάστημα [α, β]( (, τέτοιο ώστε (Σχ.2.5.α):
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όπου l είναι μία συνάρτηση μονοτόνως αύξουσα από το 
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 στο [0, 1), συνεχής από τα δεξιά της και ισχύει  
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. Η συνάρτηση r είναι μονοτόνως φθίνουσα, συνεχής από τα αριστερά της και ισχύει 
[image: image31.wmf](
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Περαιτέρω, αναπτύσσονται μερικές συνήθεις χαρακτηριστικές περιπτώσεις ασαφών αριθμών που έχουν τύχει ευρείας εφαρμογής.
Ορισμός 2.4.3: Ο ασαφής αριθμός 
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)

T

a

a

a

=

A

3

2

1

,

,

 με 
[image: image33.wmf]3

2

1

a

£

a

£

a

 είναι ένας τριγωνικός ασαφής αριθμός όταν έχει την παρακάτω συνάρτηση συμμετοχής (2.5.β):
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 (2.17)
Το υποστηρίζον διάστημα του τριγωνικού ασαφούς αριθμού  είναι το διάστημα 
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Ορισμός 2.4.4: Ο ασαφής συμμετρικός τριγωνικός αριθμός (ΑΣΤΑ) είναι ένας ασαφής τριγωνικός αριθμός 
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, όπου ισχύει:

α2-α1=α3-α2 .       
(2.18)

Ως ημιπλάτος ή ακτίνα του συμμετρικού τριγωνικού αριθμού, ονομάζεται η απόσταση c = α2 - α1=α3 - α2  (πολλές φορές το πλάτος συμβολίζεται με  w και το κέντρο με α2 = r).

Η συνάρτηση συμμετοχής για τους συμμετρικούς τριγωνικούς ασαφείς αριθμούς μπορεί να γραφεί ισοδύναμα (2.6):
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Ο παραπάνω ΑΣΤΑ συμβολίζεται και ως 
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Σχ.2.5 Περιπτώσεις ασαφών αριθμών

Ορισμός 2.4.4: Ο ασαφής αριθμός 
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 είναι ένας τραπεζοειδής ασαφής αριθμός αν η συνάρτηση συμμετοχής μπορεί να γραφεί στη μορφή (Σχ.2.5.γ):
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Το σύνολο υποστήριξης του τραπεζοειδούς ασαφούς αριθμού 
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. Oι ασαφείς τραπεζοειδείς αριθμοί απλοποιούνται σε ασαφείς τριγωνικούς όταν α3 = α2.
Γενίκευση των ασαφών τραπεζοειδών αριθμών είναι τα L - R (left - right) διαστήματα. Στην περίπτωση αυτή οι γραμμικοί κλάδοι για τη συνάρτηση συμμετοχής που χρησιμοποιούνται στον ορισμό των ασαφών τραπεζοειδών αριθμών αντικαθιστώνται με μονότονες συναρτήσεις.

Ορισμός 2.4.5: Ένα ασαφές διάστημα είναι L - R  - μορφής αν υπάρχουν  L – R συναρτήσεις και 
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Όπου L, R προτείνονται συνεχείς και μη αύξουσες συναρτήσεις με τις παρακάτω επιπλέον ιδιότητες:
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Για α3 = α2  προκύπτουν οι L –R ασαφείς αριθμοί:
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Μια αιτία για την επιλογή των L-R ασαφών αριθμών είναι ότι διατηρώντας τις βασικές ιδιότητες των ασαφών τριγωνικών αριθμών μπορούν να εκφράσουν  επιπρόσθετες πληροφορίες, για παράδειγμα είναι εφικτό να ικανοποιηθεί ο περιορισμός της παραγωγισιμότητας για τη χαρακτηριστική συνάρτηση.
Παράδειγμα 2.4.1: Ο κλασσικός αριθμός, έστω 
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 μπορεί να αποδοθεί με την παρακάτω χαρακτηριστική συνάρτηση:
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Παράδειγμα 2.4.2: Οι ασαφείς τριγωνικοί αριθμοί είναι L – R ασαφείς αριθμοί με την εξής συνάρτηση συμμετοχής:
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με τις εξής L, R συναρτήσεις:
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Παράδειγμα 2.4.3: Για την περίπτωση των ασαφών συμμετρικά L αριθμών ισχύει:
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Για την περίπτωση των ασαφών L-  αριθμών η συνάρτηση συμμετοχής είναι:
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όπου:

L(α)=L(-α)
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και L(α) αυστηρώς φθίνουσα συνάρτηση για μη αρνητικές τιμές
Για την περίπτωση των ασαφών συμμετρικά αριθμών η συνάρτηση συμμετοχής είναι:
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όπου 
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Παράδειγμα 4: Μπορούν να χρησιμοποιηθούν περισσότερο σύνθετες συναρτήσεις για τους L- R  ασαφείς αριθμούς π.χ. 
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(Zimmermann, 1996)

Παράδειγμα 2.4.5: Το αριστερό και το δεξί άκρο της α- τομής για τους L – R ασαφείς αριθμούς μπορούν να προσδιορισθούν αναλυτικά. Έστω η α- τομή για α = ε .Τότε η ε – τομή για ένα L- R ασαφή αριθμό προσδιορίζεται από την εξίσωση:
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για το αριστερό τμήμα και για το δεξί τμήμα του ασαφούς αριθμού αντίστοιχα.

Διακρίνοντας περιπτώσεις για το σχήμα της συνάρτησης προκύπτει υπολογίζοντας το σημείο της ισότητας προκύπτει:
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ε- cut = 
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Παράδειγμα 2.4.6: Όμοια για ένα ασαφές L –R διάστημα, η αντίστοιχη ε – τομή είναι:

ε- cut = 
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Παράδειγμα 2.4.7: Για την περίπτωση των ασαφών τραπεζοειδών αριθμών και των ασαφών τριγωνικών αριθμών με βάση την παραπάνω σχέση προκύπτει η ε – τομή αντίστοιχα:
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2.5  ιδιοτητεσ ασαφων συνολων και ασαφουσ λογικησ

Στη γενική περίπτωση το ασαφές σύνολο είναι μία απεικόνιση από το γενικό σύνολο Χ στο κλειστό [0,1], το οποίο αποδέχεται τις γκρίζες περιοχές αλήθειας μεταξύ (0,1). Για την μαθηματική έκφραση του, βασική επινόηση ήταν η συνάρτηση συμμετοχής που δέχεται τιμές στο [0,1]. Βασικές ιδιότητες των ασαφών συνόλων, όπως η α-τομή, η συνεκτικότητα, η κανονικότητα ορίζονται με τη συνάρτηση συμμετοχής. Μία σημαντική διαφορά με τη θεωρία πιθανοτήτων βρίσκεται στο γεγονός ότι η συνάρτηση συμμετοχής των ασαφών συνόλων έχει μέγιστη επιτρεπτή τιμή τη μονάδα και όχι συνολικό εμβαδόν τη μονάδα όπως η κατανομή πιθανότητας.

Βασική επινόηση των ασαφών συνόλων είναι η α-τομή που δίνει τη δυνατότητα να συνδεθεί η έννοια του κλασικού συνόλου με το ασαφές σύνολο.

Υποπερίπτωση των ασαφών συνόλων είναι οι ασαφείς αριθμοί, που στη γενικότητά τους, μπορούν να ορισθούν αξιωματικά. Με βάση τη συνάρτηση συμμετοχής μπορούν να ορισθούν μερικές βασικές περιπτώσεις, όπως οι τριγωνικοί και οι τραπεζοειδής αριθμοί, γενίκευση των οποίων αποτελούν οι L-R αριθμοί και διαστήματα αντίστοιχα. Για τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά των ασαφών συνόλων υπάρχει λεπτομερή αναφορά στο παράρτημα Ι.

Οι βασικές πράξεις των ασαφών συνόλων, το συμπλήρωμα, η ένωση και η τομή εφαρμόζονται στην ασαφή λογική και σύνολο με ένα γενικότερο τρόπο. Το κλασικό συμπλήρωμα, ένωση και τομή της κλασικής λογικής μπορούν, με αναλυτικό τρόπο, να εκφρασθούν και στην ασαφή λογική με τη βοήθεια της συνάρτησης συμμετοχής. Δεν είναι όμως οι μοναδικές ερμηνείες των παραπάνω πράξεων.

Στη γενική περίπτωση, οι παραπάνω πράξεις ορίζονται αξιωματικά. Για κάθε πράξη μπορεί να ορισθούν διάφορες οικογένειες ασαφών συμπληρωμάτων, ενώσεων ή τομών που να ικανοποιούν τον αξιωματικό σκελετό των παραπάνω πράξεων.

Ως συνέπεια της ασαφούς θεώρησης, υπάρχουν νόμοι της κλασικής λογικής που ισχύουν και στα ασαφή σύνολα, ενώ κάποιοι δεν ισχύουν ή ισχύουν υπό προϋποθέσεις. Για παράδειγμα ο νόμος του De Morgan ισχύει για κατάλληλες τριάδες ασαφών τομών, ενώσεων και συμπληρώματος. Επίσης, στη γενική περίπτωση δεν ισχύει η αρχή του αποκλειόμενου τρίτου και της αντίφασης, εκτός από την περίπτωση των Αρχιμήδειων τομών με μηδενικούς διαιρέτες. Μία επίσης σημαντική διαφορά με τη θεωρία πιθανοτήτων βρίσκεται στο γεγονός της μη ισχύος στα ασαφή σύνολα, των αρχών του αποκλειόμενου τρίτου και της αντίφασης σε αντίθεση με τη θεωρία πιθανοτήτων. Για μία πληρέστερη παρουσίαση θα πρέπει να γίνει αναδρομή στη θεωρία των δυνατοτήτων (Klir and Υuan, 1995).

Οι ασαφείς σχέσεις είναι ασαφή υποσύνολα καρτεσιανών γινομένων. Χαρακτηριστική περίπτωση των ασαφών σχέσεων είναι οι δυαδικές σχέσεις που χρησιμοποιούνται στις διμερές συγκρίσεις. Για τη σύνθεση των ασαφών σχέσεων χρησιμοποιείται η man - min σύνθεση που παίζει κορυφαίο ρόλο στην ασαφή συλλογιστική.

Οι ασαφείς τελεστές είναι πιο γενικοί τελεστές, από τους τελεστές της ασαφούς ένωσης και τομής. Βασική περίπτωση των ασαφών τελεστών εκτός της ένωσης και της τομής, είναι οι τελεστές αντισταθμίσματος που βρίσκονται μεταξύ της ασαφούς ένωσης και τομής.

Η αρχή της ασαφούς επέκτασης δίνει τη δυνατότητα για επέκταση της κλασικής αριθμητικής και γενικότερα των κλασικών συναρτήσεων στα ασαφή σύνολα. Με αυτόν τον τρόπο μπορούν να ορισθούν οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών.

Για την ασαφή συνεπαγωγή μεταξύ δύο ασαφών συνόλων μπορούν να ορισθούν τέσσερις χαρακτηριστικές οικογένειες, που μπορούν, στη γενική τους περίπτωση, να ορισθούν ως συνάρτηση των ασαφών τομών, ενώσεων και του συμπληρώματος. Η R- συνεπαγωγή εκφράζει την έννοια του περικλυσμού ενός ασαφούς συνόλου από ένα άλλο.

Στην ασαφή συλλογιστική θεμελιώνεται στους κανόνες του θέττειν και αναιρείν οι οποίοι εκφράζονται στην ασαφή συλλογιστική με τη βοήθεια της συνάρτησης συμμετοχής και της max-min σύνθεσης.

Η απο-ασαφοποίηση προσδιορίζει ένα σημείο του ασαφούς συνόλου ως το πλέον χαρακτηριστικό του. Προφανώς, σε αυτήν τη διαδικασία χάνεται σημαντική πληροφορία . Η αντίστροφη διαδικασία είναι  η ασαφοποίηση.

Η σύγκριση των ασαφών αριθμών επιτυγχάνεται είτε με την χρήση των α-τομών, που είναι πιο κοντά στη κλασσική θεώρηση, είτε με τα μέτρα δυνατότητας και αναγκαιότητας που μπορούν να περιγράψουν πιο σύνθετες καταστάσεις.

Στα ασαφή σύνολα, είτε αυτά είναι συνεχή, είτε διακριτά ορίζεται η απόσταση των ασαφών συνόλων. Για τους ασαφείς αριθμούς μπορεί να ορισθεί η απόσταση των ασαφών αριθμών με βάση ή χαρακτηριστικά σημεία. Ένας τρόπος προσδιορισμού της ομοιότητας μεταξύ των ασαφών συνόλων πηγάζει από την απόσταση των ασαφών αριθμών. 
Αρχή του αποκλειόμενου μέσου και της αντίφασης

Μία βασική αρχή των κλασικών συνόλων αλλά και της κλασικής λογικής γενικότερα, είναι ο νόμος της αντίφασης:
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και του αποκλειόμενου τρίτου:
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όπου Χ το γενικό σύνολο.

Οι παραπάνω σχέσεις δεν ισχύουν για κάθε ασαφή ένωση και τομή στα ασαφή σύνολα ακόμη και αν χρησιμοποιηθούν η  κλασσική ένωση και τομή (Σχ. Ι.4). 

Παράδειγμα: Για την  ένωση και τομή:
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για 
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Θα πρέπει ωστόσο να σημειωθεί, ότι για την περίπτωση που η συνάρτηση συμμετοχής έχει τιμές 0, ή 1 (μη ασαφής περιοχή), τότε οι δύο παραπάνω νόμοι ισχύουν. Η μη ισχύς τους κείται στην περιοχή όπου η συνάρτηση συμμετοχής έχει τιμές (0, 1), δηλαδή στην ασαφή περιοχή.

Ωστόσο για την περίπτωση των Αρχιμήδειων ενώσεων και τομών με μηδενικούς διαιρέτες (ειδική κατηγορία ασαφών τομών) τα ασαφή σύνολα ικανοποιούν τους παραπάνω λογικούς νόμους.

Παράδειγμα:

Έστω η ασαφής τομή:
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, η οποία  ικανοποιεί το νόμο της αντίφασης και του αποκλειόμενου τρίτου.
Πράγματι: 
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Η παραπάνω ιδιότητα είναι πολύ σημαντική για τη σύνθεση του μοντέλου ισχυρής προτίμησης στην πολυκριτηριακή ανάλυση.
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Σχ Ι.4. Ασαφές σύνολο και το κλασσικό του συμπλήρωμα (α) και η μη ισχύς του νόμου της αντίφασης και του αποκλειόμενου τρίτου γι΄ αυτή την περίπτωση με τη χρήση της κλασσικής ένωσης και τομής (β).

Χαρακτηριστικές ιδιότητες των κλασικών συνόλων που ισχύουν και στα ασαφή σύνολα.

Από τον αξιωματικό σκελετό της ασαφούς ένωσης και της τομής προκύπτει η ικανοποίηση διαφόρων ιδιοτήτων των κλασικών συνόλων. Έστω Α, Β ασαφή σύνολα και X το γενικό τους σύνολο. Με βάση τις οριακές συνθήκες της ασαφούς ένωσης και της τομής ισχύει για τα ασαφή σύνολα:
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Με βάση την κοινή ιδιότητα της συμμετρίας ισχύει:
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Επίσης, με βάση τον αξιωματικό σκελετό ισχύει:


[image: image80.wmf](

)

(

)

BCBC

AÇÇ=AÇÇ

%%

%%%%



[image: image81.wmf](

)

(

)

BCBC

AÈÈ=AÈÈ

%%

%%%%

.

2.6  Η αρχη της ασαφους επέκτασης

Η επέκταση του κανόνα είναι μία πολύ σημαντική αρχή της ασαφούς λογικής και αποτελεί την γέφυρα για την επέκταση των λειτουργιών των πραγματικών αριθμών στους ασαφείς αριθμούς. Οπότε η χρήση συναρτήσεων μιάς ή περισσοτέρων μεταβλητών, οι πράξεις των ασαφών αριθμών καθώς και η έννοια του ασαφούς MIN και ΜΑΧ επιτυγχάνονται δια μέσου της αρχής της επέκτασης του κανόνα.

Η επέκταση του κανόνα για μία κλασσική απεικόνιση αλλά με πεδίο ορισμού ένα ασαφές σύνολο, επιτυγχάνεται με βάση το παρακάτω θεώρημα που ονομάζεται και επέκταση του κανόνα:

Θεώρημα 2.10.1 (Η επέκταση του κανόνα σε συνάρτηση μιας μεταβλητής): Έστω  δύο γενικά σύνολα X και Y.  Έστω η συνάρτηση:
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Έστω μΑ(x)  η συνάρτηση συμμετοχής του ασαφούς συνόλου Α, τότε η εικόνα του Α στο Υ  θα είναι το ασαφές σύνολο Β με την ακόλουθη συνάρτηση συμμετοχής (π.χ Bardossy and Duckstein  1995):
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Η επέκταση κανόνα στο διάστημα του καρτεσιανού γινομένου με βάση μία κλασσική απεικόνιση, δηλαδή για συναρτήσεις πολλαπλών μεταβλητών επιτυγχάνεται με βάση το παρακάτω θεώρημα που είναι γενικότερο του προηγουμένου.

Θεώρημα 2.10.2 (Η επέκταση του κανόνα σε συναρτήσεις πολλαπλών μεταβλητών): Έστω το καρτεσιανό γινόμενο Χ των γενικών συνόλων Χ = 
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. Έστω Y γενικό σύνολο και  η απεικόνιση:
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Η λειτουργία της   f    επεκτείνεται για το καρτεσιανό γινόμενο  των ασαφών  υποσύνολων  Α1, Α2,...Αn,  που είναι υποσύνολα των γενικών συνόλων X1, ...Χn  στο Υ. Η εικόνα του καρτεσιανού γινομένου 
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 στο Υ  θα είναι το ασαφές σύνολο Β με την ακόλουθη συνάρτηση συμμετοχής (π.χ. Ζimmermann, 1991): 
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  (Ι.49)

Σε όσα αναφέρθησαν προηγουμένως η συνάρτηση f ήταν μία κλασσική απεικόνιση. Συνεπώς για την περίπτωση όπου η είσοδος είναι ένα κλασσικό σύνολο, η έξοδος θα είναι επίσης κλασσικό σύνολο. Για μία κλασσική απεικόνιση αν η είσοδος είναι ένα ή περισσότερα ασαφή σύνολα η έξοδος θα είναι ένα ασαφές σύνολο.

Στη γενικότερη περίπτωση αντί της κλασσικής συνάρτησης f  υπάρχει μία ασαφής απεικόνιση S, η οποία με άλλα λόγια είναι μία ασαφής σχέση. Σε αυτή την περίπτωση ακόμη και αν η είσοδος η μεταβλητή είναι ένας κλασσικός αριθμός το εξαγόμενο θα είναι ένας ασαφής αριθμός (π.χ. Ross, 1995).  

Η γενίκευση της επέκτασης του κανόνα για την περίπτωση μιας ασαφούς απεικόνισης επιτυγχάνεται από την max – min σύνθεση (π.χ. Ross, 1995). Για παράδειγμα όταν εισάγεται ως μεταβλητή ένα ασαφές σύνολο  Α, η γενίκευση της επέκτασης του κανόνα για την ασαφή σχέση S δίνει (Εξ.2.61): 
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Η επέκταση του κανόνα  μπορεί να επεκταθεί ώστε αντί της min τομής να χρησιμοποιηθεί άλλη ασαφής τομή.

Οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών ορίζονται με τη βοήθεια της επέκτασης του κανόνα. Στο επόμενο εδάφιο γίνεται αναφορά στις πράξεις των ασαφών αριθμών σύμφωνα με τη δημοσίευση των Dubois and Prade, 1980.

2.7  Αριθμητικές πράξεις ασαφών αριθμών 

Ορισμός πράξεων ασαφών αριθμών με βάση το θεώρημα της επέκτασης του κανόνα

Έστω Α, Β ασαφείς αριθμοί με συνεχή συνάρτηση συμμετοχής ο καθένας, από το 
[image: image89.wmf][
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. Έστω οι βασικές αριθμητικές πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, της διαίρεσης και του πολλαπλασιασμού. Οι Dubois and Prade, 1980 απέδειξαν ότι οποιαδήποτε από τις αναφερόμενες πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών Α, Β παράγει έναν ασαφή αριθμό από το 
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Με βάση την επέκταση του κανόνα παρατίθενται οι χαρακτηριστικότεροι ορισμοί των πράξεων μεταξύ ασαφών αριθμών.

Πρόσθεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Αφαίρεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Πολλαπλασιασμός  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Διαίρεση  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών μπορούν να επεκταθούν χρησιμοποιώντας αντί της min τομής οποιαδήποτε άλλη τομή:
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Στην επόμενη ενότητα ακολουθεί η ανάπτυξη των πράξεων των ασαφών αριθμών για ειδικές περιπτώσεις όπως αναπτύχθηκαν από τους Dubois and Prade, 1980 με βάση την επέκταση του κανόνα.

Πράξεις στους L-R ασαφείς αριθμούς 

Είναι προφανές ότι δεν είναι υπολογιστικά απλό να ακολουθείται ο ορισμός για τις πράξεις μεταξύ ασαφών αριθμών. Για ειδικές περιπτώσεις ασαφών αριθμών, όπως οι L- R ασαφείς αριθμοί, έχουν προταθεί διάφορες σχέσεις που πολλές φορές είναι προσεγγιστικές. Παρατίθενται παρακάτω οι πιο κλασσικές εξισώσεις, που έχουν προταθεί για τους L –R ασαφείς αριθμούς από τους Dubois and Prade, 1980.

Έστω Α,Β LR ασαφείς αριθμοί  όπου m η κεντρική τιμή και α, β το αριστερό και το δεξί ημιπλάτος του LR ασαφούς αριθμού Α. Όμοια για τον ασαφή αριθμό Β n, γ, δ. Τότε ορίζονται οι παρακάτω πράξεις των ασαφών αριθμών:

Πρόσθεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:
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Αφαίρεση  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:
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Πολλαπλασιασμός μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:

         Διακρίνω περιπτώσεις:

1. m, n ( 0, τότε
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2.          m, n < 0, τότε
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3.  m<0 , n ( 0, τότε
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Πολλαπλασιασμός κλασσικού αριθμού λ με ασαφή αριθμό.

Διακρίνω περιπτώσεις:

1. Αν   λ ( 0, τότε
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2.  Αν   λ < 0, τότε
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Πράξεις ασαφών αριθμών με βοήθεια της «επέκτασης του κανόνα», του αντιπροσωπευτικού θεωρήματος της σύνθεσης και της αριθμητικής διαστημάτων  

Σε αυτή την ενότητα αναπτύσσεται μεθοδολογία για τις πράξεις ασαφών συνόλων με τη βοήθεια των α – τομών. Προϋπόθεση της μεθόδου είναι ότι όλοι οι ασαφείς αριθμοί που εμπλέκονται έχουν συνεχή συνάρτηση συμμετοχής. Κάθε ασαφής αριθμός μπορεί με ένα μοναδικό τρόπο να παρασταθεί με βάση τις α -  τομές. Εφόσον στους ασαφείς αριθμούς οι α- τομές είναι κλειστά διαστήματα μπορεί να αξιοποιηθεί η αριθμητική των διαστημάτων.

 Οι  τέσσερις Αριθμητικές πράξεις σε κλειστά διαστήματα ορίζονται ως παρακάτω:
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Έστω Α, Β ασαφείς αριθμοί υποσύνολα των γενικών συνόλων Χ.Υ και όπου * μία από τις τέσσερις βασικές πράξεις. Τότε μπορεί να ορισθεί ασαφές σύνολο Α*Β στο (,  από τον προσδιορισμό των α-τομών με βάση την επέκταση του κανόνα για τις ασαφείς τομές: 
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Οπότε από τον κανόνα της σύνθεσης ή αποφασιστικό κανόνα το ασαφές σύνολο για την πράξη * προσδιορίζεται ως κάτωθι:
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Εφόσον το κλασσικό σύνολο 
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 τότε Α*Β είναι επίσης ένας ασαφής αριθμός. 

Με βάση την παραπάνω σχέση προσδιορίζονται οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών. Επίσης πολλές φορές αντί της εξέτασης όλων των α – τομών εξετάζουμε εις βάρος της ακρίβειας για υπολογιστική απλότητα, τις πλέον χαρακτηριστικές (π.χ. για α = 0, α = 0.25, α = 0.5, α = 0.75, α = 1).

Πράξεις ασαφών αριθμών  βοηθεία της επέκτασης κανόνα και του αντιπροσωπευτικού θεωρήματος της σύνθεσης και της αριθμητικής διαστημάτων [5]. 

   Έστω Α, Β  ασαφείς αριθμοί υποσύνολα των γενικών συνόλων Χ.Υ και * συμβολίζει κάθε μία από τις τέσσερις βασικές πράξεις. Τότε μπορούμε να υπολογίσουμε το ασαφές σύνολο στο ( ,  Α*Β από τον προσδιορισμό των   α-τομών με βάση τη ιδιότητα  που πηγάζει από την επέκταση του κανόνα 
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 οπότε από τον κανόνα της σύνθεσης ή αποφασιστικό κανόνα:
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Εφώσον το κλασσικό σύνολο της α-τομής
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 και Α, Β ασαφείς αριθμοί  τότε Α*Β είναι επίσης ασαφής αριθμός . Ακολούθως έχει αποδειχθεί [5] ότι αν Α, Β συνεχείς αριθμοί τότε  και Α*Β θα είναι συνεχείς αριθμός. Με βάση την παραπάνω σχέση προσδιορίζουμε  τις πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών.

Εφαρμογή 2.5.4.2.1 Έστω οι ασαφείς αριθμοί Α,Β με τις παρακάτω συναρτήσεις συμμετοχής:
. 
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Οι α - τομές τους είναι: 
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Οπότε
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Το αποτέλεσμα θα είναι λύνοντας τις παραπάνω σχέσεις ως προς α
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  που όπως προκύπτει  από τις συναρτήσεις συμμετοχής είναι  συνεχείς ασαφείς αριθμοί. 
2.8  Αριθμητικές πράξεις ασαφών αριθμών 

Ορισμός πράξεων ασαφών αριθμών με βάση το θεώρημα της επέκτασης του κανόνα

Έστω Α, Β ασαφείς αριθμοί με συνεχή συνάρτηση συμμετοχής ο καθένας, από το 
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. Έστω οι βασικές αριθμητικές πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, της διαίρεσης και του πολλαπλασιασμού. Οι Dubois and Prade, 1980 απέδειξαν ότι οποιαδήποτε από τις αναφερόμενες πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών Α, Β παράγει έναν ασαφή αριθμό από το 
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Με βάση την επέκταση του κανόνα παρατίθενται οι χαρακτηριστικότεροι ορισμοί των πράξεων μεταξύ ασαφών αριθμών.

Πρόσθεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Αφαίρεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Πολλαπλασιασμός  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Διαίρεση  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β
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Οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών μπορούν να επεκταθούν χρησιμοποιώντας αντί της min τομής οποιαδήποτε άλλη τομή:
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Στην επόμενη ενότητα ακολουθεί η ανάπτυξη των πράξεων των ασαφών αριθμών για ειδικές περιπτώσεις όπως αναπτύχθηκαν από τους Dubois and Prade, 1980 με βάση την επέκταση του κανόνα.

Πράξεις στους L-R ασαφείς αριθμούς 

Είναι προφανές ότι δεν είναι υπολογιστικά απλό να ακολουθείται ο ορισμός για τις πράξεις μεταξύ ασαφών αριθμών. Για ειδικές περιπτώσεις ασαφών αριθμών, όπως οι L- R ασαφείς αριθμοί, έχουν προταθεί διάφορες σχέσεις που πολλές φορές είναι προσεγγιστικές. Παρατίθενται παρακάτω οι πιο κλασσικές εξισώσεις, που έχουν προταθεί για τους L –R ασαφείς αριθμούς από τους Dubois and Prade, 1980.

Έστω Α,Β LR ασαφείς αριθμοί  όπου m η κεντρική τιμή και α, β το αριστερό και το δεξί ημιπλάτος του LR ασαφούς αριθμού Α. Όμοια για τον ασαφή αριθμό Β n, γ, δ. Τότε ορίζονται οι παρακάτω πράξεις των ασαφών αριθμών:

Πρόσθεση μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:
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Αφαίρεση  μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:
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Πολλαπλασιασμός μεταξύ των ασαφών αριθμών Α,Β:

         Διακρίνω περιπτώσεις:

2. m, n ( 0, τότε
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2.          m, n < 0, τότε
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4.  m<0 , n ( 0, τότε


[image: image135.wmf](

)

LRLR

LR

m, 

α,(n,,)(mn,nm,nm)

bÄgd»×a-db-g

  
  (Ι.57.γ)

Πολλαπλασιασμός κλασσικού αριθμού λ με ασαφή αριθμό.

Διακρίνω περιπτώσεις:

2. Αν   λ ( 0, τότε
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2.  Αν   λ < 0, τότε
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Πράξεις ασαφών αριθμών με βοήθεια της «επέκτασης του κανόνα», του αντιπροσωπευτικού θεωρήματος της σύνθεσης και της αριθμητικής διαστημάτων  

Σε αυτή την ενότητα αναπτύσσεται μεθοδολογία για τις πράξεις ασαφών συνόλων με τη βοήθεια των α – τομών. Προϋπόθεση της μεθόδου είναι ότι όλοι οι ασαφείς αριθμοί που εμπλέκονται έχουν συνεχή συνάρτηση συμμετοχής. Κάθε ασαφής αριθμός μπορεί με ένα μοναδικό τρόπο να παρασταθεί με βάση τις α -  τομές. Εφόσον στους ασαφείς αριθμούς οι α- τομές είναι κλειστά διαστήματα μπορεί να αξιοποιηθεί η αριθμητική των διαστημάτων.

 Οι  τέσσερις Αριθμητικές πράξεις σε κλειστά διαστήματα ορίζονται ως παρακάτω:
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Έστω Α, Β ασαφείς αριθμοί υποσύνολα των γενικών συνόλων Χ.Υ και όπου * μία από τις τέσσερις βασικές πράξεις. Τότε μπορεί να ορισθεί ασαφές σύνολο Α*Β στο (,  από τον προσδιορισμό των α-τομών με βάση την επέκταση του κανόνα για τις ασαφείς τομές: 
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Οπότε από τον κανόνα της σύνθεσης ή αποφασιστικό κανόνα το ασαφές σύνολο για την πράξη * προσδιορίζεται ως κάτωθι:
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Εφόσον το κλασσικό σύνολο 
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 τότε Α*Β είναι επίσης ένας ασαφής αριθμός. 

Με βάση την παραπάνω σχέση προσδιορίζονται οι πράξεις μεταξύ των ασαφών αριθμών. Επίσης πολλές φορές αντί της εξέτασης όλων των α – τομών εξετάζουμε εις βάρος της ακρίβειας για υπολογιστική απλότητα, τις πλέον χαρακτηριστικές (π.χ. για α = 0, α = 0.25, α = 0.5, α = 0.75, α = 1).
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Σχήμα 2.6 Συμμετρικός τριγωνικός ασαφής αριθμός
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