
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I
(Παράρτημα 2ου κεφαλαίου)
Ασαφής λογική και θεωρία των ασαφών συνόλων
I.1  Οι τρεις θεμελιώδεις Πράξεις των ασαφών συνόλων 

Όπως και στα κλασσικά σύνολα ομοίως και στα ασαφή σύνολα ορίζονται οι τρεις θεμελιώδεις πράξεις των κλασσικών συνόλων: άρνηση, τομή και ένωση. Οι πράξεις αυτές στα ασαφή σύνολα γενικεύονται για διάφορες οικογένειες άρνησης, τομής και συμπληρώματος που μπορούν να υιοθετηθούν σε κάθε περίπτωση. Οι θεμελιώδεις πράξεις των ασαφών συνόλων ορίζονται αξιωματικά.

I.1.3 Ασαφής Άρνηση.

Έστω c(A) το ασαφές συμπλήρωμα ή άρνηση του Α, που μπορεί να ερμηνευθεί σαν το βαθμό για τον οποίο το x δεν ανήκει στο σύνολο Α. Το (κλασσικό) συμπλήρωμα της κλασσικής λογικής ισχύει και στα ασαφή σύνολα:
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Ωστόσο, για την περίπτωση όπου η συνάρτηση συμμετοχής έχει τιμές 0 ή 1 τότε ισχύουν οι ιδιότητες του συμπληρώματος της κλασσικής λογικής, όπως της αντίφασης και του αποκλειόμενου τρίτου.

Δεν είναι όμως η παραπάνω σχέση η  μοναδική ερμηνεία του συμπληρώματος για την ασαφή λογική. Περισσότερο ή λιγότερο αυστηρές ερμηνείες του συμπληρώματος μπορούν να υιοθετηθούν. Στη γενική περίπτωση το ασαφές συμπλήρωμα μπορεί να ορισθεί αξιωματικά:

Ορισμός (ασαφής άρνηση): Η απεικόνιση 
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 που ικανοποιεί τα παρακάτω αξιώματα είναι το ασαφές συμπλήρωμα ενός ασαφούς συνόλου:

Αξίωμα 
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 τότε 
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Τα παραπάνω αξιώματα αποτελούν τον αξιωματικό σκελετό της ασαφούς συμπλήρωσης. Επιπρόσθετα αξιώματα μπορούν να υιοθετηθούν με τη διαφορά όμως ότι κάθε αξίωμα  μειώνει τη γενική κλήση σε υποσύνολά της. Τα χαρακτηριστικότερα επιπρόσθετα αξιώματα είναι τα παρακάτω:

Αξίωμα C3: Η c είναι συνεχής συνάρτηση 
(Ι.3)

Αξίωμα C4: Η  c  είναι αντιστρέψιμη, που σημαίνει ότι 
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(νόμος της  διπλής άρνησης ή της αντιστρεψιμότητας). 
(Ι.4)

Επίσης, σε πολλά συγγράμματα η ασαφής συμπλήρωση συμβολίζεται ως n ή Ν.

Το σύνηθες συμπλήρωμα της κλασσικής λογικής ικανοποιεί και τα παραπάνω τέσσερα αξιώματα. 

Παρακάτω παρατίθενται μερικές χαρακτηριστικές νόρμες συμπληρώματος:
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H παραπάνω εξίσωση της άρνησης ικανοποιεί τα αξιώματα C1,  C2 δηλαδή ικανοποιεί τον αξιωματικό σκελετό της ασαφούς άρνησης και μας εισάγει στο κατώφλι της άρνησης. Προφανώς  είναι μία ασυνεχής συνάρτηση, η οποία λειτουργεί ως διακόπτης, δεν ικανοποιεί την ιδιότητα της αντιστρεψιμότητας (C4) και της συνέχειας (C3), και αποτελεί μία αυστηρή αντιμετώπιση για την άρνηση, γι’ αυτό θα μπορούσε να ονομασθεί και αυστηρή άρνηση (Σχ. Ι.1.β).  

Μία άλλη  περίπτωση άρνησης  που ικανοποιεί και τα τέσσερα αξιώματα της ασαφούς άρνησης είναι η οικογένεια αρνήσεων  του Sugeno:
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Για κάθε λ που ανήκει στο καθορισμένο διάστημα προκύπτει μία διαφορετική εξίσωση  άρνησης που ανήκει στην οικογένεια άρνησης του Sugeno.  Για λ = 0 προκύπτει το κλασσικό συμπλήρωμα: 
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, το οποίο είναι η ευθεία γραμμή του σχήματος 2.8. Για 
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προκύπτουν αρνήσεις περισσότερο ελαστικές ή αισιόδοξες σε σχέση με το κλασσικό συμπλήρωμα, ενώ για 
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 προκύπτουν αρνήσεις περισσότερο αυστηρές ή απαισιόδοξες (Σχ.Ι.2). 

Άλλες νόρμες του ασαφούς συμπληρώματος μπορούν να υποστηριχθούν. Επίσης, σε μεγάλη μερίδα της βιβλιογραφίας αντί c η ασαφής άρνηση συμβολίζεται με Ν.
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Σχ.Ι.1 Κλασσικό (α) και t - αυστηρό (β) συμπλήρωμα ασαφούς συνόλου.
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Σχ.Ι.2  Οικογένεια αρνήσεων  του Sugeno

I.1.4 Ασαφής Ένωση και Τομή στην Κλασική Λογική

Η ένωση και η τομή της κλασικής λογικής ισχύει και στην ασαφή λογική και μπορούν να  εκφρασθούν αριθμητικά με τη βοήθεια της συνάρτησης συμμετοχής:

Ασαφής ένωση: 
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Ασαφής τομή: 
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Μία βασική αιτία για τη χρησιμοποίηση επιπρόσθετων συναρτήσεων για την ασαφή ένωση και την τομή είναι ότι το maximum και το  minimum των τιμών εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από το ένα από τα δύο ορίσματα.

Για παράδειγμα αν υποθέσουμε ότι  
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, στην περίπτωση αυτή η ασαφής τομή όπως ορίσθηκε προηγουμένως δίνει: 


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

xmin0.1, 0.1xmin0.1, 0.90.1

AÇBAÇG

m==m==

 

Το αποτέλεσμα αυτό έρχεται σε αντίφαση με τη διαίσθησή μας. Αντίστοιχα προβλήματα υπάρχουν και στον κλασσικό ορισμό της ασαφούς  ένωσης. 

Με αφετηρία το παραπάνω σκεπτικό έχει καθιερωθεί ένας γενικότερος αξιωματικός ορισμός των ασαφών ενώσεων και τομών. 
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Σχ.Ι.3.  Η κλασική ένωση και τομή στην ασαφή λογική

I.1.5 Ασαφής  Τομή

Η τομή των ασαφών συνόλων μπορεί να ορισθεί με την ονομαζόμενη t - norm συνάρτηση. Αυτή η συνάρτηση προσδιορίζει τη συνάρτηση συμμετοχής για ένα στοιχείο της τομής, που εξαρτάται από τις ατομικές τιμές των συναρτήσεων συμμετοχής των συνόλων. Μία t - norm θεωρείται  μία πράξη τομής εφαρμοσμένη στις συναρτήσεις συμμετοχής των Α και Β. Έστω 
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. Η ασαφής τομή και συνακόλουθα η t – norm θεμελιώνεται με βάση τα παρακάτω αξιώματα:

Ορισμός (ασαφής τομή): Μία t-norm t είναι μία απεικόνιση 
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που ικανοποιεί τα παρακάτω αξιώματα για όλα τα a, b ([0, 1]:
1. 
[image: image25.wmf](

)

ta,1a

=

 (οριακή συνθήκη)
2. 
[image: image26.wmf](

)

(

)

ta,btc,d

£

αν 
[image: image27.wmf]acbd

£kai£

 (μονοτονία)
3. 
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4. 
[image: image29.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

z

,

y

,

x

t

t

z

,

y

t

,

x

t

=

 
(Ι.9)

Τα αξιώματα 1 έως 4 αποτελούν τον αξιωματικό σκελετό της ασαφούς τομής. Τo πρώτο αξίωμα δηλώνει ότι αν ένα στοιχείο ανήκει πλήρως  (χωρίς καμία ασάφεια) στο ένα από τα δύο σύνολα τότε το στοιχείο αυτό ανήκει στο σύνολο της τομής των δύο συνόλων στο ίδιο επίπεδο με αυτό που ανήκει το στοιχείο αυτό για το  σύνολο όπου υπάρχει ασάφεια. Η δεύτερη ιδιότητα εκφράζει τη μονοτονία. Το τρίτο αξίωμα την ιδιότητα της συμμετρίας και το τέταρτο αξίωμα τη συνδετικότητα. Παρατίθενται επιπρόσθετα χαρακτηριστικά αξιώματα τα οποία ικανοποιούν αρκετές ασαφείς –τομές:

5. Η t συνεχής συνάρτηση

6. 
[image: image30.wmf](

)

x

x

,

x

t

<


(Ι.10)

7. 
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Μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις ασαφούς τομής εκτός της κλασσικής τομής είναι οι παρακάτω:

Αλγεβρικό γινόμενο:  
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Περιορισμένη διαφορά: 
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Δραστική  τομή: 
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Ορισμός: Μια νόρμα ασαφούς τομής ονομάζεται Αρχιμήδεια αν ισχύει:
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Ορισμός: Έστω t συνεχής τομή. Η t έχει μηδενικούς διαιρέτες αν 
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Θεώρημα: Αν t είναι συνεχής και ικανοποιεί την εξίσωση
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όπου n η κλασσική άρνηση, τότε η t είναι Αρχιμήδεια (Fodor and Roubens, 1994).

Παράδειγμα: Η t-norm του Lukasiewicz: 
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είναι Αρχιμήδεια με μηδενικούς διαιρέτες και ικανοποιεί την ιδιότητα:
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I.1.6 Ασαφής Ένωση

Η ένωση των ασαφών συνόλων μπορεί να ορισθεί με την ονομαζόμενη t-conorm συνάρτηση. Αυτή η συνάρτηση προσδιορίζει τη συνάρτηση συμμετοχής σε ένα στοιχείο της ένωσης, που εξαρτάται από τις ξεχωριστές χαρακτηριστικές τιμές στα αντίστοιχα σύνολα.

Ορισμός (ασαφής ένωση): Μία t-conorm u είναι μία απεικόνιση 
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που ικανοποιεί τα παρακάτω αξιώματα για όλα τα a, b ([0, 1]:

1. 
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Τα αξιώματα 1 έως 4 αποτελούν τον αξιωματικό σκελετό της ένωσης. Παρατίθενται επιπρόσθετα χαρακτηριστικά αξιώματα τα οποία ικανοποιούν αρκετές ασαφείς –τομές

5. Η u συνεχής συνάρτηση
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7. 
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Συγκρίνοντας τον αξιωματικό σκελετό της ένωσης και της τομής προκύπτει ότι η μοναδική διαφορά τους είναι στο πρώτο αξίωμα δηλαδή, στην οριακή συνθήκη. 

Μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις ασαφούς ενώσεως εκτός της κλασσικής ένωσης είναι οι παρακάτω:

Αλγεβρικό άθροισμα 
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Περιορισμένο άθροισμα 
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Δραστική ένωση  
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Υπάρχει μία ορθολογική διαδικασία για την παραγωγή των ασαφών ενώσεων και τομών και βασίζεται στη διαδικασία γεννήτριων συναρτήσεων (π.χ. Klir and Yuan, 1995) για την οποία δεν κρίνεται σκόπιμη η αναφορά της στα πλαίσια αυτής της διατριβής.

Eπίσης, σε μεγάλη μερίδα της βιβλιογραφίας η ασαφής ένωση συμβολίζεται με S και η ασαφής τομή με T.

I.1.7 Εύρος τιμών ασαφών ενώσεων και τομών

Έχει αναφερθεί η εφαρμογή της ένωσης και της τομής στην κλασσική λογική:

Κλασσική ένωση: 
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Κλασσική τομή: 
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Για όλες τις ασαφείς ενώσεις έχει αποδειχθεί ότι η πλέον αισιόδοξη ασαφής τομή είναι η κλασσική τομή, ενώ η πλέον απαισιόδοξη ασαφής ένωση είναι η κλασσική ένωση:
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Όπου umax και tmin η δραστική ένωση (Εξ. I.14) και τομή (Εξ. I.22) αντίστοιχα, που έχουν αναφερθεί και όπου 
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 οποιαδήποτε ασαφής ένωση και τομή αντίστοιχα.

I.2  Λογικοί νόμοι στην ασαφη λογική

Υπάρχουν ιδιότητες των κλασσικών συνόλων που δεν ισχύουν ή ισχύουν σε ειδικές περιπτώσεις για τα ασαφή σύνολα. Για παράδειγμα ο νόμος της διπλής άρνησης των κλασσικών συνόλων:
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δεν είναι δεσμευτικός για τα ασαφή σύνολα. Πράγματι ο νόμος της διπλής άρνησης δεν ανήκει στον αξιωματικό σκελετό της άρνησης.

I.2.3 Ο νόμος του De Morgan στα ασαφή σύνολα.

 Η  αντίθετη έννοια της ένωσης είναι η τομή. Οι δύο αυτές λειτουργίες συσχετίζονται με τη βοήθεια των συμπληρωμάτων με τη βοήθεια των νόμων του De  Morgan για τα κλασσικά σύνολα:
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Έτσι στα κλασσικά σύνολα ισχύει πάντοτε ο νόμος του De  Morgan. Στα ασαφή σύνολα ο νόμος του De  Morgan είναι επιθυμητό να ικανοποιείται. Είναι προφανές ότι κατάλληλη επιλογή ασαφών τομών και αρνήσεων που θα ικανοποιούν το νόμο του De  Morgan, βασίζεται στις παρακάτω εξισώσεις:

u(x, y)=c(t(c(x) ,c(y))          
(Ι.26)

t(x, y)=c(u(c(x), c(y))          
 (Ι.27)

όπου  
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Περαιτέρω είναι δυνατόν να κατασκευασθεί μία νόρμα τομής θεωρώντας  μία νόρμα ένωσης και συμπλήρωσης που θα ικανοποιεί όμως την αντιστρεψιμότητα (Αξίωμα C4) με βάση την κατασκευαστική υπόθεση ότι οι τρεις αυτές νόρμες θα επαληθεύουν  το νόμο του De Morgan (Klir and Yuan, 1995). Αν οι νόρμες Δ και (  είναι δυϊκές ως προς την άρνηση c, το σύστημα (Δ, 
[image: image65.wmf]Ñ

, c)  λέγεται De Morgan  σύστημα.
Για παράδειγμα για την περίπτωση του συνήθους κλασσικού συμπληρώματος  c(x) = 1-x, που ικανοποιεί την ιδιότητα της αντιστρεψιμότητας και αν πράγματι η t είναι μία t-norm, τότε   
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ux,y1t1x, 1y

=---

        
(Ι.28)

είναι μία t-conorm (ασαφής ένωση). 

Αντίθετα αν u είναι μία t-conorm, τότε η 
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)

(

)

tx,y1u1x, 1y

=---

        
 (Ι.29)

ορίζει μία t-norm (ασαφής τομή).

Υπάρχουν ποικίλοι τύποι t-norm  που προτείνονται στη βιβλιογραφία. Ο  παρακάτω πίνακας καταγράφει λίγες από αυτές μαζί με τις αντίστοιχες t-conorms (Bardossy and Duckstein, 1995), οι οποίες μπορούν όλες να χρησιμοποιηθούν για τον ορισμό της τομής και της ένωσης ασαφών συνόλων. Αυτές είναι συναρτήσεις και των δύο ανεξάρτητων  μεταβλητών, σε αντίθεση με το μέγιστο και ελάχιστο.
Πίνακας Ι.1: Συζυγείς ασαφείς τομές και ενώσεις με βάση το νόμο του De Morgan .
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	Einstein γινόμενο αθροίσματος
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	Lukasiewicz
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	Dubois and Prade  (1980) 
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