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1. Τάσεις γύρω από ένα Σηµείο  

 

Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη ενότητα, συχνά είναι πιο εύχρηστο να αναλύονται οι 

τάσεις γύρω από ένα σηµείο σε ορθές και διατµητικές συνιστώσες. Στη γενική περίπτωση οι 

διατµητικές συνιστώσες σχηµατίζουν τυχαίες γωνίες µε τους άξονες συντεταγµένων, οπότε 

είναι πιο βολικό κάθε διατµητική τάση να αναλύεται περαιτέρω σε δύο διατµητικές 

συνιστώσες, οι διευθύνσεις των οποίων να συµπίπτουν µε τους άξονες συντεταγµένων. Έτσι, 

η γενική περίπτωση τασικού πεδίου γύρω από ένα τυχαίο σηµείο Q κάποιου στερεού υλικού 

φαίνεται στο Σχ. 1. 

 

 

 
Σχ. 1 

 

 

Για να µπορέσουµε να περιγράψουµε καλύτερα τις τάσεις στο σηµείο αυτό, θεωρούµε ένα 

στοιχειώδες ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε µήκος ακµών ∆x, ∆y και ∆z, το οποίο περικλείει 

το υπό εξέταση σηµείο Q. Στο Σχ. 1 έχουµε θεωρήσει έναν στοιχειώδη κύβο, όπου 

∆x=∆y=∆z=α, για απλούστευση. Οι τάσεις που επιδρούν κάθετα στις έδρες του στοιχειώδους 
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παραλληλεπιπέδου (δηλαδή οι ορθές τάσεις) περιγράφονται µε έναν µόνο δείκτη, ο οποίος 

αντιστοιχεί στη διεύθυνση της τάσης. Έτσι, σx είναι η ορθή τάση που επενεργεί προς την 

διεύθυνση του άξονα x, σy η ορθή τάση που επενεργεί προς την διεύθυνση του άξονα y και σz 

η ορθή τάση που επενεργεί προς την διεύθυνση του άξονα z. Όσον αφορά τις ορθές τάσεις, 

έχει συµφωνηθεί παγκοσµίως οι εφελκυστικές ορθές τάσεις να θεωρούνται θετικές (+) και οι 

θλιπτικές ορθές τάσεις να θεωρούνται αρνητικές (-). Σύµφωνα µε αυτή τη σύµβαση, όλες οι 

ορθές τάσεις του Σχ. 1 είναι θετικές. 

 

Για την περιγραφή των διατµητικών τάσεων απαιτούνται δύο δείκτες. Ο πρώτος δείκτης 

αναφέρεται στην κάθετη προς το επίπεδο επάνω στο οποίο επενεργεί η διατµητική τάση 

διεύθυνση. Ο δεύτερος δείκτης αναφέρεται στην διεύθυνση της διατµητικής τάσης. Για 

παράδειγµα, τyz είναι η διατµητική τάση που επενεργεί επάνω σε επίπεδο κάθετο προς τον 

άξονα y και η διεύθυνσή της είναι παράλληλη προς τον άξονα z. Οµοίως, τyx είναι η 

διατµητική τάση που επενεργεί επάνω σε επίπεδο κάθετο προς τον άξονα y και η διεύθυνσή 

της είναι παράλληλη προς τον άξονα x, κ.ο.κ. (βλ. Σχ. 1). 

 

Μία διατµητική τάση θεωρείται θετική εάν η φορά της είναι προς την θετική διεύθυνση 

του αντίστοιχου άξονα και ταυτόχρονα επενεργεί επάνω στην ‘‘θετική’’ έδρα ενός 

στοιχειώδους παραλληλεπιπέδου. Επίσης, είναι θετική εάν η φορά της είναι προς την 

αρνητική διεύθυνση του αντίστοιχου άξονα και ταυτόχρονα επενεργεί επάνω στην 

‘‘αρνητική’’ έδρα ενός στοιχειώδους παραλληλεπιπέδου. Σύµφωνα µε αυτό, οι διατµητικές 

τάσεις του Σχ. 2 είναι όλες θετικές. 

 

 
Σχ. 2 
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Αντίθετα, αρνητική θεωρείται µία διατµητική τάση όταν επενεργεί στη ‘‘θετική’’ έδρα 

ενός στοιχειώδους κύβου και έχει φορά προς την αρνητική διεύθυνση του άξονα 

συντεταγµένων, ή όταν επενεργεί στην ‘‘αρνητική’’ έδρα ενός στοιχειώδους κύβου και έχει 

φορά προς την θετική διεύθυνση του άξονα συντεταγµένων. Για παράδειγµα, οι διατµητικές 

τάσεις του Σχ. 3 είναι όλες αρνητικές. 

 

 
Σχ. 3 

 

 

Επιστρέφοντας στο τασικό πεδίο γύρω από το τυχαίο σηµείο Q του Σχ. 1, παρατηρούµε 

ότι για να περιγραφεί πλήρως η εντατική κατάσταση γύρω από το σηµείο απαιτούνται εννέα 

ποσότητες, δηλαδή οι εννέα συνιστώσες της τάσης. Αυτές είναι οι σx, σy, σz, τxy, τxz, τyx, τyz, τzx 

και τzy. Ωστόσο, πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι το στοιχειώδες παραλληλεπίπεδο γύρω από το 

σηµείο Q, εφόσον βρίσκεται σε στατική ισορροπία, δεν µπορεί να περιστρέφεται. Εποµένως, 

γράφοντας την εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς τον άξονα z γύρω από το σηµείο Q 

έχουµε: 

 

ΣΜz,(Q) = 0 ⇒ 2⋅(τxy⋅∆y⋅∆z)⋅(∆x/2) – 2⋅(τyx⋅∆x⋅∆z)⋅(∆y/2) = 0 ⇒ τxy = τyx. 

 

Με τον ίδιο τρόπο, λύνοντας τις εξισώσεις ισορροπίας ροπών ως προς τους άξονες x και y 

γύρω από το σηµείο Q (ΣΜx,(Q) = 0 και ΣMy,(Q) = 0), προκύπτει αντίστοιχα ότι τyz = τzy και   

τxz = τzx. Κατά συνέπεια, τα πράγµατα απλουστεύονται και για την πλήρη περιγραφή της 

εντατικής κατάστασης γύρω από τυχαίο σηµείο ενός υλικού αρκούν µόνο έξι συνιστώσες τάσης, 

τρεις ορθές και τρεις διατµητικές: σx, σy, σz, τxy, τxz και τyz.             

 

 26



2. Μετασχηµατισµοί Τάσης στην Επίπεδη Εντατική Κατάσταση 

 

Πολλά προβλήµατα µηχανικής µπορούν να απλοποιηθούν σηµαντικά θεωρώντας 

δισδιάστατη εντατική κατάσταση. Η περίπτωση αυτή συναντάται συχνά στην πράξη όταν η µία 

διάσταση ενός σώµατος είναι αρκετά µικρότερη σε σύγκριση µε τις υπόλοιπες δύο διαστάσεις 

του. Ας πάρουµε για παράδειγµα µία λεπτή πλάκα, της οποίας το µήκος και το πλάτος είναι 

πολύ µεγαλύτερα από το πάχος της. Όταν επιβάλλεται εξωτερική φόρτιση παράλληλα προς 

το επίπεδο µιας τέτοιας πλάκας, τότε δεν αναπτύσσονται τάσεις κατά τη διεύθυνση του 

πάχους. Στην περίπτωση αυτή το τασικό πεδίο αποτελείται από δύο ορθές τάσεις, σx και σy, 

και από µία διατµητική τάση τxy, όπως δείχνει το Σχ. 4. Οι υπόλοιπες τάσεις είναι ίσες µε 

µηδέν (σz = τxz = τyz = 0). Μία εντατική κατάσταση αυτού του είδους ονοµάζεται επίπεδη 

εντατική κατάσταση (plane stress).  

 

 

 
Σχ. 4 

 

 

Ας θεωρήσουµε τώρα το σηµείο Q του Σχ. 4 γύρω από το οποίο επικρατεί επίπεδη 

εντατική κατάσταση, η οποία περιγράφεται από τις τάσεις σx, σy, και τxy. Σκοπός µας είναι να 

καθορίσουµε τις τάσεις σx΄, σy΄ και τx΄y΄ που σχετίζονται µε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων 

(x΄,y΄,z΄), το οποίο είναι περιστρεµµένο γύρω από τον άξονα z κατά µία γωνία θ ως προς το 

αρχικό σύστηµα συντεταγµένων (x,y,z), όπως δείχνει το Σχ. 5. (Ισοδύναµα θα µπορούσε να 

πει κανείς ότι έχει περιστραφεί το στοιχειώδες ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο κατά γωνία θ 

γύρω από τον άξονα z.) 
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Σχ. 5 

 

 

Για να υπολογιστούν οι ορθές τάσεις σx΄ και σy΄ και η διατµητική τάση τx΄y΄ θεωρούµε ένα 

στοιχειώδες πρισµατικό στοιχείο, του οποίου οι έδρες είναι κάθετες προς τους άξονες x, y και 

x΄, όπως δείχνει το Σχ. 6. Εάν θεωρήσουµε ότι η επιφάνεια της κεκλιµένης έδρας είναι ∆Α, 

τότε οι επιφάνειες της κατακόρυφης και της οριζόντιας έδρας είναι ∆Α⋅cosθ και ∆Α⋅sinθ, 

αντίστοιχα.  

 

 

 

x΄

x 

Σχ. 6 
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Οι δυνάµεις που επενεργούν στις τρεις έδρες του πρίσµατος φαίνονται στο Σχ. 7. Οι 

εξισώσεις στατικής ισορροπίας των δυνάµεων ως προς τους άξονες x΄ και y΄ είναι: 

 

ΣFx΄ = 0 ⇒ σx΄∆Α – σx⋅(∆Α⋅cosθ)⋅cosθ – τxy⋅(∆Α⋅cosθ)⋅sinθ – σy⋅(∆Α⋅sinθ)⋅sinθ – 

τxy⋅(∆Α⋅sinθ)⋅cosθ = 0 ⇒ σx΄ = σx⋅cos2θ + σy⋅sin2θ + 2τxy⋅sinθ⋅cosθ    (1)  

 

ΣFy΄ = 0 ⇒ τx΄y΄∆Α + σx⋅(∆Α⋅cosθ)⋅sinθ – τxy⋅(∆Α⋅cosθ)⋅cosθ – σy⋅(∆Α⋅sinθ)⋅cosθ + 

τxy⋅(∆Α⋅sinθ)⋅sinθ = 0 ⇒ τx΄y΄ = – (σx – σy)⋅sinθ⋅cosθ + τxy⋅(cos2θ – sin2θ)   (2) 

 

 

 
Σχ. 7 

 

 

Από την τριγωνοµετρία γνωρίζουµε ότι sin2θ = 2sinθ⋅cosθ  και  cos2θ = cos2θ – sin2θ, όπως 

επίσης και ότι 
2

2cos1cos2 θθ +
=  και 

2
2cos1sin 2 θθ −

= . Αντικαθιστώντας τις 

τριγωνοµετρικές αυτές σχέσεις στις Εξ.(1) και (2) προκύπτει ότι: 

 

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
22' xy

yxyx
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+

+
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θτθ
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−
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Τέλος, για να υπολογίσουµε την τάση σy΄ αρκεί να αντικαταστήσουµε την γωνία θ µε την 

θ+(π/2) στην Εξ.(1), αφού οι άξονες y΄ και x΄ σχηµατίζουν γωνία π/2 µεταξύ τους: 

 

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
22' xy

yxyx
y −

−
−

+
=        (5) 

 

Οι εξισώσεις (3), (4) και (5) αποτελούν τις εξισώσεις µετασχηµατισµού των τάσεων για 

επίπεδη εντατική κατάσταση. Η χρησιµότητά τους έγκειται στο ότι εάν γνωρίζουµε τις τάσεις 

σx, σy και τxy γύρω από ένα σηµείο του υλικού ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων (x,y,z), 

τότε µπορούµε να υπολογίσουµε τις τάσεις σx΄, σy΄ και τx΄y΄ ως προς οποιοδήποτε άλλο 

σύστηµα συντεταγµένων (x΄,y΄,z΄) περιστρεµµένο κατά γωνία θ ως προς το αρχικό. Επίσης, 

είναι σηµαντικό να παρατηρήσει κανείς ότι σx΄ + σy΄ = σx + σy. Αυτό σηµαίνει ότι το άθροισµα 

των ορθών τάσεων σε δύο κάθετα µεταξύ τους επίπεδα είναι αµετάβλητη ποσότητα και δεν 

εξαρτάται από τον προσανατολισµό ή τη γωνία θ του συστήµατος συντεταγµένων.     

 

Οι εξισώσεις (3), (4) και (5) περιγράφουν τις ορθές και διατµητικές τάσεις σε 

οποιοδήποτε επίπεδο που διέρχεται από ένα σηµείο κάποιου στερεού σώµατος που υφίσταται 

επίπεδη εντατική κατάσταση. Το διάγραµµα του Σχ. 8 δείχνει τη µεταβολή της ορθής και της 

διατµητικής τάσης σαν συνάρτηση της γωνίας προσανατολισµού θ για την επίπεδη εντατική 

κατάσταση που φαίνεται στην κορυφή του σχήµατος. Από το διάγραµµα αυτό µπορούν να 

γίνουν οι εξής παρατηρήσεις: 

 

α) Οι ορθές τάσεις (σx΄ και σy΄) λαµβάνουν την µέγιστη (σmax) και την ελάχιστη (σmin) τιµή 

τους όταν η διατµητική τάση τx΄y΄ µηδενίζεται.     

 

β) Οι µέγιστες και ελάχιστες τιµές τόσο των ορθών όσο και της διατµητικής τάσης 

εµφανίζονται σε γωνίες που ‘‘απέχουν’’ µεταξύ τους κατά 90ο. 

 

γ) Η µέγιστη διατµητική τάση, τmax, εµφανίζεται στη µισή γωνία ανάµεσα στην µέγιστη ορθή 

τάση, σmax, και στην ελάχιστη ορθή τάση, σmin. 

 

δ) Η µεταβολή της ορθής και της διατµητικής τάσης είναι ηµιτονοειδής, µε περίοδο θ=180ο.  
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Όλες οι παραπάνω παρατηρήσεις ισχύουν για κάθε εντατική κατάσταση και όχι µόνο για την 

επίπεδη εντατική κατάσταση.    

 

 

 
Σχ. 8 
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3. Κύριες Τάσεις - Κύρια Επίπεδα και ∆ιευθύνσεις 

 

Σε οποιαδήποτε εντατική κατάσταση µπορεί πάντοτε να οριστεί ένα νέο σύστηµα 

συντεταγµένων, τέτοιο ώστε οι άξονές του να είναι κάθετοι σε επίπεδα επάνω στα οποία 

εµφανίζονται µόνο ορθές τάσεις και στα οποία ταυτόχρονα µηδενίζονται οι διατµητικές 

τάσεις. Τα επίπεδα αυτά ονοµάζονται κύρια επίπεδα (principal planes). Οι ορθές τάσεις που 

εµφανίζονται επάνω στα κύρια επίπεδα ονοµάζονται κύριες τάσεις (principal stresses) και η 

χρησιµότητά τους είναι πολύ µεγάλη, όπως θα διαπιστωθεί αργότερα και κατά κύριο λόγο 

στη συζήτηση της θεωρίας πλαστικότητας. 

 

Στην περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης, που αναλύσαµε στην ενότητα 2, 

υπάρχουν δύο κύριες τάσεις, σ1 και σ2, οι οποίες εµφανίζονται σε κύρια επίπεδα που 

‘‘απέχουν’’ µεταξύ τους κατά 90ο (είναι δηλαδή κάθετα µεταξύ τους). Ποιες είναι όµως οι 

τάσεις αυτές; Ας θυµηθούµε ότι, εξ ορισµού, στα κύρια επίπεδα µηδενίζονται οι διατµητικές 

τάσεις. Εξετάζοντας το Σχ. 8, διαπιστώνουµε ότι στις γωνίες όπου µηδενίζεται η διατµητική 

τάση (τ = 0) εµφανίζονται η µέγιστη και η ελάχιστη ορθή τάση, σmax και σmin, αντίστοιχα. 

Κατά συνέπεια, στην περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης, οι κύριες τάσεις είναι 

σ1 = σmax και σ2 = σmin. Άλλωστε, οι σmax και σmin επενεργούν σε επίπεδα που σχηµατίζουν 

γωνία 90ο µεταξύ τους, γεγονός που είδαµε ότι ισχύει επίσης εξ ορισµού για τα κύρια 

επίπεδα. 

 

Στη γενική περίπτωση µίας τρισδιάστατης εντατικής κατάστασης εµφανίζονται τρεις 

κύριες τάσεις, οι σ1, σ2 και σ3. Έχει επικρατήσει παγκοσµίως η σύµβαση µε σ1 να 

συµβολίζεται η αλγεβρικά µεγαλύτερη κύρια τάση, ενώ µε σ3 η αλγεβρικά µικρότερη κύρια 

τάση. Οι διευθύνσεις των κυρίων τάσεων ονοµάζονται κύριες διευθύνσεις (principal 

directions) 1, 2 και 3. (Ας µην ξεχνάµε ότι οι κύριες διευθύνσεις είναι κάθετες στα κύρια 

επίπεδα.) 

 

Παρότι στη γενική περίπτωση το σύστηµα των κύριων διευθύνσεων 1, 2 και 3 δεν 

συµπίπτει µε το χρησιµοποιούµενο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων x, y και z, υπάρχουν 

πάρα πολλές περιπτώσεις στην πράξη όπου λόγω συµµετρίας της φόρτισης τα δύο συστήµατα 

συντεταγµένων (δηλαδή το σύστηµα των κύριων διευθύνσεων 1, 2 και 3 και το 

χρησιµοποιούµενο σύστηµα αξόνων x, y και z) συµπίπτουν. Ο υπολογισµός των κύριων 
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τάσεων και διευθύνσεων είναι πολύ χρήσιµος, επειδή παρέχει έναν εύκολο τρόπο για να 

περιγραφεί η εντατική κατάσταση γύρω από ένα σηµείο σε ένα σώµα. 

 

 

4. Υπολογισµός Κυρίων Τάσεων και Μέγιστης ∆ιατµητικής Τάσης 

  

Ας γυρίσουµε πάλι στην επίπεδη εντατική κατάσταση. Εφόσον εξ ορισµού σε ένα κύριο 

επίπεδο δεν εµφανίζονται διατµητικές τάσεις, η γωνία θp που σχηµατίζει το κύριο επίπεδο µε 

τους άξονες συντεταγµένων x και y µπορεί να υπολογισθεί, βρίσκοντας τιµές της γωνίας        

θ = θp στην Εξ.(2) για τις οποίες να ισχύει ότι τx΄y΄ = 0: 
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Εφόσον ισχύει ότι tan2θ = tan(π+2θ), η Εξ.(6) έχει δύο ρίζες (λύσεις) για την γωνία των 

κυρίων επιπέδων θp: τις θ1 και θ2 = θ1 + n⋅(π/2), όπου n = 1, 2, 3, κ.τ.λ. Εποµένως, η Εξ.(6) 

ορίζει δύο γωνίες, οι τιµές των οποίων διαφέρουν µεταξύ τους κατά 90ο. Αυτές οι δύο γωνίες 

ορίζουν δύο κάθετα µεταξύ τους επίπεδα, επάνω στα οποία δεν εµφανίζονται διατµητικές 

τάσεις. Εποµένως, οι γωνίες θ1 και θ2 καθορίζουν τα κύρια επίπεδα, Σχ. 9. 

 

Οι κύριες τάσεις µπορούν να υπολογιστούν εύκολα, βάζοντας στην Εξ.(3) τις τιµές των 

cos2θp και sin2θp που προκύπτουν από την Εξ.(6). Οι τιµές των cos2θp και sin2θp προκύπτουν 

από την Εξ.(6), κάνοντας τους κατάλληλους τριγωνοµετρικούς υπολογισµούς: 
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Σχ. 9 

 

 

Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στην Εξ.(3) καταλήγουµε στις τιµές της µέγιστης και της 

ελάχιστης κύριας τάσης, για την περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης: 
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θ1  

θ2 = θ1 + (π/2) 
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Η διεύθυνση των κυρίων επιπέδων υπολογίζεται λύνοντας την Εξ.(6) ως προς την γωνία 

θp, φροντίζοντας όµως να καθορίζουµε κάθε φορά αν η γωνία 2θp που βρίσκουµε είναι 

ανάµεσα στο 0 και π/2, στο π και 3π/2, κ.ο.κ. Το Σχ. 10 παρουσιάζει έναν απλό τρόπο µε τον 

οποίο µπορούµε να καθορίσουµε την διεύθυνση της µεγαλύτερης κύριας τάσης σ1. 

 

 
Σχ. 10 

 

 

Η διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης σ1 θα βρίσκεται κάπου ανάµεσα από την 

διεύθυνση της αλγεβρικά µεγαλύτερης ορθής τάσης και από την διαγώνιο διάτµησης (shear 

diagonal). Στο παράδειγµα του Σχ. 10 υποτίθεται ότι η σx είναι αλγεβρικά µεγαλύτερη από 

την σy, οπότε η διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης σ1 θα βρίσκεται ανάµεσα από την 

διεύθυνση της σx και την διαγώνιο διάτµησης. Για να γίνει αυτό καλύτερα αντιληπτό, ας 

υποθέσουµε ότι στο παράδειγµα του Σχ. 10 δεν υπήρχαν διατµητικές τάσεις. Τότε, η µέγιστη 

κύρια τάση σ1 θα ήταν η σx (σ1 = σx), οπότε η διεύθυνση της σ1 θα συνέπιπτε µε τη διεύθυνση 

της σx. Αν πάλι υποθέσουµε ότι στο παράδειγµα του Σχ. 10 δεν είχαµε καθόλου ορθές τάσεις 

(δηλαδή σx = σy = 0), αλλά µόνο τις διατµητικές τxy = τyx, τότε η διεύθυνση της κύριας τάσης 

σ1 θα συνέπιπτε µε την διαγώνιο διάτµησης. Εποµένως, όταν έχουµε και ορθές και 

διατµητικές τάσεις, η διεύθυνση της κύριας τάσης σ1 βρίσκεται ανάµεσα από τις δύο. 

 

Για να υπολογίσουµε τη µέγιστη διατµητική τάση (maximum shear stress) πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε την Εξ.(4), παραγωγίζοντας ως προς τη γωνία θ και θέτοντας την 

παράγωγο ίση µε µηδέν: 
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Συγκρίνοντας τη γωνία θs µε τη γωνία των κυρίων επιπέδων, θp, διαπιστώνουµε ότι το 

επίπεδο που εµφανίζεται η µέγιστη διατµητική τάση απέχει κατά 45ο από τα κύρια επίπεδα, 

τα επίπεδα δηλαδή όπου εµφανίζονται οι κύριες τάσεις. Η τιµή της µέγιστης διατµητικής 

τάσης βρίσκεται αντικαθιστώντας την Εξ.(11) στην Εξ.(4): 
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Ο καθορισµός της µέγιστης διατµητικής τάσης, καθώς και του προσανατολισµού των 

επιπέδων επάνω στα οποία εµφανίζεται, είναι σηµαντικός, αφού όπως είναι γνωστό η 

πλαστική παραµόρφωση των µεταλλικών υλικών προκαλείται µόνο από διατµητικές τάσεις και 

όχι από ορθές. Το γεγονός αυτό οφείλεται στον µηχανισµό µε τον οποίο παράγεται η 

πλαστική παραµόρφωση στα µέταλλα, που είναι η ολίσθηση γραµµοαταξιών (dislocation slip). 

Κατά συνέπεια, τα επίπεδα επάνω στα οποία εµφανίζεται η µέγιστη διατµητική τάση σε έναν 

κρύσταλλο είναι πολύ πιθανόν να ολισθήσουν πρώτα, όταν µάλιστα η µέγιστη διατµητική 

τάση, τmax, υπερβεί το όριο ροής σε διάτµηση του κρυστάλλου, τy. 

 

 

5. Γενική (Τρισδιάστατη) Εντατική Κατάσταση 

 

Στη ανάλυση της επίπεδης εντατικής κατάστασης, που εξετάσθηκε στις προηγούµενες 

ενότητες, ίσχυε ότι σz = τzx = τzy = 0. Επίσης, εκεί εξετάσαµε τους µετασχηµατισµούς των 

τάσεων ως προς ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων, περιστρεµµένο σε σχέση µε το αρχικό 

µόνο ως προς τον άξονα z. Τώρα θα γενικεύσουµε την ανάλυση µας και θα εξετάσουµε την 

περίπτωση µιας γενικής, τρισδιάστατης εντατικής κατάστασης, όπως αυτή που φαίνεται στο 

Σχ. 11. Θα δούµε τους µετασχηµατισµούς τάσεων ως προς ένα νέο σύστηµα αξόνων, 

περιστρεµµένο σε σχέση µε το αρχικό ως προς όλους τους άξονες, Σχ. 12, και θα 
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υπολογίσουµε τις κύριες τάσεις και διευθύνσεις, καθώς και τη µέγιστη διατµητική τάση και 

τον προσανατολισµό του επιπέδου που αυτή εµφανίζεται.  

 

Ας θεωρήσουµε το τετράεδρο του Σχ. 13. Οι τρεις από τις έδρες του τετραέδρου είναι 

παράλληλες προς τα επίπεδα που ορίζουν οι άξονες συντεταγµένων x, y και z. ∆ηλαδή, 

(QAB)//(xy), (QBC)//(yz) και (QAC)//(xz). Η τέταρτη έδρα, η (ABC), είναι κάθετη στη 

γραµµή QN. Υποθέτουµε ότι η έδρα (ABC) είναι τέτοια, ώστε επάνω της δεν εµφανίζεται 

διατµητική τάση, παρά µόνο η ορθή τάση σ. Σύµφωνα µε αυτή την υπόθεση, η έδρα (ABC) 

είναι κύριο επίπεδο, η γραµµή QN είναι κύρια διεύθυνση και η τάση σ είναι κύρια τάση.  

 

 

 

 
Σχ. 11 Σχ. 12 
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Σχ. 13 

 

 

Στη συνέχεια, ας συµβολίσουµε µε ∆Α την επιφάνεια του κύριου επιπέδου (ABC) και µε 

λx, λy και λz τα συνηµίτονα των γωνιών που σχηµατίζει η κύρια διεύθυνση QN µε τους άξονες 

x, y και z, αντίστοιχα. ∆ηλαδή, είναι ,   και . 

Τότε, οι επιφάνειες των υπολοίπων εδρών του τετραέδρου είναι ∆Α⋅λ

∧

= ),cos( xQNxλ
∧

= ),cos( yQNyλ
∧

= ),cos( zQNzλ

x, ∆Α⋅λy και ∆Α⋅λz. 

 

Εάν η εντατική κατάσταση στο σηµείο Q περιγράφεται από τις τάσεις σx, σy, σz, τxy, τyz 

και τzx, τότε οι δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε µία από τις τρεις παράλληλες προς τους 

άξονες έδρες του τετραέδρου προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουµε τις τάσεις που επενεργούν 

σε κάθε έδρα επί την αντίστοιχη επιφάνεια της έδρας, όπως δείχνει το Σχ. 14. Από την άλλη 

µεριά, η µόνη δύναµη που ασκείται στην έδρα (ABC) είναι η σ⋅∆Α. 
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Σχ. 14 

 

 

Το τετράεδρο πρέπει να βρίσκεται σε στατική ισορροπία κάτω από την επίδραση των 

δυνάµεων αυτών. Οι εξισώσεις ισορροπίας στο τετράεδρο έχουν ως εξής: 

 

ΣFx = 0 ⇒ σ⋅∆Α⋅λx – σx⋅∆Α⋅λx – τyx⋅∆Α⋅λy – τzx⋅∆Α⋅λz = 0 ⇒  

(σ – σx)⋅λx – τyx⋅λy – τzx⋅λz = 0         (13) 

 

ΣFy = 0 ⇒ σ⋅∆Α⋅λy – σy⋅∆Α⋅λy – τxy⋅∆Α⋅λx – τzy⋅∆Α⋅λz = 0 ⇒ 

– τxy⋅λx + (σ – σy)⋅λy – τzy⋅λz = 0        (14) 

 

ΣFz = 0 ⇒ σ⋅∆Α⋅λz – σz⋅∆Α⋅λz – τxz⋅∆Α⋅λx – τyz⋅∆Α⋅λy = 0 ⇒ 

– τxz⋅λx – τyz⋅λy + (σ – σz)⋅λz = 0        (15)

    

Οι Εξ.(13)-(15) είναι τρεις οµογενείς γραµµικές εξισώσεις ως προς τα λx, λy και λz. Η 

µόνη χρήσιµη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει µηδενίζοντας την ορίζουσα: 
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Η ανάπτυξη της ορίζουσας καταλήγει σε µία τριτοβάθµια εξίσωση ως προς την κύρια τάση σ 

της µορφής: 
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Οι τρεις ρίζες (λύσεις) της Εξ.(17) είναι οι τρεις κύριες τάσεις, σ1, σ2 και σ3. Ο 

υπολογισµός του προσανατολισµού των αντίστοιχων κύριων επιπέδων γίνεται 

αντικαθιστώντας κάθε µία από τις κύριες τάσεις στις Εξ.(13)-(15). Στη συνέχεια, οι Εξ.(13)-

(15) λύνονται ταυτόχρονα ως προς τα λx, λy και λz χρησιµοποιώντας και την βοηθητική σχέση 

. 1222 =++ zyx λλλ

 

Όσον αφορά τα επίπεδα στα οποία αναπτύσσονται οι µέγιστες διατµητικές τάσεις, όπως 

και στην περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης, έτσι και στη γενικευµένη 

τρισδιάστατη εντατική κατάσταση τα επίπεδα αυτά σχηµατίζουν γωνίες 45ο µε τα κύρια 

επίπεδα. Για παράδειγµα, το Σχ. 15 δείχνει τα επίπεδα όπου εµφανίζονται οι µέγιστες 

διατµητικές τάσεις σε ένα στοιχειώδη κύβο, του οποίου οι έδρες αντιστοιχούν µε τα κύρια 

επίπεδα. Όπως φαίνεται στο σχήµα, για κάθε ζεύγος κυρίων τάσεων υπάρχουν δύο επίπεδα 

µέγιστων διατµητικών τάσεων, τα οποία διχοτοµούν τις διευθύνσεις των κυρίων τάσεων 

(δηλαδή τις κύριες διευθύνσεις). 
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          Σχ. 15 

 

 

Οι τιµές των µέγιστων διατµητικών τάσεων υπολογίζονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, σύµφωνα µε τους ισχύοντες συµβολισµούς η σ1 είναι η 

αλγεβρικά µέγιστη κύρια τάση και η σ3 η αλγεβρικά ελάχιστη κύρια τάση. Έτσι, η µέγιστη 

διατµητική τάση, τmax, ισούται µε την τ2, αφού πρόκειται για την διαφορά της µέγιστης από 

την ελάχιστη κύρια τάση. Η µέγιστη διατµητική τάση έχει πολύ µεγάλη σηµασία στην θεωρία 

πλαστικότητας, καθώς και στις κατεργασίες διαµόρφωσης των µετάλλων (έλαση, βαθεία 

κοίλανση, κ.τ.λ.). 
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