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Εξισώσεις Bernoulli & Euler
κίνηση ρευστού 
κατά μήκος λεπτού 
ρευματικού 
σωλήνα

Για  u=0 (στατικό ρευστό)

𝑃 − σταθ = −𝜌𝑔𝑧 

1
2𝜌𝑢

2 + 𝜌𝑔𝑧 + 𝑃 = 𝜎𝜏𝛼𝜃 

1
2
𝑢2 + 𝑔𝑧 +

𝑃
𝜌
= σταθ 

𝑢2

2𝑔 + 𝑧 +
𝑃
𝛾 = σταθ 

διαιρώ με ρ

διαιρώ με g

𝐸1 =
1
2𝛥𝑚𝑢1

2 + 𝛥𝑚𝑔𝑧1 

𝐸2 =
1
2𝛥𝑚𝑢2

2 + 𝛥𝑚𝑔𝑧2 
𝛥𝛦 = 𝐸2 − 𝐸1 = 𝛥𝑊 

!" = $" ∙ &"'("  

!" = $" ∙ &"'(" 

Έργο που παράγεται
κατά τη μετακίνηση του 
όγκου ΔV στο κάτω άκρο
Έργο που καταναλώνεται
για  τη μετακίνηση του 
όγκου ΔV στο πάνω άκρο

1
2 #$%&

& + #$()& −
1
2 #$+,

& − #$(), = ., − .& 

= (𝑃1 − 𝑃2)𝛥𝑉 

1
2
#$
#% &'

' + #$
#% )*' −

1
2
#$
#% &,

' − #$#% )*, = .,− .' ⇒ 

1
2 #$%

& + #()% + *% =
1
2 #$&

& + #()& + *& = σταθ. 

Εξίσωση Bernoulli

A1 

 Δl1 Z1

A2 

 Δl2
Z2
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Σωματίδιο κινούμενο κατά 
μήκος μιας τροχιάς

2ος νόμος Νεύτωνα: ΣF = mα

(κατά τη διεύθυνση της εφαπτομένης της τροχιάς)

𝑝𝑑𝐴 − (𝑝 + 𝑑𝑃)𝑑𝐴 − 𝜌𝑔𝑑𝑆𝑑𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃 = (𝜌𝑑𝑠𝑑𝐴)𝛼 ⇒ 

−𝑑𝑃𝑑𝐴 − 𝜌𝑔𝑑𝑆𝑑𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃 = (𝜌𝑑𝑆𝑑𝐴)𝑎 

• 𝑎 = 𝑑𝑣
𝑑𝑡
= 𝜗𝑣

𝜗𝑆
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= 𝜗𝑣

𝜗𝑆
𝑣 

• 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝜗ℎ
𝜗𝑆

 
διαιρώ  
με dSdA

−
𝜗𝑃
𝜗𝑆

− 𝜌𝑔
𝜗ℎ
𝜗𝑆

= 𝜌𝑣
𝜗𝑣
𝜗𝑆

⇒ −
𝜗𝑃
𝜗𝑆

− 𝜌𝑔
𝜗ℎ
𝜗𝑆

= 𝜌
𝜗 )𝑣

2

2 ,

𝜗𝑆
 

διαιρώ με το ρ
⇒
𝑣2

2
+
𝑃
𝜌
+ 𝑔ℎ = σταθ. 

Εξίσωση Bernoulli

Συνολικό ύψος

1
2
𝑣2

𝑔 +
𝑃
𝛾 + ℎ = σταθ. 

Ενέργεια πίεσης ή 
Ενέργεια ροής

Πιεζομετρικό ύψος

Διαιρώντας 
με το g

1
2
𝑑(𝑣2) +

1
𝜌
𝑑𝑃 + 𝑔𝑑ℎ = 0 

Εξίσωση Euler 1)για μόνιμη ροή, 2)κατά 
μήκος μιας γραμμής ροής

⇒
𝜗
𝜗𝑆
$
𝑣2

2
+
𝑃
𝜌
+ 𝑔ℎ, = 0 

Επειδή η S είναι η 
μόνη ανεξάρτητη 
μεταβλητή η εξίσωση 
μπορεί να γραφεί

Προϋποθέσεις

1) Ιδανικό ρευστό
2) Μόνιμη ροή
3) Σταθ. Πυκνότητα κατά 

μήκος ροϊκής γραμμής

Οφείλεται στην κίνηση του ρευστού 
μεταξύ των 2 σημείων με διαφ. πίεσης. 
Δεν είναι ενέργεια που κατέχει το 
ρευστό. Είναι απλά ενέργεια
που  το ρευστό μπορεί να μεταφέρει 

Η εξίσωση δεν ισχύει 
όταν μια εξωτερική 
συσκευή (π.χ. αντλία) 
παράγει έργο στο 
ρευστό (προσθέτει/ 
αφαιρεί ενέργεια)
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Εξισώσεις Bernoulli & Euler

 
 
 
p
g

 (Ενέργεια πίεσης ή Ενέργεια ροής) : 

 
Οφείλεται στην κίνηση του ρευστού μεταξύ 2 σημείων με διαφορά πίεσης. Δεν είναι ενέργεια που 
κατέχει το ρευστό. Είναι απλά ενέργεια που το ρευστό μπορεί να μεταφέρει.  
 
p h
g
+  (Πιεζομετρικό ύψος)  

 
Προϋποθέσεις :   1) Ιδανικό ρευστό  

2) Μόνιμη ροή  
3) Σταθερή Πυκνότητα κατά μήκος  ροικής γραμμής  

 
Η Εξίσωση δεν ισχύει όταν μη εξωτερική συσκευή ( π.χ.αντλία ) παράγει έργο στο ρευστό 
(προσθέτει /αφαιρεί ενέργεια )  

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =
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Εφαρμογή - Ανυψωτική δύναμη αεροπλάνου 
Μεγάλη ταχύτητα (μικρή πίεση) (μέγιστη πυκνότητα ρευματικών γραμμών) 
 
Μικρή ταχύτητα (μεγάλη πίεση) (μικρή πυκνότητα ρευματικών γραμμών) 
 

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =  

 
Για h : σταθερό (κίνηση αεροπλάνου ) 
 
Η ταχύτητα ελαττώνεται όταν αυξάνει η πίεση κατά μήκος μιας ρευματικής 
γραμμής 
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21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =
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21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =
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𝑢12

2𝑔 +
𝑃1
𝛾 + ℎ1 =

𝑢22

2𝑔 +
𝑃2
𝛾 + ℎ2 

𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃𝑎𝑡𝑚  

ℎ1 = ℎ + 1,2 

ℎ2 = 0,6 

⇒
2,42

19,6 + ℎ + 1,2 =
122

19,6 + 0,6 

⇒ ℎ = 6,46𝑚 

h

1,2 m

0,6 m

U=2,4m/s
Χοάνη

U=12m/s
Να βρεθεί η υψομετρική διαφορά h
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Αρχή διατήρησης της μάζας

Εξίσωση συνέχειας
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Ειδικές μορφές της ολοκληρωμένης εξίσωσης συνέχειας

2221112211

1 2

00)( AAdAudAudA
A AEE

uunu rrrrr òò òòòò =Þ=+-Þ=×

0)( =×òò dA
EE

nur

Μόνιμη ροή
Η πυκνότητα και οι υπόλοιπες δραστηριότητες του ρευστού δεν μεταβάλλονται με το χρόνο και η εξίσωση 
συνέχειας απλοποιείται στη μορφή:

αν ροή ρευστού σε αγωγό μεταβλητής διατομής τότε:

Μόνιμη και Ασυμπίεστη ροή

2211222111 AAAA uuuu =Þ= rr
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Αρχή Διατήρησης της Μάζας
Για μόνιμη ροή (πυκνότητα και ιδιότητες δεν μεταβάλλονται με το χρόνο)
Για ασυμπίεστη ροή (πυκνότητα ρευστού σταθερή)

Σε Δt περνά από Α1 όγκος Α1u1Δt
»         »        Α2 »     Α2u2Δt

Εξίσωση συνέχειας

Ολοκληρωμένη Εξίσωση Συνέχειας

Εξίσωση συνέχειας!
Ρυθµός	Εισροής
𝜇ά𝜁𝛼𝜍	𝜎𝜏𝜂𝜈	𝛦𝛦

9 − !
Ρυθµός	Εκροής
𝜇ά𝜁𝛼𝜍	𝜎𝜏𝜂𝜈	𝛦𝛦

9 +"
Ρυθµός	Συσσώρευσης

𝜇ά𝜁𝛼𝜍	𝜎𝜏𝜂𝜈	𝛰𝛦
; = 0 ⇒ " 𝜌(𝑢& ∙ 𝑛&)𝑑𝐴 +

𝜗
𝜗𝑡

" 𝜌𝑑𝑉
𝑂𝐸

= 0
𝛦𝛦

 

𝜌̅ ∶ 𝜇έ𝜎𝜂	𝜋𝜐𝜅𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼 

Μόνιμη ροή: 𝜗
𝜗𝑡
#𝜌 ∙ 𝑑𝑉
𝑂𝐸

= 0 ⇒ 𝜂	𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂	𝜎𝜐𝜈έ𝜒𝜀𝜄𝛼𝜍	𝛾ί𝜈𝜀𝜏𝛼𝜄	(𝛽𝜆. 𝛴𝜒ή𝜇𝛼) 

!𝜌1(𝑢1&&& ∙ 𝑛1&&&)𝑑𝐴 +
𝛢1

. 𝜌2(𝑢2&&& ∙ 𝑛2&&&)𝑑𝐴 = 0
𝐴2

 ⇒"−𝜌1𝑢1𝑑𝐴 +"𝜌2𝑢2𝑑𝐴 = 0
𝐴2𝐴1

 ⇒ 𝜌1$$$	𝑢1$$$𝐴1 = 𝜌2$$$	𝑢2$$$𝐴2 

Μόνιμη και ασυμπίεστη 𝜌1 = 𝜌2 ⇒ 𝑢1'''𝐴1 = 𝑢2'''𝐴2 

O.E.

A1

V1

u1n1

A2

V2

n2 u2

!̇ = $ %('(⃗ ∙ +(⃗ )-.
/
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Χωρικές – χρονικές ταξινομήσεις

l Σταθερό – μη σταθερό

l Ομοιόμορφη – μη ομοιόμορφη

Χρονική μεταβολή

Χωρική μεταβολή
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O.E.
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O.E.



ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 16

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =

⇒ 2ℎ$ %& '
(

)
= −,2- ./ 0 '

1

2
 

𝛽)	$𝜌(𝑢2𝑛2)𝑑𝐴
𝛦𝛦

+
𝜗
𝜗𝑡
0𝜌𝑑𝑉
𝑂𝐸

= 0 ⇒ 

⇒ 𝜌𝑢2𝑆 +
𝑑𝑚
𝑑𝑡

= 0 ⇒ 𝜌𝑆$2𝑔ℎ + 𝜌𝛢
𝑑ℎ
𝑑𝑡

= 0 ⇒
1
√ℎ

𝑑ℎ = −(2𝑔
𝑆
𝐴
𝑑𝑡 ⇒ 

⇒ "ℎ−1 2' 𝑑ℎ = −*2𝑔
𝑆
𝐴
"𝑑𝑡 ⇒ "𝑦 − √ℎ = −

𝑆
2𝐴"2𝑔𝑡 

⇒ "𝑦 = √ℎ −
𝑆
2𝐴"

2𝑔𝑡 ⇒ 𝑦 = -√ℎ −
𝑆
2𝐴"

2𝑔𝑡.
2

 

α)	
1
2
𝜌𝑢12 + 𝜌𝑔ℎ + 𝑃1 =

1
2
𝜌𝑢22 + 𝜌𝑔ℎ′ + 𝑃2 ⇒ 𝜌𝑔ℎ =

1
2
𝜌𝑣22 ⇒ 𝑢2 = *2𝑔ℎ 

Patm h΄ = 0 Patm

Ίδια ταχύτητα με εκείνη που θα είχε αν 
έπεφτε από ύψος h (Θεώρημα Toricelli)

𝛾)	𝛨	𝛿𝜀𝜉𝛼𝜇𝜀𝜈ή	𝛼𝛿𝜀𝜄ά𝜁𝜀𝜄	ό𝜏𝛼𝜈	𝑦 = 0	 ⇒ √ℎ =
𝑆
2𝐴'2𝑔𝑡 ⇒ 𝑡 =

√ℎ ∙ 2𝐴
𝑆'2𝑔

 ⇒ " = $ ℎ
2'

2(
)  

u1=0 
= 0
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Ο υψηλότερος πίδακας του κόσμου (Fountain Hills, Arizona) πετάει το νερό σε ύψος 170m με ρυθμό 26 
m3/min. 
1) Πόση είναι η ταχύτητα ροής στη βάση;
2) Σε ύψος 100m;
3) Πόση είναι η ακτίνα της υδάτινης στήλης στη βάση/ σε ύψος 100m;
Υποθέσεις: α) Ροή σταθερή, ασυμπίεστη.

β) Το νερό που πέφτει πίσω στο έδαφος δεν εμποδίζει το ανερχόμενο νερό.
γ) Αμελήστε τις τριβές.

1) 1
2
𝑚𝑢02 = 𝑚𝑔ℎ ⇒ 𝑢0 = +2𝑔ℎ = √2 ∙ 9,8 ∙ 170 ⇒ 𝑢0 = 58𝑚 𝑠⁄  

2) #$%&
$ + %(ℎ = #

$%&+
$					 ⇒ ! = #!!" − 2&ℎ = (58" − 2 ∙ 9,8 ∙ 100 ⇒ 𝑢 = 37𝑚 𝑠⁄  

26
60
𝑚3

𝑠' = 𝐴0 ∙ 58𝑚 𝑠⁄  3) 𝑄 = 𝐴0𝑢0 ⇒ 26 𝑚3

𝑚𝑖𝑛
= ⇒ 𝐴0 = 7,47 × 10−3𝑚2 = 𝜋𝑅02 ⇒ 

⇒ 𝑅0 = 0,049𝑚 

𝐴0𝑢0 = 𝐴1𝑢1 ⇒ 𝜋𝑅02 ∙ 𝑢0 = 𝜋𝑅12 ∙ 𝑢1 ⇒ 0,0492 ∙ 58 = 𝑅12 ∙ 37 ⇒ 𝑅1 = 0,061𝑚 

Το στένεμα μιας στήλης νερού όπως 
κατέρχεται φαίνεται καλύτερα σε μια 
βρύση που ρέει νερό 

Στενή Ταχ. Μεγάλη 

x

Φαρδαίνει Μικραίνει

Κορυφή

Βάση
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Μετρητής ροής Venturi διαστάσεων που δίνονται στο Σχήμα 
χρησιμοποιείται για τη μέτρηση παροχής H2O
γ = 1.000 kp/m3

γΗg = 13.600 kp/m3

Να υπολογιστεί η παροχή 

(1),	(2)	⇒
𝑢42 − 𝑢12

2𝑔
= 𝑦4 − 𝑦1 + 5,67 + 𝑦1 − 𝑦4 = 5,67 

𝑄 = 𝑢1𝐴1 ⇒ 𝑢1 =
𝑄
𝐴1

=
𝑄

𝜋 ∙ (0,05)2
 

𝑄 = 𝑢4𝐴4 ⇒ 𝑢4 =
𝑄
𝐴4

=
𝑄

𝜋 ∙ (0,02)2
 

𝑄2
𝜋2(0,02)4 −

𝑄2
𝜋2(0,05)4

2𝑔
= 5,67 

𝑄 = 1,34 × 10−2 𝑚
3
𝑠-  

Σχέση	Bernoulli:	
𝑃1
𝛾
+ 𝑦1 +

𝑢12

2𝑔
=
𝑃4
𝛾
+ 𝑦4 +

𝑢42

2𝑔
 ⇒

𝑢42 − 𝑢12

2𝑔
=
𝑃1 − 𝑃4
𝛾

+ 𝑦1 − 𝑦4 (1)

𝑃1 − 𝑃2 = −𝜌𝑔(𝑦1 − 𝑦2) = −𝛾(𝑦1 − 𝑦2) 

𝑃2 − 𝑃3 = −𝜌𝑔(𝑦2 − 𝑦3) = −𝛾𝐻𝑔(𝑦2 − 𝑦3) 

𝑃3 − 𝑃4 = −𝜌𝑔(𝑦3 − 𝑦4) = −𝛾(𝑦3 − 𝑦4) 

𝑃1 − 𝑃4 = −𝛾𝑦1 + 𝛾𝑦2 − 𝛾𝛨𝑔𝑦2 + 𝛾𝛨𝑔𝑦3 − 𝛾𝑦3 + 𝛾𝑦4 ⇒
𝑃1 − 𝑃4
𝛾

= 𝑦4 − 𝑦1 − 𝑦3 +
𝛾𝐻𝑔
𝛾
𝑦3 

⇒
𝑃1 − 𝑃4
𝛾

= (𝑦4 − 𝑦1) + (5,67) (2)

10 cm

4 cm

45 
cm

y=0 (2)

(4)

(1)

H2O

Hg

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =



ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 20

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =



Προβλέποντας τη σπηλαίωση

ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 21
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Αρχή διατήρησης της …
𝑑𝑚
𝑑𝑡 =

𝜗
𝜗𝑡& 𝜌

𝑂𝐸
𝑑𝑉 + & 𝜌

𝐸𝐸
𝑢-𝑑𝐴̅ Αρχή Διατήρησης της Μάζας

!
Ρυθµός	αυξήσεως
της	ιδιότητας	Ν
του	συστήµατος

5 = !
Ρυθµός	αυξήσεως

της	Ν
µέσα	στον	ΟΕ

7 + 9
Ρυθµός	συνολικής
εκροής	της	Ν
δια	της	ΕΕ

? 

Ν: ιδιότητα
n: τιμή του Ν ανά μονάδα μάζας

𝑑𝑁
𝑑𝑡 =

𝜗
𝜗𝑡 & 𝑛𝜌𝑑𝑉

𝑂𝐸
+ & 𝑛𝜌𝑢.𝑑𝐴̅

𝐸𝐸
 

Σ" = $(&')
$) = *

*)+ ,(-.)$/
01

++ ,-(-.)$3
11

 Αρχή Διατήρησης της Ορμής
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Αρχή διατήρησης της ορμής
Αρχή Διατήρησης της Ορμής

!" = $(&')
$) = *

*)+ ,('- ∙ /-)$0
12

+ + ,'-('- ∙ /-)$4
22

 

Για μόνιμη ροή 
0 Η ανυσματική αυτή σχέση 

μπορεί να εφαρμοστεί για 
οποιαδήποτε συνιστώσα

!Η	συνισταµένη	δύναµησε	έναν	όγκο	ελέγχου 6 = "
Με	τον	ρυθµό	αύξησης	της

γραµµικής	ορµής	
στον	όγκο	ελέγχου

; +"
τη	συνολική	εκροή
	της	γραµµικής	ροής	

από	την	επιφάνεια	ελέγχου
: 

𝛴𝐹𝑥 =
𝜗
𝜗𝑡' 𝜌𝑢𝑥𝑑𝑉

𝑂𝐸
+ ' 𝜌𝑢𝑥𝑢/⃗ 𝑛/⃗ 𝑑𝐴

𝐸𝐸
⇒ 

⇒ 𝐹𝑥 = 𝜌1𝑢𝑥1(−𝑢1)𝐴1 + 𝜌2𝑢𝑥2𝑢2𝐴2 ⇒ 
⇒ 𝐹𝑥 = 𝜌2𝐴2𝑢2𝑢𝑥2 − 𝜌1𝐴1𝑢1𝑢𝑥1 ⇒ 

𝜅𝛼𝜄	𝜀𝜋𝜀𝜄𝛿ή 
!" = !$ = !̇ 		⇒ (")" = ($)$ = () 

⇒ 𝜌1𝑢1𝐴1 = 𝜌2𝑢2𝐴2  
⇒ 𝐹𝑥 = 𝜌𝑄(𝑢𝑥2 − 𝑢𝑥1) 
𝐹𝑦 = ⋯ 
𝐹𝑧 = ⋯ 

𝛴𝐹 = 𝜌𝑄(𝑢2 − 𝑢1) 

𝛴𝐹 = 𝑚̇(𝑢2 − 𝑢1) 

A2

u2

ux2Fx

ux1

u1

A
1

x

0 για μόνιμη ροή 
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Αρχή διατήρησης της ορμής
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Αρχή διατήρησης της ορμής

Όταν η ταχύτητα 
σε μια διατομή 
μεταβάλλεται

μπορεί να χρησιμοποιηθεί η 
Μέση Ταχύτητα με την εισαγωγή ενός 
συντελεστή διορθώσεως της ορμής β

! 𝜌𝑢𝑣2𝑑𝐴
𝐴

= 𝛽𝜌𝑢𝜇2𝛢 ⇒ 𝛽 =
1
𝛢! .

𝑢
𝑢𝜇
/
2

𝑑𝐴
𝛢

 πάντα ≥1

𝛽 =
4
3 %

για	στρωτή	ροή
σε	κυκλικό	αγωγό5 𝛽 = 1$

για
τυρβώδη	ροή2 
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Δύναμη που ασκεί πίδακας σε ακίνητη πλάκα

𝑄0 = 𝑄1 + 𝑄2 ⇒ 𝐴0 = 𝐴1 + 𝐴2 

𝑄0 = 𝑄1 + 𝑄2 
⇒ "#!$!%&'( = "#!*" − "#!*# ⇒ !!"#$% = !" − !# 

𝑄1 =
𝑄0
2
(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑄2 =
𝑄0
2 (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

 

Η δύναμη που ασκείται στην πλάκα θα είναι ίση και αντίθετη με τη δύναμη στήριξης F.
𝛴𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝐹 +( 𝜌

𝐸𝐸
𝑢𝑦𝑢,⃗ 𝑛,⃗ 𝑑𝐴 = 0 ⇒ 𝐹 + 𝜌(−𝑢0𝑠𝑖𝑛𝜃)(−𝑢0)𝐴0 = 0 ⇒ 𝐹 + 𝜌𝑢0𝐴0𝑢0𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒ 

⇒ 𝐹 = −𝜌𝑄0𝑢0𝑠𝑖𝑛𝜃 ή	𝐹 = −𝑚̇𝑢0𝑠𝑖𝑛𝜃 To (-) δείχνει ότι είναι αντίθετης φοράς από την F

Ρευστό εκρέει από μια σχισμή και 
προσκρούει σε λεία κεκλιμένη πλάκα.
Πως διαχωρίζεται η ροή; (παροχετευτικά)
Ποια δύναμη ασκείται στην πλάκα;

!"! =	% 	
""

&'!(')⃗ +)⃗ )-. = (#$!$!%") + (#(−$!)$!%#) + (#$!)*+,(−$!)-!) = 0 
Α1 Α2 Α0

!!
" + 12&!

" = !"
" + 12&"

" ⇒ &! = &" 

𝑃0
𝜌
+
1
2
𝑢02 =

𝑃1
𝜌
+
1
2
𝑢12 ⇒ 𝑢0 = 𝑢1 

⇒ 𝜌𝑢0𝐴0 = 𝜌𝑢0𝐴1 + 𝜌𝑢0𝐴2 

A
0

u
0

θ

y x

F

A1
u0

A2
u0

Επιφάνεια 
Ελέγχου

21 .
2
u p h
g

staq
g

+ + =
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Οι δυνάμεις που τείνουν να 
ανεβάσουν τον πύραυλο είναι:
1) Η αντίδραση της δύναμης πίεσης 

των καυσαερίων  

2) Η αντίδραση της ορμής των 
καυσαερίων 

ταχύτητα εξόδου 
καυσαερίων

Οι δυνάμεις που τείνουν να τον 
κατεβάσουν είναι:
1) το Βάρος Β = Μ · g
2) η Αντίσταση R

ΑΡΑ

𝐹𝑃 = (𝑃𝑎 − 𝑃0)𝐴0 

πίεση καυσαερίων - ατμοσφαιρική πίεση =

Εμβαδόν Βάσης

𝐹𝜊𝜌𝜇 ή𝜍 =
𝛥𝐽
𝛥𝑡 =

𝛥𝑚
𝛥𝑡

(𝑢𝑎 − 𝑢) = 𝑚̇𝑢𝜎𝜒𝜀𝜏 . 
ταχύτητα 
πυραύλου

ρυθμός εξόδου 
καυσαερίων

(𝛭 = 𝛭0 − 𝑚̇𝑡) 

!"! = "" = (%# − %$)($ + *̇,%&'(. −-. − / 

Fuel

Fπ 
Προωθητική 

Δύναμη 
Πυραύλου

Αντίσταση

Fp
Δύναμη
Πίεσης 

καυσαερίου

Βάρος

μανομετρική πίεση 
των καυσαερίων
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Οι δυνάμεις που τείνουν να ανεβάσουν τον πύραυλο είναι:

1. Η αντίδραση της δύναμης πίεσης των καυσαερίων με μέτρο Fp

2. Η αντίδραση της ορμής των καυσαερίων με μέτρο Fορμής

Να τον κατεβάσουν είναι το βάρος του Β=Μg και η αντίσταση του αέρα R

Προωθητική Δύναμη Πυραύλου

FΠ (Προωθητική Δύναμη)
Η αρχική προωθητική δύναμη 
είναι αριθμητικά ίση με μια 
εξωτερική δύναμη FΠ  που πρέπει 
να ασκείται στον πύραυλο για να 
αιωρείται ακίνητος

𝐹𝑃 = (𝑃𝑎 − 𝑃0)𝐴0 

μανομετρική πίεση 
των καυσαερίων

Εμβαδόν 
Βάσης Ατμοσφαιρική

Πίεση 
καυσαερίου

𝑚	̇ ρυθµός	εξόδου	των	καυσαερίων 

Έ𝜎𝜏𝜔	𝑢𝑎η	ταχύτητα	εξόδου	των	καυσαερίων 
𝑢	η	ταχύτητα	του	πυραύλου 

Μάζα 
πυραύλων𝐹𝜊𝜌𝜇 ή𝜍 =

𝛥𝐽
𝛥𝑡
=
𝛥𝑚
𝛥𝑡

(𝑢𝑎 − 𝑢) = 𝑚̇𝑢𝜎𝜒𝜀𝜏  
𝐹𝜊𝜌𝜇 ή𝜍 = 𝐹𝜋 − 𝐹𝑃 ⇒ 𝐹𝜋 = 𝐹𝜊𝜌𝜇 ή𝜍 + 𝐹𝑃 𝐹𝜋 = (𝑃𝑎 − 𝑃0)𝐴0 + 𝑚̇𝑢𝜎𝜒𝜀𝜏 − 𝑀𝑔 − 𝑅 

Από αθροίσεις δυνάμεων στον 
κατακόρυφο άξονα

όπου	𝑀 = 𝑀0 − 𝑚̇𝑡 

μπορούμε να 
λάβουμε υπόψη 
και την 
αντίσταση R

Fuel

Fp 
Δύναμη
Πίεσης 

καυσαερίου

Β R(αντίσταση)
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𝛴𝐹𝑥 = 𝐹𝛱 = (𝑃𝑎 − 𝑃0)𝐴0 + 𝑚̇𝑢𝜎𝜒𝜀𝜏 . − 𝑀𝑔 − 𝑅 
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Η εξίσωση της ορμής για τη λειτουργία της έλικας

Η έλικα μεταβάλλει την ορμή του ρευστού που είναι 
βυθισμένη και έτσι αναπτύσσεται ώθηση που 
χρησιμεύει για την πρόωση.
(1) έλικα σταθερή σε ρέον ρευστό
(2) έλικα κινούμενη με ταχύτητα u1

Σχετική κίνηση ΙΔΙΑ
και στις 2 
περιπτώσεις

l Η ροή στη διατομή (1) δεν επηρεάζεται από την έλικα
l Η ορμή του ρευστού αυξάνει καθώς περνά από την έλικα       αύξηση ταχύτητας

μείωση της διατομής (εξίσωση  συνέχειας)
l Η ταχύτητα δεν μεταβάλλεται μεταξύ (2) και (3)
l Η πίεση στο (1) και (4) είναι αυτή του αδιατάραχτου ρευστού

⇒ 𝐹 = 𝜌𝑢1(−𝑢1)𝛢1 + 𝜌𝑢4(𝑢4)𝛢4 
𝜌𝑢1𝛢1 = 𝜌𝑢4𝛢4 
𝜌𝑄1 = 𝜌𝑄4 = 𝜌𝑄 

⇒ 𝜌 ∙ 𝛢 ∙ 𝑢(𝑢4 − 𝑢1) = (𝑃3 − 𝑃2)𝐴 ⇒ 𝜌 ∙ 𝑢(𝑢4 − 𝑢1) = 𝑃3 − 𝑃2 (1)

Η αντίδραση της οποίας κινεί την έλικα και το 
προσδεδεμένο σώμα (αεροπλάνο) κατά την 
αντίθετη φορά  

l F: δύναμη που ασκείται από την έλικα στο ρευστό
l Πίεση αμετάβλητη στην επιφ. ελέγχου

u1

1

2 3

4

u4

P2
P3

F

u

Εξίσωση	ορµής	𝛴𝐹 =
𝜗
𝜗𝑡 2 𝜌𝑢

𝑂𝐸

𝑑𝑉 + 2 𝜌𝑢𝑢:
𝐸𝐸

𝑑𝐴 
0

𝑄 = 𝐴 ∙ 𝑢 

𝐹 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1) 
𝛦𝜋ί𝜎𝜂𝜍	𝐹 = (𝑃3 − 𝑃2)𝐴 ⇒ 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1) = (𝑃3 − 𝑃2)𝐴 

Εμβαδόν έλικας

P1= P4 = Patm



ΔΠΘ-ΜΠΔ Μηχανική Ρευστών 31

Εξισώσεις 
Bernoulli

Διατομή 1 – 2 
Διατομή 3 – 4 

(2)

𝑃1 +
1
2
𝜌𝑢12 = 𝑃2 +

1
2
𝜌𝑢22 

𝑃3 +
1
2
𝜌𝑢32 = 𝑃4 +

1
2
𝜌𝑢42 

𝑃1 +
1
2
𝜌𝑢12 + 𝑃3 +

1
2
𝜌𝑢32 = 

= 𝑃2 +
1
2
𝜌𝑢22 + 𝑃4 +

1
2
𝜌𝑢42 ⇒ 

⇒ 𝑃3 − 𝑃2 = 𝜌(𝑢42 − 𝑢12)
1
2
⇒ 

𝑃3 − 𝑃2 =
1
2
𝜌(𝑢4 − 𝑢1)(𝑢4 + 𝑢1) 

(1), (2) ⇒ '(((! − (") =
1
2'((! − (")((! + (") ⇒ 𝜐 =

𝜐1 + 𝜐4
2

 

Θεώρημα Froude

Η ταχύτητα στην έλικα είναι ο Μ.Ο. 
των ταχυτήτων πριν και μετά

Λόγω συμπιεστότητας η απόδοση της έλικας 
μειώνεται σε υ > 600 km/hr

Συνήθης απόδοση: 80–85%
Έλικας πλοίων: ~60% λόγω 
περιορισμών στη διάμετρο

Απορροφούμενη Ισχύς
που απαιτείται για την 
αύξηση της ταχύτητας 
από υ1 σε υ4

ή 
το αποδιδόμενο έργο συν την 
κινητική ενέργεια ανά μονάδα 
χρόνου που παραμένει στη δέσμη 

=
1
2
𝜌𝑄(𝑢42 − 𝑢12) = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1)𝑢1 +

1
2
𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1)2 

!έ#$%&' =
)*(,- − ,/),/

)*(,- − ,/),/ + 12 )*(,- − ,/)4
 =

𝑢1

𝑢1 +
1
2 (𝑢4 − 𝑢1)

=
2𝑢1

𝑢4 + 𝑢1
=
𝑢1
𝑢

 

Αν	𝛥𝑢 = 𝑢4 − 𝑢1 ⇒ 𝑛 =
𝑢1

𝑢1 +
𝛥𝑢
2

 δηλαδή ο μέγιστος βαθμός απόδοσης 
επιτυγχάνεται με μια έλικα που 
αυξάνει την ταχύτητα της δέσμης κατά 
το ελάχιστο δυνατό 

= "
ώθηση
της
έλικας

. × "
ταχύτητα

της
έλικας

. 
Αποδιδόμενο έργο
ανά μονάδα χρόνου ⇒ Ισχύς = 𝐹𝑢1 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1)𝑢1 

Μεταβολή κινητικής ενέργειας 
ανά μονάδα χρόνου

u1

1

2 3

4

u4

P2
P3

F

u
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Ένα αεροπλάνο πετά με ταχύτητα 400 km/hr σε ήρεμο αέρα (γ = 12 Ν/m3), και η εκροή αέρα από 
τις δυο έλικές του διαμέτρου 2,25 m είναι 1.000 m3/s. Να βρεθούν: 
1) Ο θεωρητικός βαθμός απόδοσης
2) Η ώθηση
3) Η διαφορά πιέσεως δια μέσω των ελίκων
4) Η απαιτούμενη θεωρητική ισχύς
Λύση

1) 𝑢1 = 400 𝑘𝑚
ℎ

1000𝑚
1	𝑘𝑚

1ℎ
3600𝑠

= 111𝑚 𝑠⁄  

Παροχή	αέρα
έλικα, = 500𝑚

3
𝑠,  ⇒ 𝑢 =

𝑄
𝐴
=
500𝑚

3
𝑠+

𝜋
4 (2,25)

2
⇒ 𝑢 = 126𝑚 𝑠⁄  𝑛𝜀𝜆𝜄𝜅 . =

𝑢1
𝑢
=
111
126

= 88% 

2) Η	ώθηση	που	δηµιουργείται	από	τις	έλικες	είναι: 𝐹 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1) = (𝑃3 − 𝑃2)𝐴 

Επειδή	𝑢 =
𝑢1 + 𝑢4

2
⇒ 𝑢4 = 2𝑢 − 𝑢1 ⇒ 𝜐4 = 2 × 126 − 111 = 141𝑚 𝑠⁄  

Άρα	𝐹 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1) =
12$ %&'
9,8% +,'

-1000%3 +' 0(141− 111)% +⁄ = 36.500$ 

3) Η	διαφορά	πιέσεως	είναι: 𝐹 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1) = (𝑃3 − 𝑃2)𝐴 ⇒ 𝑃3 − 𝑃2 = 𝜌
𝑄
𝐴
(𝑢4 − 𝑢1) = 𝜌𝑢(𝑢4 − 𝑢1) 

𝑃3 − 𝑃2 =
12𝛮 𝑚3)

9,8𝑚 𝑠2)
(126𝑚 𝑠⁄ )(141 − 111)𝑚 𝑠⁄  = 4.600𝑁 𝑚2)  

4) Ισχύς = 𝐹𝑢1 = 𝜌𝑄(𝑢4 − 𝑢1)𝑢1 

𝛢𝜋ό𝛿𝜊𝜎𝜂 = 88% 
⇒ 𝛩𝜀𝜔𝜌𝜂𝜏𝜄𝜅ή	𝛪𝜎𝜒ύ𝜍 =

𝛪𝜎𝜒ύ𝜍
𝛢𝜋ό𝛿𝜊𝜎𝜂

=
𝐹𝑢1
𝑛

= 36.500𝑁 ∙ 111
𝑚 𝑠⁄

0,88
= 

= 4.603.977𝑊 = 4.604𝑘𝑊	 


