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• Λαμβάνονται υπόψη οι απώλειες 
ενέργειας

• Eνιαία ταχύτητα σε όλη τη 
διατομή και θεώρηση 
συντελεστή διόρθωσης κινητικής 
ενέργειας

• Αρχικά σε όγκο ελέγχου
• Σε διακλαδιζόμενους αγωγούς 

δεν συμπίπτουν γενικά οι δύο 
εξισώσεις (βλ επόμενη 
διαφάνεια)

• Συμπίπτουν θεωρώντας στους 
κόμβους ταυτόσημο ύψος 
ενέργειας και συνεπώς 
αμελητέες τοπικές απώλειες



σε διακλαδιζόμενους αγωγούς

Εισροή 
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σε διακλαδιζόμενους αγωγούς, μικρά 
μήκη

Πιο σωστά 
αV^2/2g

Συντελεστής 
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Εξίσωση ενεργείας και εξίσωση 
Bernoulli

Νουτσόπουλος και Χριστοδόλου, 1995



Κοινό ύψος ενεργείας στους κόμβους

• Αμελώντας λοιπόν τις τοπικές απώλειες στους 
κόμβους προέκυψε  ότι τα ύψη ενέργειας 
πέριξ των κόμβων είναι τα ίδια επομένως, 
μπορεί να θεωρηθεί συνέχεια υψών 
ενέργειας στους κόμβους (ένα ύψος 
ενέργειας στους κόμβους ) γεγονός που μας 
οδηγεί στη χρήση των ροϊκών γραμμών για 
την εφαρμογή της ΓΡ



ΑΔΕ: σε γραμμή ροής ερμηνεία κατά 
Δημητρίου, 2003

Επομένως, σε κόμβους θεωρείτε κοινό 
ύψος ενέργειας

Στο παρακάτω σχήμα στον κόμβο 
υπάρχει κοινό ύψος ενέργειας.

Ο όγκος αναφοράς μεταξύ εισροής και 
εκροής χωρίζεται σε δύο αυθαίρετα 
τμήματα  (που αντιστοιχούν στους 
όγκους εκροής) από μία επιφάνεια με 
μηδενική τριβή.  

Με αυτήν τη προσέγγιση 
εφαρμόζονται δύο διαφορετικές 
εξισώσεις ενέργειας σαν δύο 
διαφορετικούς ροϊκούς σωλήνες (δλδ
σε γραμμές ροής, διάβαζε τροχιά για 
μόνιμη ροή) (αντί του εξίσωσης 
εισροών και εκροών ενέργειας)

(Δημητρίου, 2003)





Ρητή σχέση απωλειών ενέργειας-
παροχής, ένας αγωγόςμόνο γραμμικές 

απώλειες

Άρα είναι μία 
ακριβής και όχι 
προσεγγιστική 

εξίσωση





Εφαρμογή 1: Ένας αγωγός 10Κm μήκους, 300mm διαμέτρου, τραχύτητας k=1 mm, 
μεταφέρει νερό από μία δεξαμενή  Α (που η επιφάνεια του νερού έχει σταθερό 
υψόμετρο +850m) σε μία άλλη δεξαμενή Β  (που η επιφάνεια του νερού έχει σταθερό 
υψόμετρο +700m). Nα προσδιορισθεί η παροχή του νερού από την δεξαμενή Α στην 

δεξαμενή Β. ν=1.1310-6m2/s (κινηματικό ιξώδες) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση: 
(Α΄ τρόπος επίλυσης – Ευθεία μέθοδος) 
 
Εφαρμόζοντας την εξίσωση Bernoulli μεταξύ των θέσεων Α, Β προκύπτει: 
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όπου pA=0, pB=0, vA=0, vB=0 (ελεύθερη επιφάνεια) 
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Όπου D=0.3m, k=0.03mm, L=10000m και ν =1.1310-6m2/s. 
 
Συνεπώς: 
 
V=1.18m/s,  
 
καταλήγοντας για την παροχή: 
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Σχήμα ?: Διάταξη εφαρμογής  για την εύρεση του ύψους απωλειών 
 
 

2ο βασικό πρόβλημα της 
υδραυλικής

Επίλυση για ένα μόνο 
αγωγό  και χωρίς τοπικέ 

απώλειες
(β τρόπος χωρίς δοκιμές)



Σε πρόβλημα δύο δεξαμενών γνωρίζουμε ότι η υψομετρική 
διαφορά είναι ίση με το σύνολο των απωλειών ενέργειας (από 

ΑΔΕ)
Επομένως,  στο 2 βασικό πρόβλημα της Υδραυλικής μπορούμε 

να χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω ρητή σχέση για τον 
προσδιορισμό της 

παροχής, όταν:
•Υπάρχει ένας μόνο αγωγός διαμέτρου D
•μόνο γραμμικές απώλειες  προσδιορίζονται (π.χ. οι τοπικές 
λαμβάνονται έμμεσα υπόψη με προσαύξηση της τραχύτητας)
• Συνήθης περίπτωση της τυρβώδους ροής σε αγωγό
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Σχήμα ?: Διάταξη εφαρμογής  για την εύρεση του ύψους απωλειών 
 
 



Τσακίρης και Σπηλιώτης, 
2011

Μόνο για τυρβώδη ροή 
θεωρώντας αμελητέες 

τοπικές απώλειες ενέργειας
Αποφεύγω τις δοκιμές



Διαφορετικά για κάθε κλάδο θα πρέπει να κάνω δοκιμές



ς

Σε αυτά τα 
προβλήματα 
θεωρώ ότι η 
πιεζομετρική
γραμμή είναι 

περίπου 
ταυτόσημη με τη 
γραμμή ενέργειας

Τσακίρης και Σπηλιώτης, 2010

H γραμμή ενέργειας 
άρχεται από την 

ελεύθερη επιφάνεια 
της δεξαμενής και 
καταλήγει πάλι σε 

ελεύθερη επιφάνεια 
άλλης δεξαμενής –

αμελητέες οι τοπικές 
απώλειες και τα ύψη 
κινητικής ενέργειας





ΑΔΕ (3 κλάδοι, 3 φορές)

ΗΑ = ΗΒ +σℎ𝑓
zA= (ℎ𝑝,𝑘+𝑧𝑘) +σℎ𝑓

Έ𝜎𝜏𝜔 𝐽 = (ℎ𝑝,𝑘+𝑧𝑘) = άγνωστος=Π.ΓΚ≈Γ.ΕΚ

σ𝒉𝒇= zA -J



Από την εξίσωση ενέργειας μεταξύ δεξαμενών  
και διακλάδωσης προσδιορίζεται το ύψος 

γραμμικών απωλειών-αμελούνται οι οι τοπικές



Ρητή σχέση απωλειών ενέργειας-
παροχής, ένας αγωγός, μία διάμετρος 

μόνο γραμμικές απώλειες

ΑΔΕ
σ𝒉𝒇= zA -J



To νερό είναι «έξυπνο»



Κλειδί

• Υπόθεση για το ύψος πιεζομετρικής γραμμής 
στη διακλάδωση

• Προσδιορισμός παροχών ξεχωριστά για κάθε 
κλάδο (2 βασικό πρόβλημα της υδραυλικής)

• Κριτήριο: Επαλήθευση της εξίσωσης της 
μάζας στον κόμβο

• Γραφική επίλυση για συνθήκες εξετάσεων





ΗΑ>ΗΒ (ύψη ενέργειας)

ΗΑ

ΗΒ

Αν ΗΑ>ΗΒ, κίνηση προς τον κόμβο Β  (σύγκλιση)



ΗΑ>ΗΒ (ύψη ενέργειας)

ΗΑ

ΗΒ

Αν ΗΑ>ΗΒ, κίνηση προς τον κόμβο Β  (σύγκλιση)



ΗΑ<ΗΒ (ύψη ενέργειας)

ΗΑ

ΗΒ

Αν ΗΑ<ΗΒ, κίνηση προς τον κόμβο Α  (απόκλιση 
από τον κόμβο Β)



ΗΑ=ΖΑ>ΗΒ (ύψη ενέργειας)

ΖΑ

Η
Β 

≈  zB+hpB

Πρόβλημα διασυνδεδεμένων δεξαμενών:
Αν ΗΑ>ΗΒ, κίνηση προς τον κόμβο Β  (σύγκλιση 
στον κόμβο Β)

Z=0



ΗΑ=ΖΑ<ΗΒ (ύψη ενέργειας)

ΖΑ

Η
Β 

≈  zB+hpB

Πρόβλημα διασυνδεδεμένων δεξαμενών:
Αν ΗΑ<ΗΒ, κίνηση προς τον κόμβο Α  (απόκλιση 
από τον κόμβο Β)

Z=0



Δηλαδή, για να απλοποιήσω την επίλυση θεωρώ ένα πρόσημο στην παροχή, 
προσθέτοντας τον όρο στην παρένθεση.
Ο όρος στην παρένθεση εκφράζει απλά πρόσημο.

Έτσι αν z > J, sign (z-J) =+1, η  ροή κατευθύνεται (συγκλίνει) προς τον κόμβο και θα είναι 
και η ταχύτητα θετική

Έτσι αν z <J, sign (z-J)=-1, η  ροή αποκλίνει από τον κόμβο και θα είναι και η ταχύτητα 
αρνητική







Δηλαδή, για να απλοποιήσω την επίλυση θεωρώ ένα πρόσημο στην παροχή, 
προσθέτοντας τον όρο στην παρένθεση.
Ο όρος στην παρένθεση εκφράζει απλά πρόσημο.

Έτσι αν z > J, sign (z-J) =+1, η  ροή κατευθύνεται (συγκλίνει) προς τον κόμβο και θα είναι 
και η ταχύτητα θετική

Έτσι αν z <J, sign (z-J)=-1, η  ροή αποκλίνει από τον κόμβο και θα είναι και η ταχύτητα 
αρνητική



Τσακίρης και Σπηλιώτης, 2010



ΑΔΕ μεταξύ δεξαμενών και του 
σημείου διακλάδωσης

p
J z

g
 

Άρα αν ήξερα το J θα είχα 
να λύσω ανεξάρτητα 3 

περιπτώσεις με το 2 βασικό 
πρόβλημα της Υδραυικής

(με δοκιμές)



Σε προβλήματα με διακλαδιζόμενους αγωγούς θεωρώ 
αμελητέο ύψος τοπικών απωλειών και υψών κινητικής 
ενέργειας. Γραμμή ενέργειας και πιεζομετρική γραμμή 

συμπίπτουν

Επομένως τα 3 υποπροβλήματα που προέκυψαν μπορούν 
να λυθούν με τη ρητή εξίσωση εάν ήξερα το ύψος 

πιεζομετρικής γραμμής στο J



Δοκιμές…

• Επομένως αυθαίρετα υποθέτω διάφορες τιμές 

για το ύψος πιεζομετρικής γραμμής στο J.

• Επιλύεται για κάθε κλάδο ξεχωριστά το 2 βασικό 
πρόβλημα της Υδραυλικής ή με δοκιμές ή με την 
προηγούμενη ρητή σχέση.

• Θα είναι σωστή η υπόθεση αν επαληθεύει τη 
διατήρηση της μάζας στον κόμβο (την 
αναπαριστά η συνάρτηση F)





Επίλυση με δοκιμές
Κατάστρωση γραφήματος

J

F

Με την αύξηση του ύψους 
ενεργείας στο Κ αυξάνονται 
οι εκροές και μειώνονται οι 

εισροές στον κόμβο

Η συνάρτηση F εκφράζει τη 
διατήρηση της μάζας στον 

κόμβο που για μόνιμη ροή, οι 
εισροές θα πρέπει να είναι 
ίσες με τις εκροές, δηλ F = 0 





Mεθοδος Newton Raphson

     1 2 3
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, 

Όπου  ,J p Jz h J   

Τότε αναπτύσσοντας κατά Taylor προκύπτει: 

   
0

00 ....
J

F
F J F J J

J


    


οπότε αγνοώντας τους όρους μεγαλυτέρας τάξεως προκύπτει: 

 

0

0

J

F J
J

F

J

  



, 

hf=RQ2 
Q=(hf/R)0.5= =(hf *hf/(R*hf))

0.5= hf *1/(R*hf)
0.5

Για πρόσημο

Διατήρηση της μάζας στον κόμβο



Νewton Raphson

 

0

0

J

F J
J

F

J

  
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
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Όπου 

1 2 2 2 2

1 1 1 1

2

dF

dJ R z J R z J R z J
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JN+1=Jn+ΔJn



 

K3 
18  L/s 

K2 
12  L/s 

K1 
30  L/s 

 

1 

2 

     3 

[+100 m] 

    [+95 m] 

Σχ. 8.28. «Αυθαίρετα» υψόμετρα πιεζομετρικής γραμμής στους κόμβους και φορά της παροχής στο  κλειστό δίκτυο 
εφαρμογής 

    [+93 m] 

Στις Η- εξισώσεις οι μεταβλητές δεν είναι οι παροχές των κλάδων αλλά τα ύψη της 
πιεζομετρικής γραμμής στους κόμβους. Κατά συνέπεια οι υπολογισμοί ξεκινούν με τον 
προσδιορισμό των απωλειών στους κλάδους με βάση την εξίσωση της ενέργειας: 

,k m f k mh h h  
 

Ακολούθως με βάση την εκθετική σχέση εύρεσης των απωλειών μπορεί να προσδιορισθεί η 
παροχή στον κλάδο i που ορίζεται από τους κόμβους k και m  (π.χ.  Mays, 2000) 
. 

 
1 1 1

, ,
n n

k m k m k m k mQ R h h h h
 

      (8.38) 

Στο τελευταίο στάδιο εφαρμόζεται η εξίσωση της συνεχείας των παροχών στους κόμβους: 

( )
K( m )

k ,m m

k

Q q , m M 1= " Î -å ,   (8.39) 

Στην οποία M είναι ο αριθμός των κόμβων, Κ(m) το σύνολο των k κόμβων που συμβάλλουν 
στον κόμβο m και qm η παροχή κατανάλωσης στοκ κόμβο m. Με βάση τα παραπάνω οι 
εξισώσεις συνεχείας των κόμβων μπορούν να γραφούν  (π.χ.  Lansey and Mays, 2000): 

   
1

( )
1 1

, , 1n

K m

n
m k m k m k m m

k

F R h h h h q m M
 

         (8.40) 

Όπου Μ το σύνολο των κόμβων του δικτύου  
 
Με την παραπάνω γραφή των εξισώσεων είναι κατορθωτό να γραφούν οι εξισώσεις με 
έναν ενιαίο τρόπο αποφεύγοντας τη διάκριση περιπτώσεων για την πιεζομετρική γραμμή. 

Πράγματι στην περίπτωση όπου k mh h<  τότε η παροχή του κλάδου(k,m) κατευθύνεται 

προς τον κόμβο k: 

 
1 1 1

, 0n n
k m k m k mR h h h h

 
     (8.41) 

Aπό την άλλη πλευρά στην περίπτωση όπου k mh h>  τότε η παροχή του κλάδου (k,m) 

κατευθύνεται προς τον κόμβο m: 

 
1 1 1

, 0n n
k m k m k mR h h h h

 
    (8.42) 

 
Η εξίσωση των κόμβων μπορεί να γραφεί ισοδύναμα: 

   
1

( )
1

, , 1n

K n

n
m k m k m k m m

k

sign h hF R h h q m M


        (8.43) 

Συνεπώς η παροχή kmQ  είναι μία φθίνουσα συνάρτηση του ύψους πιεζομετρικής γραμμής 

hm και μία αύξηση συνάρτηση  του ύψους πιεζομετρικής γραμμής hk.  
 

Προσδιορισμός υψών ενεργειας
→   απώλειες ενέργειας γνωστές
→   παροχή γνωστή









Σχόλιο: Κανονικά πρέπει να ληφθεί 
υπόψη η επίδραση του ύψους 
πιεζομετρικής γραμμής στην 

αντίσταση


