


Συντελεστής τριβής

• Εξίσωση Darcy –Weisbach, για τις γραμμικές 
απώλειες ενέργειας σε μονάδες μήκους

• Για κυκλικούς αγωγούς ενσωματώνει το είδος 
της ροής και τη τραχύτητα του υλικού:
f = f(Re, k/D)

• Προέρχεται από την ανάλυση της ροής σε 
συνδυασμό με πειραματικά αποτελέσματα
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Θεωρητική 
αφετηρία



Συντελεστής τριβής και εξίσωση Darcy 
Weisbach

• Eξίσωση Darcy Weisbach: φυσική βάση 
(ισορροπία δυνάμεων)

• Επιπλέον ενσωματώνει το συντελεστή τριβής 
f που συμπεριλαμβάνει: 

– Κατανομή ταχύτητας καθ’ ύψος με βάση την 
τυρβώδη ροή

– Πειραματικά δεδομένα και ανάλυση του είδους 
ροής



Περαιτέρω ανάλυση

• Τυρβώδης ροή

• Οριακό στρώμα

• Λογαριθμική κατανομή ταχυτήτων

• Υδραυλικά λείοι και τραχείς σωλήνες

• Διαστατική ανάλυση

• Ανάλυση Nikuradse και Colebrook





Iξώδες

• Ερμηνεία οριακού στρώματος
• Αίτιο: κίνηση  μορίων
• Όταν το νερό κινείται μεταξύ δύο σωματιδίων (που εμεπριέχουν

σημαντικό αριθμό μορίων) παράγεται τριβή  που η εξηγησή της είναι 
μοριακή.

• ίσος αριθμό μορίων ανταλλάσσονται στη διεπιφάνεια αλλά με 
διαφορετική ορμή.

• Υπόθεση: η διατμητική τάση εξαρτάται από την παραμόρφωση των 
ρευστών και κατά συνέπειά από το πεδίο ταχυτήτων.

• Νavier-stokes γραμμική σχέση μεταξύ τανυστή τάσεων και 
παραμορφώσεων

• Μονοδιάστατη ροή τ=μdu/dy, μ: δυναμικό ιξώδες, χαρακτηριστικό του 
ρευστού

• Iξώδες, μ: ανεξάρτητο της πυκνότητας, μέτρο ευκινησίας ρευστών, 
βαθμωτό μέγεθος για κάθε  ρευστό, εξαρτάται από τη θερμοκρασία και 
όχι από τη ροή (Δημητρίου)

• v=μ/ρ (κινηματικό ιξώδες)







Στρωτή και τυρβώδη ροή (Κορωνάκης, Πειραματική Υδραυλική)

















Υπόθεση Boussinesq



Ανταλλαγή ορμής –ιξώδες διατμητικές
τάσεις

• Στην τυρβώδη ροή, οι τυρβώδεις (μακρόκοσμος) 
διατμητικές τάσεις είναι πολύ σημαντικότερες από τις 
ιξώδες διατμητικές τάσεις (αίτιο: μικρόκοσμος).

• Οι τυρβώδεις διατμητικές τάσεις  είναι αποτέλεσμα της 
μεταφοράς ορμής των τυχαία κινούμενων σωματιδίων  
ρευστού.

• Επίσης η τύρβη είναι σημαντική σε περιβαλλοντικά θέματα 
ανάμειξης φλεβών ή πλουμίων και στη μεταφορά 
θερμότητας (και στην παρασκευή φραπέ)

• Μονοδιάστατή (ως προς τις μέσες τιμές) τυρβώδη ροή:

𝝉 = 𝝁
𝒅ഥ𝒖

𝒅𝒚
-ρ𝒖′𝒗′





Οριακό στρώμα

• Prandtl: χωρισμός της ροής σε δύο περιοχές. Μία 
μικρή αλλά ουσιώδη κοντά στα στερεά όρια που 
επικρατούν οι δυνάμεις ιξώδους (οριακό 
στρώμα)

• Μία μεγαλύτερη περιοχή που προσομοιάζει τα 
τέλεια ρευστά

• Στο οριακό στρώμα λαμβάνει μεταφορά ορμής 
και θερμότητας του ρευστού με το περιβάλλον 
του

• Κλειδί για την κατανόηση του συντελεστή τριβής 
f







Είδη ροής γύρω από λείο τοίχωμα

Στα συνήθη πρακτικά προβλήματα η ροή είναι τυρβώδη με εξαίρεση μία 
περιοχή περί το στερεό όριο, ; Όπου η ταχύτητες είναι μικρές και έχουμε 

στρωτό οριακό στρώμα

Σούλης, 2014

Λογαριθμική 
κατανομή της 

ταχύτητας





Στόχος έκφραση της 
διατμητικής τάσης  χωρίς τη 
βοήθεια της διατήρησης της  

ορμής,
Μόνο με την κατανομή της 

ταχύτητας  ….



κινηματικό ιξώδες λόγω τύρβης

• κινηματικό ιξώδες λόγω τύρβης:
• Εξαρτάται  από το ρευστό αλλά και από τις 

συνθήκες ροής
• Γερμανός φυσικός θεώρησε ότι η τύρβη 

θα μπορούσε να αντιμετωπιστεί ως μία χαοτική 
κίνηση στοιχείων ρευστού από ένα σημείο σε  
άλλο και κατέληξε σε μία έκφραση της χρονικής 
διακύμανσης της ταχύτητας σε σχέση με τη 
διαφορά των μέσω τιμών → σχέση διατμητικής
τάσης με βάση την καθ ύψος κλίση των μέσων 
τιμών



Prandtl

• Eνα σωματίδιο διανύει μία απόσταση L 
προτού μεταβληθεί η ορμή του στο νέο 
περιβάλλον, η χρονική διακύμανση θα είναι

• Aπό την εξίσωση της συνέχειας ισχύει:
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Νουτσόπουλος και Χριστοδούλου, Μηχανική Ρευστών
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Διατμητική τάση τοιχώματος, μέτρο

• Prantl
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Λογαριθμική κατανομή της ταχύτητας

• Από Prandtl σε μία περιοχή περί τον πυθμένα 
(διάβασε τοιχώματα σε κυλινδρικές 
συντεταγμένες):
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*2.5 lnu u y C 

Κατανομή ταχύτητας 
χωρίς αναλυτική 

επίλυση



Λογαριθμικός νόμος σε σωλήνες

• Ολοκλήρωση της σχέσης:

• Θωρείται σταθερή τw

• Οριακές συνθήκες: Θεωρείται ένα μήκος y’ στο οποίο η 
ταχύτητα είναι μηδέν

• Το μέγεθος y’ προσδιορίζεται πειραματικά και είναι 
διαφορετικό για υδραυλικά λεία και για τραχέα 
τοιχώματα

Κατανομή 
ταχύτητας χωρίς 

αναλυτική 
επίλυση



Tαχύτητα τριβής: η διατμητική τάση 
σε μονάδες ταχύτητας (τίποτε άλλο…)



‘Ορια ολοκλήρωσης , συμπερίληψη των 
στερεών τοιχωμάτων 



Σωλήνες (L=Κ·y, Κ = 0.4)

Οριακή συνθήκη, δε μπορώ να θέσω y=0, υποθέτω 
ένα μήκος y’





Υδραυλικά λείοι και υδραυλικά 
τραχείς σωλήνες





Προσδιορισμός y’
(πειραματικά)

*2.5 lnu u y C 

*5.75 logu u y C 





Κόκκος 
άμμου

y’ = k/30

Το διάγραμμα Moody και οι 
συνακόλουθες εξισώσεις 
αναφέρονται σε υλικά ενώ η 
των υπολογισμών δεν είναι του 
υλικού άμεσα αλλά η τραχύτητα 
που είναι ισοδύναμη με την 
τραχύτητα κόκκων άμμου

Συνεπώς οι υδραυλικοί 
υπολογισμοί γίνονται με την 
ισοδύναμη τραχύτητα (των 
κόκκων άμμου)

Για απλούστευση 
αναφερόμαστε απλά ως 
τραχύτητα





εκμετάλλευση της λογαριθμική 
κατανομής ταχυτήτων

• Εφαρμογή σε σωλήνες και αλλαγή αξόνων 
από το κέντρο του σωλήνα: απόσταση r αντί 
της απόστασης y από το τοίχωμα: y=r0-r

• Oλοκλήρωση από στοιχειώδη διατομή για 
εύρεση της μέσης ταχύτητας 

• Συσχέτιση με διατμητική τάση 





Ολοκλήρωση ως προς τη 
στοιχειώδη επιφάνεια για να 

προκύψει μία σχέση για τη μέση 
(ως προς τη διατομή) ταχύτητα, V



5.75

5.75





Προσδιορισμός συντελεστή τριβής f

• Διαφορετική εξίσωση σε υδραυλικά  λεία και τραχέα 
τοιχώματα

• Ολοκλήρωση ταχυτήτων στη διατομή του σωλήνα και 
εύρεση μέσης ταχύτητας

• Αντικατάσταση διατμητικής τάσης τοιχωμάτων (ή 
διατμητικής ταχύτητας) με την εξίσωση από τη 
διαστατική ανάλυση:

• Ενδιάμεσα, μεταξύ λείων και τραχέων τοιχωμάτων?



Συνδυασμός εξ. για λεία τοιχώματα, 
πειραματικά δεδομένα



Συνδυασμός εξ. για τραχέα 
τοιχώματα, πειραματικά δεδομένα



Ισοδύναμη τραχύτητα

• Πείραμα Νikuradse
Iδεατοί σωλήνες με επικόλληση κόκκων 

άμμου μετά από κόσκινο, θεώρηση της 
τραχύτητα με βάση τη διάμετρο των 
κόκκων άμμου

• Colebrook –White
O Colebrook ήταν  μαθητής του Nikuradse και 

μελέτησε τους σωλήνες εμπορίου. 
Επινόησε την έννοια της ισοδύναμης 
τραχύτητας (κόκκων άμμου) που 
αναφέρετα σε τραχύτητα εργαστηριακού 
σωλήνα (με επικολημένους κόκκους 
άμμου) όταν και οι δύο σωλήνες 
εμπορίου και εργαστηριακός έχουν το 
ίδιο συντελεστή τριβής f στην πλήρως 
αναπτυγμένη τυρβώδη (υδραυλικά 
τραχεία) περιοχή (Δημητρίου, 1995).



Πείραμα Νikuradse
Iδεατοί σωλήνες με επικόλληση κόκκων άμμου 



Colebrook και Nikuradse
(Δημητρίου, 1995)

Για πλήρη υδραυλικά τραχέα τοιχώματα οι δύο θεωρήσεις 
συμπίπτουν. Διαφοροποιούνται στην ενδιάμεση περιοχή μεταξύ 

λείας και υδραυλικά τραχέων τοιχωμάτων

• Διαπίστωσε ότι για υψηλούς αριθμούς Re 
κάθε σωλήνας του εμπορίου δίνει 
συντελεστές τριβής f ανεξάρτητες του Re

• Τούτο επέτρεψε τη σύγκριση με το 
συντελεστή τριβής των εργαστηριακών 
σωλήνων με κόκκους άμμου για την 
υδραυλικώς τραχεία περιοχή



Colebrook and Nikuradse (Δημητρίου, 
1995)

Για πλήρη υδραυλικά τραχέα τοιχώματα οι δύο θεωρήσεις 
συμπίπτουν. Διαφοροποιούνται στην ενδιάμεση περιοχή μεταξύ 

λείας και υδραυλικά τραχέων τοιχωμάτων



Colebrook and Nikuradse (3)

• Επιπλέον., ο Colebrook επινόησε την εξίσωση 
για το συντελεστή τριβής που ισχύει μεταξύ 
της λείας και της πλήρως τυρβώδους 
περιοχής για σωλήνες εμπορίου



Ισοδύναμη τραχύτητα

Η τραχύτητα των 
υπολογισμών μας 

δεν είναι η 
τραχύτητα του 
υλικού αλλά ή 

ισοδύναμη 
τραχύτητα μιας 

διάταξης σωλήνα 
επικολλημένων με 

κόκκους άμμου
(ισοδύναμη 
τραχύτητα)



Διάγραμμα Moody, f

1. Στρωτή ροή

2. Μεταβατική περιοχή

3. Τυρβώδης ροή:

– (Υδραυλικώς) Λείοι σωλήνες

– (Υδραυλικώς) τραχείς σωλήνες

– Μεταβατική περιοχή (εντός τυρβώδους ροής)



Διάγραμμα 
Moody
Εύρεση 

συντελεστή 
τριβής 

Ενσωματώνει 
όλη τη 

θεωρητική 
πληροφορία

1 2

3



3. Τυρβώδη ροή



Στρωτή ροή από ΕΞ. Narviers-Stokes



Τραχύς αγωγός



Για τραχείς αγωγούς ο συντελεστής τριβής  
εξαρτάται μόνο από τη σχετική τραχύτητα  

(ανεξάρτητος από το Re) και για δεδομένο υλικό και 
διάμετρο παραμένει σταθερός. 



• Θεωρητικά: Τραχύτητα υλικού από 
εργοστάσια (Υδραυλική, σε ένα κόσμο 
αγγελικά πλασμένο…)

• Σε εφαρμογές: Αυξάνεται η τραχύτητα του 
υλικού μία και πλέον τάξη μεγέθους για να 
προβλεφθεί η γήρανση αλλά και οι τοπικές 
απώλειες (βλπ Τσακίρης και Σπηλιώτης, 2010)



Προσαύξηση τραχύτητας για υδραυλικό 
δίκτυο

(Κουτσογιαννης και Ευστρατιάδης, 2014)

http://www.itia.ntua.gr/getfi
le/774/90/documents/2007
UHWHydraulics_1.pdf



Ισοδύναμη τραχύτητα σε Υδραυλικά 
Έργα κατά την Ελληνική πρακτική.

• Μία άλλη προσέγγιση με ευρεία εφαρμογή στις Ελληνικές μελέτες, 
ιδιαίτερα στο εσωτερικό υδραγωγείο, αποτελεί η προσαύξηση της 
τραχύτητας προκειμένου να συμπεριληφθούν οι τοπικές απώλειες, 
κατά μία τουλάχιστον τάξη μεγέθους (Βαμβακερίδου, 2000 και 
Βασιλόπουλος, 2008). Έτσι σε αυτήν την περίπτωση 
προσαυξάνοντας την τραχύτητα του υλικού κατά μία τάξη 
μεγέθους, ενώ θα μπορούσε να ονοματισθεί η χρησιμοποιούμενη 
για τους υδραυλικούς υπολογισμούς τραχύτητα ως τραχύτητα 
υδραυλικού συστήματος (Τσακίρης και Σπηλιώτης, 2010).

• Πράγματι, συνήθως, σε ένα σύγγραμμα υδραυλικής οι εφαρμογές 
αναφέρονται σε συνθήκες εργαστηρίου (π.χ. σωλήνες μερικών 
εκατοστών) ενώ σε πραγματικά δίκτυα υπάρχουν χιλιόμετρα 
αγωγών με πλήθος εξαρτημάτων, αλλαγές ροής κ.λ.π. που είναι 
πρακτικά αδύνατον να προσδιοριστούν όλες αυτές οι 
συνακόλουθες τοπικές απώλειες.



Ανάλογα με τη μορφολογία του 
δικτύου .. .

• Είναι προφανές λοιπόν, ότι η επιλογή της τραχύτητας για υδραυλικές μελέτες εμπεριέχει μία 
εγγενή ασάφεια. Οι θεωρούμενες τιμές εξαρτώνται από το υλικό αλλά και από τη διάτακξ του 
αγωγού στο δίκτυο. Ενδεικτικά αναφέρεται, ότι πολλοί Έλληνες μελετητές μηχανικοί στην 
περίπτωση των υδραυλικών συστημάτων, για χαλυβοσωλήνες επιλέγουν ισοδύναμη τραχύτητα 1-
3 mm και για αγωγούς από πολυαιθυλένιο 0.1 - 1mm.

• Σύμφωνα με τον Παντοκράτορα, 2015, καθοριστικό στοιχείο για την επιλογή της τραχύτητας στο 
εσωτερικό υδραγωγείο πρέπει να είναι η διάταξη του σωλήνα στο δίκτυο. Η λογική της αύξησης 
της τραχύτητας στηρίζεται στο γεγονός ότι οι αγωγοί μεταφοράς μεγάλων αποστάσεων έχουν 
περιορισμένο αριθμό εξαρτημάτων και ειδικών τεμαχίων, οι κύριοι αγωγοί των εσωτερικών 
δικτύων έχουν περισσότερα και οι αγωγοί διανομής ακόμη περισσότερα. Για τους  αγωγούς των 
εσωτερικών δικτύων  συνιστάται τιμή της τραχύτητας k=0.4 mm. Σε δίκτυα ύδρευσης με 
πολλαπλούς βρόχους η τιμή 0.4 mm αυξάνεται σε k =1 mm (Παντοκράτορας, 2015).

• Αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι οι τιμές που λαμβάνονται υπ' όψιν στην Ελβετία είναι ακόμη 
μεγαλύτερες. Για αγωγούς μεταφοράς λαμβάνεται τραχύτητα k=0.1 mm. Για κύριους αγωγούς των 
εσωτερικών δικτύων λαμβάνεται τιμή k=1 mm. Για τους αγωγούς διανομής του νερού των 
εσωτερικών δικτύων λαμβάνεται τιμή k=5 mm (Παντοκράτορας, 2015).



• Χρησιμοποιούμε την ισοδύναμη τραχύτητα, 
δηλαδή μία εικονική τραχύτητα του 
πειράματος σωλήνα με κόκκους άμμου, που 
αντιστοιχεί στο σύστημα σωληνώσεων

• Δε χρησιμοποιούμε την ισοδύναμη τραχύτητα 
του σωλήνα από το εργοστάσιο αλλά την 
ισοδύναμη τραχύτητα του συστήματος 
σωληνώσεων (π.χ. ενσωμάτωση της γήρανσης 
ή των τοπικών απωλειών ενέργειας)



Στην ενδιάμεση περιοχή, συνδυασμός

• Eξ. Colebrook-White. Δυστυχώς, πεπλεγμένη 
μορφή

• Διάγραμμα Μοοdy
– Προσοχή ισοδύναμη τραχύτητα: Τραχύτητα 

υλικού που αντιστοιχεί σε διάμετρο κόκκου 
άμμου



πρακτικά





Τσακίρης και 
Σπηλιώτης, 2011











Η εξίσωση Darcy-Weisbach
πρέπει να προτιμάται από τις 

άλλες εμπειρικές ή 
ημιεμπειρικές εξισώσεις 

προσδιορισμού των 
απωλειών, γιατί έχει 

θεωρητική βάση (διατήρηση 
της ορμής) και ενσωματώνει 

με το συντελεστή f, 
πειραματικά δεδομένα ποτ 

εδράζονται στη θεώρηση του 
οριακού στρώματος 





Με βάση τον παραπάνω μετασχηματισμό παρατηρείστε ότι με τη 
μείωση της διατομής  (D) αυξάνονται σημαντικά οι απώλειες.

Αύξηση της διατομής →  σημαντική μείωση απωλειών, 
αλλά….αύξηση κόστους




