
 

 

 

Κεφάλαιο 1 
 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΤΩΝ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΩΝ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΩΝ 
 

 

1.1. Εισαγωγή 
 

Οι στοχαστικές διεργασίες (σ.δς.) χρησιµοποιούνται στη µελέτη διαφόρων 

προβληµάτων της επιστήµης των ηλεκτρολόγων µηχανικών και των φυσικών 

επιστηµών. Όταν ένα διαστηµόπλοιο εκτοξεύεται και τίθεται σε τροχιά γύρω από τη 

γη, οι αστροναύτες επικοινωνούν µε το σύστηµα ελέγχου στέλνοντας και 

λαµβάνοντας ραδιοκύµατα µέσω της ατµόσφαιρας. Ένας σεισµός που λαµβάνει χώρα 

στην επιφάνεια της γης µεταδίδεται µ' ένα ακουστικό κύµα και καταγράφεται σε 

ευαίσθητους σεισµογράφους. Ο αντιδραστήρας ενός πυρηνικού εργοστασίου παρακο- 

λουθείται για κακή λειτουργία µέσω ανιχνευτών για να προλάβουµε πιθανό λιώσιµο 

του αντιδραστήρα. Αεροπλάνα σ' ένα µεγάλο αεροδρόµιο κατευθύνονται από τους 

ελεγκτές εναερίου κυκλοφορίας οι οποίοι χρησιµοποιούν πολύπλοκα ραντάρ για να 

καταγράφουν τις τροχιές των αεροπλάνων. 

Όλα τα παραδείγµατα αυτά είναι εφαρµογές που σχετίζονται µε τη καταγραφή 

δεδοµένων και έχουν ως σκοπό την εκτέλεση κάποιας λειτουργίας. Ραδιοκύµατα 

στέλνονται και λαµβάνονται µέσω κεραιών για να πληροφορούν και τους 

αστροναύτες και τους ελεγκτές εδάφους για την κατάσταση της δεδοµένης 

αποστολής. Σήµατα από σεισµούς χρησιµοποιούνται και για την ανάλυση και για την 

πρόβλεψη των σεισµών. Μετατρεπόµενα ηλεκτρικά σήµατα χρησιµοποιούνται στον 

έλεγχο της ψύξης του αντιδραστήρα του πυρηνικού εργοστασίου και στην πρόβλεψη 

πιθανής αποτυχίας. Ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που ανακλώνται από τα αεροπλάνα που 

προσεγγίζουν το αεροδρόµιο ξεχωρίζονται µε συστήµατα ραντάρ και παρακολου-  

θούνται σε οθόνη για την αποφυγή συγκρούσεων. Γίνεται φανερό λοιπόν ότι ένα 

σήµα µπορεί να θεωρηθεί ως µία συλλογή δεδοµένων ή πληροφορίας που 

δηµιουργείται από ένα φυσικό φαινόµενο. 
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Η θεωρία των στοχαστικών διεργασιών αποτελεί ένα ουσιαστικό µέρος στην 

µελέτη αντικειµένων όπως η στατιστική φυσική, η θεωρία ανάπτυξης των 

πληθυσµών, η θεωρία ελέγχου συστηµάτων και επικοινωνιών, η ανάλυση 

χρονοσειρών και οι γραµµές αναµονής. 

 

 

1.2. Στατιστική φυσική. 
 

Μεγάλο µέρος της θεωρίας των σ.δ. αναπτύχθηκε σε σχέση µε τη µελέτη των 

διακυµάνσεων και του θορύβου σε φυσικά φαινόµενα. Εποµένως, η θεωρία των σ.δ. 

µπορεί να θεωρηθεί ως η µαθηµατική θεµελίωση της στατιστικής φυσικής. Οι σ. δς. 

παρέχουν µοντέλα για φαινόµενα όπως είναι η κίνηση Brown, ο θερµικός θόρυβος σε 

ηλεκτρικά κυκλώµατα και ο θόρυβος βολής. 

Κίνηση Brown. Όταν ένα σωµατίδιο µικροσκοπικού µεγέθους εµβαπτίζεται σ' ένα 

υγρό, υπόκειται σ' ένα µεγάλο αριθµό τυχαίων και ανεξάρτητων ωθήσεων που 

οφείλονται σε συγκρούσεις µε µόρια. Το διάνυσµα που επακολουθεί {X(t), Y(t), Z(t)} 

και το οποίο παριστάνει τη θέση του σωµατιδίου ως µια συνάρτηση του χρόνου είναι 

γνωστό σαν κίνηση Brown. 

Θερµικός θόρυβος. Θεωρούµε µία αντίσταση σ' ένα ηλεκτρικό κύκλωµα. Λόγω των 

τυχαίων κινήσεων των ηλεκτρονίων µέσω της αντίστασης, θα υπάρξουν µικρές 

τυχαίες µεταβολές στη διαφορά δυναµικού X(t) στα άκρα της αντίστασης. Η 

µεταβαλλόµενη διαφορά δυναµικού X(t) καλείται θερµικός θόρυβος. 

Θόρυβος βολής. Θεωρούµε µία δίοδο κενού που συνδέεται µε µία αντίσταση. Επειδή 

η εκποµπή ηλεκτρονίων από τη θερµαινόµενη κάθοδο δεν είναι σταθερή, ένα ρεύµα 

X(t) δηµιουργείται κατά µήκος της αντίστασης που αποτελείται από µία σειρά παλµών 

µικρής διάρκειας, όπου κάθε παλµός αντιστοιχεί στο πέρασµα ενός ηλεκτρονίου από 

την κάθοδο στην άνοδο. Το µεταβαλλόµενο ρεύµα X(t) καλείται θόρυβος βολής. 

 

 

1.3. Έλεγχος  συστηµάτων και  επικοινωνίες. 
 

Μία µεγάλη ποικιλία παραδειγµάτων στις επικοινωνίες και στον έλεγχο 

συστηµάτων όπως η αυτόµατη καταγραφή των διαδροµών αντικειµένων που 

κινούνται, η λήψη ραδιοσηµάτων παρουσία φυσικών και τεχνητών διαταραχών, ο 
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σχεδιασµός συστηµάτων ελέγχου για βιοµηχανικές διεργασίες και ο σχεδιασµός 

κατευθυντικών συστηµάτων µπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις των 

παρακάτω προβληµάτων. 

Πρόβλεψη. Έχοντας παρατηρήσει τη στοχαστική διεργασία X(t) σ' ένα διάστηµα 

0 ≤ ≤t L  επιθυµούµε να προβλέψουµε την τιµή X(L+a) για α>0. 

Εξοµάλυνση. Υποθέτουµε ότι οι παρατηρήσεις {X(t), 0 ≤ ≤t L }  µπορούν να 

θεωρηθούν ως το άθροισµα, X(t)=S(t)+N(t), δύο σ.δ. S(t) και N(t) που παριστάνουν το 

σήµα και το θόρυβο, αντίστοιχα. Επιθυµούµε να εκτιµήσουµε την τιµή του σήµατος 

σε κάθε στιγµή t του διαστήµατος [0, L]. Η ορολογία "εξοµάλυνση" προέρχεται από 

το γεγονός ότι συχνά ο θόρυβος N(t) αποτελείται από πολύ υψηλές συνιστώσες 

συχνότητας όταν συγκριθούν µε το σήµα S(t). Η εξάλειψη του θορύβου από το σήµα 

S(t) µπορεί τότε να θεωρηθεί σαν µια προσπάθεια να περάσουµε µία εξοµαλυµένη 

καµπύλη µέσω µιας πολύ ανώµαλης καταγραφής. Το πρόβληµα της πρόβλεψης του 

σήµατος S(L+a)  για κάποιο a>0  ονοµάζεται πρόβληµα εξοµάλυνσης και πρόβλεψης. 

Εκτίµηση παραµέτρων. Υποθέτουµε ότι οι παρατηρήσεις {X(t), 0 ≤ ≤t L } µπορούν 

να θεωρηθούν ως ένα άθροισµα, X(t) = S(t)+N(t), όπου S(t) είναι η τροχιά ενός 

µετακινούµενου αντικειµένου και Ν(t) είναι τα σφάλµατα στις µετρήσεις. Επιθυµούµε 

να εκτιµήσουµε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του αντικειµένου, δηλαδή τις 

ποσότητες S(t) και dS(t)/dt για κάθε στιγµή t στο διάστηµα [0, Τ], υπό την προϋπόθεση 

ότι το σήµα S(t) ανήκει σε µία γνωστή οµάδα συναρτήσεων. 

Είναι φανερό ότι οι λύσεις που δίνουµε στα ανωτέρω προβλήµατα εξαρτώνται 

από τις προϋποθέσεις που κάνουµε για τα σήµατα και το θόρυβο τους και επίσης από 

το κριτήριο που δεχόµαστε για την περίπτωση µιας βέλτιστης λύσης. Είναι πλέον 

καθιερωµένο ότι ο σχεδιασµός βέλτιστων συστηµάτων ελέγχου και επικοινωνιών 

απαιτεί τα σήµατα και ο θόρυβος που εµφανίζονται σε τέτοια συστήµατα να 

περιγράφονται µε σ.δς. Εποµένως, το πρώτο βήµα στη µελέτη των νέων συστηµάτων 

ελέγχου και επικοινωνιών είναι η µελέτη της θεωρίας των σ.δ. 

 

 

1.4 .  Ανάλυση Χρονοσειρών 

  

 Ένα σύνολο αποτελούµενο από παρατηρήσεις που λαµβάνονται διαδοχικά  στο 

χρόνο καλείται χρονοσειρά. Οι χρονοσειρές παρατηρούνται σε  σχέση  µε  πολλά 



 4

φαινόµενα  και από πολλούς ερευνητές. Παραδείγµατα είναι: 

(i)  η καταγραφή της ετήσιας αύξησης της παραγωγής µιας χώρας από ένα 

οικονοµολόγο. 

(ii)    η µελέτη της θερµοκρασίας µιας συγκεκριµένης περιοχής από ένα µετεωρολόγο. 

(iii)   η µελέτη της ετήσιας µεταβολής των ηλιακών κηλίδων από ένα αστρονόµο, και 

(iv) η µελέτη του εσωτερικού θορύβου ενός δέκτου ραδιοκυµάτων από ένα 
ηλεκτρολόγο µηχανικό. 
Η παράσταση µιας χρονοσειράς περιγράφεται ως εξής :  

Το σύνολο των χρονοσηµείων στα οποία καταγράφονται οι παρατηρήσεις 

συµβολίζεται µε Τ. Σε πολλές εφαρµογές, Τ είναι ένα σύνολο διακριτών χρονοσηµείων 

που ισαπέχουν (στην περίπτωση αυτή Τ={1, 2, ... , Ν}, όπου Ν ο αριθµός των 

παρατηρήσεων) ή Τ είναι ένα χρονικό διάστηµα στον άξονα των πραγµατικών 

αριθµών (στην περίπτωση αυτή Τ = {0 ≤ ≤t L }, όπου L το µήκος του διαστήµατος). 

Η παρατήρηση που πραγµατοποιήθηκε την χρονική στιγµή t συµβολίζεται µε Χ(t). Το 

σύνολο των παρατηρήσεων {X(t), t∈T} καλείται χρονοσειρά. 

 

 

1.5. Θεωρία ανάπτυξης πληθυσµών. 
 

Το µέγεθος και η σύνθεση ενός πληθυσµού (ο οποίος αποτελείται ή από 

ζώντες οργανισµούς ή από άτοµα διαφόρων υλικών που υφίστανται διάσπαση) είναι 

συνεχώς µεταβαλλόµενα και οι στοχαστικές διεργασίες παρέχουν τα µέσα περιγραφής 

των µηχανισµών τέτοιων µεταβολών. 

Μερικά βιολογικά φαινόµενα για τα οποία οι στοχαστικές διεργασίες παρέχουν 

µοντέλα είναι : (i) η διάδοση επιδηµιών, (ii) το φαινόµενο της καρκινογένεσης και 

(iii) η πάλη για την επιβίωση µεταξύ δύο πληθυσµών που αλληλεπιδρούν ή 

ανταγωνίζονται. 

 

 

1.6. Γραµµές αναµονής 
 

Οι στοχαστικές διεργασίες παρέχουν µία µέθοδο ποιοτικής µελέτης 

προβληµάτων σε κλάδους της επιστήµης όπως είναι η επιχειρησιακή έρευνα και η 

διαχείριση των επιχειρήσεων. Ένας κλάδος στον οποίο η θεωρία των στοχαστικών 
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διεργασιών έχει πολλές εφαρµογές είναι οι γραµµές αναµονής ή ουρές (waiting lines 

or queues). 

Μία γραµµή αναµονής (ή ουρά) δηµιουργείται όταν µία οµάδα ανθρώπων που 

καταφθάνει σε κάποιο σηµείο για εξυπηρέτηση χρειάζεται να περιµένει για κάποιο 

χρονικό διάστηµα µέχρι να εξυπηρετηθεί. 

Υπάρχουν πολλά παραδείγµατα ουρών. Άνθρωποι που περιµένουν σ'ένα 

αεροδρόµιο αποτελούν µία ουρά. Μηνύµατα τα οποία µεταβιβάζονται τηλεφωνικά ή 

µέσω ενός υπολογιστή αποτελούν µία ουρά. Μηχανές σε µια γραµµή παραγωγής που 

χαλούν και επισκευάζονται βρίσκονται σε µία ουρά για συντήρηση από τους 

µηχανικούς. 

Στη µαθηµατική ανάλυση των ουρών λαµβάνονται υπόψη οι εξής καταστάσεις :  

(i) η κατανοµή της εισόδου (ο νόµος πιθανότητας που διέπει τους χρόνους µεταξύ 

διαδοχικών αφίξεων πελατών), (ii) η κατανοµή του χρόνου εξυπηρέτησης (ο νόµος 

πιθανότητας που απαιτείται για την εξυπηρέτηση ενός πελάτου), (iii) ο αριθµός 

καναλιών εξυπηρέτησης και  (iv) η πειθαρχία της ουράς (ο τρόπος µε τον οποίο οι 

πελάτες λαµβάνονται για να εξυπηρετηθούν. Πιθανοί τρόποι είναι, "ο πρώτος που 

ήρθε να εξυπηρετηθεί", "τυχαία επιλογή για εξυπηρέτηση", "εξυπηρέτηση σύµφωνα 

µε τη σειρά προτεραιότητας"). Η θεωρία των ουρών ασχολείται µε την επίδραση που 

κάθε µία από τις παραπάνω καταστάσεις έχει σε διάφορες ποσότητες που 

ενδιαφέρουν, όπως το µήκος µιας ουράς και ο χρόνος αναµονής του πελάτη για 

εξυπηρέτηση. 

 

 

1.7. Η συνάρτηση κατανοµής της στοχαστικής διεργασίας. 
 

Στην παράγραφο αυτή αναφέρονται διάφοροι µέθοδοι περιγραφής µιας 

στοχαστικής διεργασίας. Κατ' αρχήν δίνουµε έναν ορισµό της στοχαστικής 

διεργασίας.  

Μια στοχαστική διεργασία  είναι  µία  οικογένεια  τυχαίων  µεταβλητών {X(t), 

t∈T}, όπου Τ είναι ένα σύνολο δεικτών. Ένας τρόπος περιγραφής µιας στοχαστικής 

διεργασίας {X(t), t∈T}  γίνεται µε τον καθορισµό της από κοινού συνάρτησης 

κατανοµής των η τυχαίων µεταβλητών Χ(t1),…, X(tn) για όλους τους ακέραιους η και 

τα σηµεία t1, t2, …, tn  του συνόλου Τ.  Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των 

Χ(t1),…, X(tn) ορίζεται ως εξής 
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FX( t1) ,..., ( )( ,..., ) [ ( ) ,..., ( ) ]X t n n nn
x x P X t x x t x1 1 1= ≤ ≤  

 

Επίσης η από κοινού χαρακτηριστική συνάρτηση των Χ(t1),…, X(tn) ορίζεται ως εξής 

 
1 1

1

( ( ) ... ( ))
( ),..., ( ) 1( ,..., ) [ ]n n

n

i u X t u X t
X t X t nu u E eξ += =  

 

11 1 ( ),..., ( ) 1... exp[ ( ... )] ( ,..., )
nn n X t X t ni u x u x dF x x

∞ ∞

−∞ −∞

= + +∫ ∫  

 

 

Παράδειγµα 1.1. 
 

Μία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών Χ1, Χ2, ..., Χn αποτελεί µία (διακριτή) 

στοχαστική διεργασία της οποίας το σύνολο δεικτών είναι Τ=(1,2,...). Για να 

καθορίσουµε την από κοινού συνάρτηση κατανοµής, αρκεί  να καθορίσουµε τις 

χαρακτηριστικές συναρτήσεις ( ( ), 1, 2...)
nX u nξ =  επειδή 

 

ξ u u ξ u ξ uX X n X X nn n1 1 11... ( ,..., ) ( ) ... ( )=  

 

Η ακολουθία (Sn ) διαδοχικών αθροισµάτων Sn =Χ1 + Χ2 +...+ Χn   των ανεξάρτητων 

τυχαίων µεταβλητών (Χn) αποτελεί µία διακριτή στοχαστική διεργασία. Για να 

καθορίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής, αρκεί πάλι να καθορίσουµε τις 

χαρακτηριστικές ( ( ), 1, 2...)
nX u nξ =  επειδή 

 

ξ u u ξ u u u ξ u u

ξ u u ξ u

S S n X n X n

X n n X n

n

n n

1 1 1 2

1

1 2 2

1

... ( ,... ) ( ... ) . ( ... ) ...

... ( ) . ( )

= + + + + +

+
− −

 

 

Η απόδειξη της σχέσης αυτής προκύπτει από την ακόλουθη µαθηµατική έκφραση 

 

( ) ( )( )1 1 1 2
1

...
n

k k n n n n n n n
k

u S u S S u u S S− − − −
=

= − + + − + +∑  
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( )( ) ( )2 2 1 1 1... ... ...n nu u S S u u S+ + − + + + +  

 

 

Παράδειγµα 1.2. 
 

Θεωρούµε µία συνεχή στοχαστική διεργασία (X(t), t≥ 0) η οποία ορίζεται ως 

εξής 

X(t) = Acosωt + Bsinωt, 

 

όπου η συχνότητα ω είναι µία γνωστή θετική σταθερά και Α,Β είναι τυχαίες 

µεταβλητές µε κανονικές κατανοµές, των οποίων οι µέσες τιµές είναι 0 και οι 

διασπορές σ2. Θέλουµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα 

 

P X t dt c
ο

ω
2

2

( )
π/

>












∫  . 

Θέτουµε L=2π/ω και έχουµε 

 

X t dt A ωtdt AB ωt ωtdt B ωtdt L A B
LLLL 2 2 2 2 2 2 2

0000
2

2
( ) cos cos sin sin ( )= + + = +∫∫∫∫

 

οπότε 

 

[ ]P X t dt c P A B cω y σ dy cω σ
ω

σcω

2

0

2
2 2 1

2
2 2

2 2 2
π/

/π
( ) /π exp( / ) exp{ / π },∫ ∫>












= + > = − = −

∞

 

όπου  ( ) /Α Β σ2 2 2+  έχει µία X 2  - κατανοµή µε 2 βαθµούς ελευθερίας. 

 

 

Παράδειγµα 1.3. 
 

Η στοχαστική διεργασία {X(t), t≥ 0}  της προηγούµενης άσκησης µπορεί να 

γράψει ως εξής: X(t)=Rcos(ωt-θ) 
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όπου                            R A B θ B A= + = −2 2 1, tan ( / )  

 

Μία   δειγµατοσυνάρτηση είναι µία ηµιτονοειδής κυµατοµορφή   µε πλάτος R και 

φάση θ. 

 

 
 

Σχήµα 1.1. : Τυπικές  δειγµατοσυναρτήσεις  της  στοχαστικής διεργασίας X(t)=Rcos(ωt-θ). 

 

Πρέπει να τονιστεί ότι η στοχαστική διεργασία {X(t),  t∈T}  είναι στην 

πραγµατικότητα µία συνάρτηση δύο δεικτών {X(t, s),  t∈T,  s∈S}. Για µία σταθερή 

τιµή του t, X(t, .)  είναι µία συνάρτηση στο δειγµατοχώρο S, ή ισοδύναµα η X(t, .)  

είναι µία τυχαία µεταβλητή. 

 

 

 
 

 

Σχήµα 1.2. Μία τυπική καταγραφή θορύβου. Ο θόρυβος που εµφανίζεται σε µία αντίσταση 
όπως µετατρέπεται από έναν ενισχυτή µπορεί να παρασταθεί ως µία δειγµατοσυνάρτηση µίας 
στοχαστικής διεργασίας  {X(t),  t ≥ 0}. 
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Επίσης, για σταθερό s που ανήκει στο S, η Χ(.,s) είναι µία συνάρτηση του t 

που παριστάνει µία δυνατή παρατήρηση της στοχαστικής διεργασίας  {X(t), t∈T}. Η 

συνάρτηση Χ(.,s) καλείται µία πραγµάτωση (realization) ή µία δειγµατική συνάρτηση 

(sample function) της διεργασίας. Όταν θεωρούµε µία στοχαστική διεργασία 

προσπαθούµε να δώσουµε µία τυπική δειγµατική συνάρτηση της διεργασίας (βλέπε 

Σχ. 1.2 και Σχ. 1.3). 
 

 
 

Σχήµα 1.3. Μία δειγµατοσυνάρτηση ενός σήµατος αναµεµειγµένη  µε θόρυβο. 
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Κεφάλαιο 2 
 

∆ΙΕΡΓΑΣΙΕΣ WIENER ΚΑΙ POISSON 
 

 

2.1. Εισαγωγή 

 

∆ύο στοχαστικές διεργασίες, η διεργασία Wiener και η διεργασία Poisson, 

παίζουν ένα σπουδαίο ρόλο στη θεωρία των στοχαστικών διεργασιών. Οι διεργασίες 

αυτές δεν είναι µόνο χρήσιµες σαν µοντέλα σε πολλά σπουδαία φαινόµενα, αλλά 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν και σαν βάση για την κατασκευή πολυπλοκότερων 

µοντέλων κατάλληλων για την περιγραφή άλλων φαινόµενων που εµπλέκουν 

στοχαστικές διεργασίες. Για να ορίσουµε τις διεργασίες αυτές είναι απαραίτητο να 

ορίσουµε µία στοχαστική διεργασία µε ανεξάρτητες προσαυξήσεις (independent 

increments). 

Μία συνεχής στοχαστική διεργασία { ( ) , }X t t0 ≤ ≤ ∞  λέγεται ότι έχει 

ανεξάρτητες προσαυξήσεις αν Χ(0)=0 και οι η τυχαίες µεταβλητές 

 

X t X t X t X tn n( ) ( ) ,..., ( ) ( )1 0 1− − −  

 

είναι ανεξάρτητες για όλους τους δείκτες ....10 nttt <<<  Η διεργασία λέγεται ότι έχει 

στάσιµες ανεξάρτητες προσαυξήσεις αν, επιπλέον η X(t2 + h) - X(t1 + h)  έχει την ίδια 

κατανοµή µε την X(t2 ) -X(t1 )  για  όλους τους δείκτες t1, t2  και για κάθε h> 0. 

Είναι εύκολο, για µια στοχαστική διεργασία µε ανεξάρτητες προσαυξήσεις, να 

δειχθεί ότι 

ξ u u ξ u u Π ξ u ux t x t n x t n k

n

x t x t k nn k k( ) ,..., ( ) ( ) ( ) ,..., ( )( ,..., ) ( ... ) ( ... )
1 1 11 1 2

= + + × + +
= −

 

 

Εποµένως, όταν γνωρίζουµε τις κατανοµές των Χ(t) και Χ(t) - Χ(s), για όλες τις 

µη-αρνητικές τιµές των t και s µπορούµε να υπολογίσουµε την από κοινού κατανοµή 
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των η τυχαίων µεταβλητών X(t1), ..., X(tn ). 

 

 

2.2. ∆ιεργασία Wiener 
 

Στη θεωρία των στοχαστικών διεργασιών και στις εφαρµογές τους, ένας 

θεµελιώδης ρόλος ανήκει στη διεργασία Wiener. Μεταξύ άλλων εφαρµογών, η 

διεργασία Wiener  παρέχει ένα µοντέλο για την κίνηση Brown και τον τυχαίο δρόµο 

που χρησιµοποιείται µε επιτυχία στη βιοπληροφορική.  Ένα  σωµατίδιο, διαµέτρου 

10-4 cm, που εµβαπτίζεται σε ένα υγρό πραγµατοποιεί ακανόνιστες κινήσεις, οι οποίες 

είναι διακριτές στο µικροσκόπιο. Η κίνηση ενός τέτοιου σωµατιδίου καλείται κίνηση 

Brown, Ο οποίος ανακάλυψε το φαινόµενο το 1827. Το ίδιο φαινόµενο παρουσιάζεται 

επίσης σε σωµατίδια καπνού που ελευθερώνονται στον αέρα. 

Η εξήγηση του φαινόµενου της κίνησης Brown ήταν µία από τις µεγαλύτερες 

επιτυχίες της στατιστικής µηχανικής και της κινητικής θεωρίας. Το 1905, ο Einstein 

απέδειξε ότι η κίνηση Brown µπορεί να εξηγηθεί θεωρώντας ότι τα σωµατίδια 

υπόκεινται σε συνεχή βοµβαρδισµό από τα µόρια του περιβάλλοντος µέσου. Η 

πρωτοποριακή δουλειά του Einstein γενικεύθηκε, επεκτάθηκε και επιβεβαιώθηκε 

πειραµατικά από διαφόρους φυσικούς. 

Έστω X(t)  η µετατόπιση (από το αρχικό σηµείο) του σωµατιδίου στην 

Brownian κίνηση µετά από χρόνο t. Από τον ορισµό Χ(0)=0. Το σωµατίδιο υφίσταται 

συνεχή κίνηση λόγω των συγκρούσεων του µε τα µόρια του περιβάλλοντος µέσου. Η 

µετατόπιση του σωµατιδίου στο χρονικό διάστηµα (s,t) που είναι µεγάλο σε σύγκριση 

µε το χρόνο µεταξύ συγκρούσεων µπορεί να θεωρηθεί ως ένα άθροισµα ενός µεγάλου 

αριθµού µικρών µετατοπίσεων. Εποµένως, εφαρµόζοντας το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι X(t)-X(s) ακολουθεί µία κανονική κατανοµή. 

Επιπλέον είναι λογικό να θεωρήσουµε ότι η κατανοµή της µετατόπισης X(t)-X(s) 

πρέπει να είναι η ίδια µε την κατανοµή της X(t+h)-X(s+h), για κάθε h > 0, επειδή 

υποτίθεται ότι το µέσον βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. 

Η κίνηση του σωµατιδίου θεωρούµε ότι οφείλεται ολοκληρωτικά στις πολύ 

συχνές συγκρούσεις µε τα µόρια. Μαθηµατικά, αυτό ερµηνεύεται λέγοντας ότι η 

στοχαστική διεργασία Χ(t) έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις. Οι µετατοπίσεις σε µη-

επικαλυπτόµενα διαστήµατα είναι ανεξάρτητες επειδή ο αριθµός και το µέγεθος των 

συγκρούσεων στα διαστήµατα αυτά είναι ανεξάρτητα. 
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Μία στοχαστική  διεργασία {X(t), t≥ 0} λέγεται ότι  είναι µία διεργασία Wiener   

αν  :   (i)   {X(t), t≥ 0} , έχει στάσιµες ανεξάρτητες προσαυξήσεις 

(ii)  Για κάθε t> 0, X(t)  ακολουθεί µία κανονική κατανοµή 

(iii) Για κάθε t> 0, E[X(t)]=0  και Var [ X(t)]=σ2 t. 

(iv) X(0)=0 

 

 

 
Σχήµα 2.1.  ∆ειγµατική συνάρτηση διεργασίας κίνησης Brown. 

 

Επειδή η X(t)  έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και Χ(0)=0, για να 

υπολογίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής της στοχαστικής διεργασίας X(t)  αρκεί να 

υπολογίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής των προσαυξήσεων X(t)-X(s)  για κάθε s< t. 

Επειδή η X(t)-X(s)  έχει µία κανονική κατανοµή η συνάρτηση κατανοµής της 

υπολογίζεται από τη µέση τιµή και τη διασπορά. 

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι E[X(t)-X(s)]=0. Γι αυτό : 

 







 −−=− )]()([

2
1exp)( 2

)()( sXtXVaruusXtXξ  

 

όπου  2[ ( ) ( )] | |Var X t X s t sσ− = −  και σ2  είναι µία θετική σταθερά. 

Η παράµετρος σ2 είναι µία εµπειρική ποσότητα της διεργασίας η οποία µπορεί 

να υπολογισθεί από τις παρατηρήσεις. Στην περίπτωση που η διεργασία Wiener  είναι 

ένα µοντέλο για την κίνηση Brown η σταθερά σ2 είναι η µέση τετραγωνική 

µετατόπιση του σωµατιδίου ανά µονάδα χρόνου. Αποδείχθηκε από τον Einstein 1905 

ότι 

σ2 = 4RT/ Nf , 
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όπου R είναι η παγκόσµιος σταθερά των αερίων, Ν ο αριθµός Avogadro, Τ η απόλυτη 

θερµοκρασία και f  ο συντελεστής τριβής του περιβάλλοντος µέσου. Από την 

παραπάνω σχέση υπολογίσθηκε ο αριθµός Avogadro χρησιµοποιώντας πειραµατικές 

παρατηρήσεις κίνησης Brown. Η διεργασία Wiener εφαρµόζεται µε επιτυχία στην 

κβαντοµηχανική. 

 

 

2.3. ∆ιεργασία Poisson 

 

Θεωρούµε τυχαία γεγονότα όπως (1) η άφιξη ηλεκτρονίων που εκπέµπονται 

από την κάθοδο µίας λυχνίας κενού στην άνοδο (2) η εκποµπή σωµατιδίων α από µία 

ραδιενεργό πηγή που καταγράφονται σε έναν απαριθµητή Gieger (3) ΟΙ αφίξεις 

πελατών για εξυπηρέτηση σε ένα τηλεφωνικό κέντρο και (4) σύµβαντα όπως 

ατυχήµατα, λάθη, διακοπές κ.λ.π. 

 

 
Σχήµα 2.2.  Τυπική δειγµατική συνάρτηση µίας διεργασίας Poisson {N(t), t≥ 0} µε µέση ένταση λ=1 
ανά µονάδα χρόνου. 
 

Μπορούµε να περιγράψουµε αυτά τα γεγονότα µε µία συνάρτηση 

απαρίθµησης (counting process) N(t), η οποία ορίζεται για όλα τα t> 0  και η οποία 

παριστάνει τον αριθµό των γεγονότων που πραγµατοποιήθηκαν το χρονικό διάστηµα 

[0,t]. Για κάθε χρονική στιγµή t, η τιµή N(t) είναι µία παρατηρούµενη τιµή µίας 

τυχαίας µεταβλητής. Η οικογένεια των τυχαίων µεταβλητών {N(t), t≥  0} αποτελεί µία 
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στοχαστική διεργασία. Για κάθε τυχαία µεταβλητή N(t), οι µόνες δυνατές τιµές είναι 

οι ακέραιοι αριθµοί 0,1,2,.... Μία στοχαστική διεργασία {N(t), t≥ 0} της οποίας οι 

τυχαίες µεταβλητές παίρνουν τις ακέραιες τιµές 0,1,2,... καλείται µία διεργασία 

ακέραιων τιµών. Μία σπουδαία διεργασία ακέραιων τιµών είναι η διεργασία Poisson. 

Μία διεργασία ακέραιων τιµών {N(t), t ≥ 0} καλείται διεργασία Poisson µε 

µέση ένταση (mean rate or intensity) λ, αν ισχύουν οι παρακάτω προϋποθέσεις 

(i)   {N(t), t≥ 0}  έχει στάσιµες ανεξάρτητες προσαυξήσεις  

(ii)  Για οποιεσδήποτε χρονικές στιγµές s και t τέτοιες ώστε s< t ο αριθµός Ν(t)-N(s)  

των µετρήσεων στο διάστηµα [s, t]  ακολουθεί   µία  Poisson κατανοµή, µε µέση 

τιµή λ(t-s). Εποµένως,  

 

{ }P N t N s k e
λ t s

k
λ t s

k

[ ( ) ( ) ]
( )

!
,( )− = =

−− −  

 

(iii) E N t N s λ t s Var N t N s λ t s[ ( ) ( ) ] ( ) , [ ( ) ( ) ] ( )− = − − = −   

(iv)   N(0)=0 

 

Η παράµετρος λ παριστάνει τη µέση ένταση εµφάνισης των γεγονότων που 

καταγράφονται ανά µονάδα χρόνου. 

 

 

Παράδειγµα 2.1. Ραδιενεργή αποσύνθεση 

 

Όλες οι σύγχρονες θεωρίες της ραδιενεργής αποσύνθεσης θεωρούν ότι σε µία 

οµάδα πυρήνων ενός δεδοµένου στοιχείου όλοι οι πυρήνες είναι ίδιοι, ανεξάρτητοι 

και έχουν την ίδια πιθανότητα αποσύνθεσης σε µοναδιαίο χρόνο. Μπορεί να 

αποδειχθεί ότι οι εκποµπές µίας ραδιενεργής πηγής αποτελούν µία Poisson  διεργασία. 

 

 

Παράδειγµα 2.2. Θόρυβος βολής σε ηλεκτρονικές λυχνίες 

 

Η ευαισθησία που επιτυγχάνεται µε τους ηλεκτρονικούς ενισχυτές 

περιορίζεται από τις στιγµιαίες µεταβολές ρεύµατος που συµβαίνουν σε τέτοια 
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όργανα και οι οποίες καλούνται θόρυβος βολής, ο οποίος οφείλεται στις τυχαίες 

εκποµπές ηλεκτρονίων από την θερµαινόµενη κάθοδο. Ας υποθέσουµε ότι η διαφορά 

δυναµικού µεταξύ καθόδου και ανόδου είναι τόσο µεγάλη ώστε όλα τα εκπεµπόµενα 

ηλεκτρόνια από την κάθοδο να έχουν πολύ µεγάλες ταχύτητες, µε αποτέλεσµα να µην 

υπάρχει συγκέντρωση ηλεκτρονίων µεταξύ   καθόδου και ανόδου. Ο  αριθµός  των 

ηλεκτρονίων  που εκπέµπονται από την κάθοδο σε ένα χρονικό διάστηµα (0, t) 

αποτελεί µία διεργασία Poisson µε παράµετρο λt, όπου λ είναι η µέση ένταση 

εκποµπής ηλεκτρονίων από την κάθοδο. 

 

 

Παράδειγµα 2.3. ∆ιακοπές µηχανών 

 

Θεωρούµε ένα όργανο (όπως µία λυχνία κενού ή έναν απαριθµητή Geiger) το 

οποίο χρησιµοποιείται µέχρι να σταµατήσει να λειτουργεί και µετά επισκευάζεται ή 

αντικαθίσταται από ένα όργανο του ίδιου τύπου. Η διάρκεια ζωής του οργάνου 

θεωρείται ότι είναι µία τυχαία µεταβλητή Τ. Οι διάρκειες ζωής Τ1 , Τ2 ,...,Τη  η 

οργάνων που τέθηκαν σε λειτουργία θεωρούνται ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 

την ίδια κατανοµή όπως η τυχαία µεταβλητή Τ. Για t> 0,, έστω N(t)  ο αριθµός των 

οργάνων που απέτυχαν στο χρονικό διάστηµα [0, t]. Αν η διάρκεια ζωής κάθε 

οργάνου είναι µία εκθετική κατανοµή, τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι {N(t), t≥ 0} είναι 

µία διεργασία Poisson. 

 

 

2.4. ∆ιεργασία Poisson στο χώρο 

 

Στην ανάπτυξη θεωριών για την κατανοµή των γαλαξιών σε ένα αστρικό 

σύστηµα µας διευκολύνει να θεωρήσουµε τα κέντρα των γαλαξιών σαν σηµεία που 

κατανέµονται στο χώρο. 

Θεωρούµε λοιπόν µία σειρά σηµείων που κατανέµονται στο χώρο S, όπου S 

είναι ένας Ευκλείδειος χώρος µε διάσταση ≥1 για την ανίχνευση και την εκτίµηση 

σηµάτων. Για κάθε περιοχή R του S, έστω Ν(R) ο αριθµός των σηµείων που 

περιέχονται στην περιοχή R. Τα σηµεία λέγεται ότι κατανέµονται σύµφωνα µε ένα 

στοχαστικό τρόπο αν για κάθε περιοχή R του S, Ν(R) είναι µία τυχαία µεταβλητή. Η 
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σειρά των σηµείων αποτελεί µία διεργασία Poisson µε ένταση λ αν ισχύουν οι 

ακόλουθες προϋποθέσεις :  

(i)  Για n µη-επικαλυπτόµενες περιοχές R1 , R2 , …,Rn  οι τυχαίες µεταβλητές Ν(R1), 

..., Ν(Rn) είναι ανεξάρτητες, όπου N(Ri ) είναι ο αριθµός των σηµείων στην 

περιοχή Ru, i=1, …n. 

(ii) Για κάθε περιοχή R πεπερασµένου όγκου, η Ν(R) ακολουθεί µία Poisson 

κατανοµή µε µέση τιµή λ \/(R), όπου \/(R) δηλώνει τον όγκο της περιοχής R στον 

Ευκλείδειο χώρο των d – διαστάσεων. 

∆ίνουµε τώρα ορισµένα παραδείγµατα Poisson διεργασιών. Στα παραδείγµατα 

χρησιµοποιείται το εξής αποτέλεσµα:  

Αν η N(t)  ακολουθεί µία Poisson διεργασία και t1< t2 τότε 

 

P N t i N t j P N t i P N t N t j i[ ( ) , ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ( ) ]1 2 1 2 1= = = = − = −  

 

= = − = −P N t i P N t t j i[ ( ) ] [ ( ) ]1 2 1  

 

=
−

−

− − − −( )
!

{ ( ) }
( ) !

( )λt e
i

λ t t e
j i

i λt j i λ t t
1 2 1

1 2 1

 

 

 

Παράδειγµα 2.4. 
 

Ερωτήσεις καταφθάνουν σε ένα µηχανισµό καταγραφής µηνυµάτων σύµφωνα 

µε µία Poisson διεργασία µε ένταση 15 ερωτήσεων το λεπτό. Να βρεθεί η πιθανότητα 

ότι σε µία περίοδο 1 λεπτού, 3 ερωτήσεις φθάνουν κατά τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα 

και 2 κατά τα τελευταία 15 δευτερόλεπτα. 

 

Λύση: 

Η αναλογία άφιξης των ερωτήσεων σε sec δίνεται από τη σχέση  

λ = =
15
60

1
4

 ερωτήσεις ανά sec 

 

Η ζητούµενη πιθανότητα υπολογίζεται από τη σχέση 
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 P[N(10)=3 και Ν(60)-N(45)=2)=P[N(10)=3] P[N(60)-N(45)=2] 

 

     = P[N(10)=3] P[N(60-45)=2] 

 

=
( / )

!
( / )

!
. . .

( / ) ( / )10 4
3

15 4
2

0 2138 0 1654 0 035
3 10 4 2 15 4e e− −

≅ × ≅  

 

Θεωρούµε ότι Τ είναι ο χρόνος µεταξύ της εµφάνισης γεγονότων σε µία Poisson 

διεργασία. Η πιθανότητα να µην έχουµε γεγονότα σε t δευτερόλεπτα υπολογίζεται ως 

εξής : 

P[T> t]=P [δεν έχουµε γεγονότα σε t δευτερόλεπτα] = e λt−  

 

Από την εξίσωση αυτή συνεπάγεται ότι η τυχαία µεταβλητή Τ ακολουθεί µία  

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. Μπορεί να αποδειχθεί ότι  τα διαστήµατα µεταξύ  

γεγονότων  σε   µία   Poisson διεργασία αποτελούν µία ακολουθία από ανεξάρτητες 

και ταυτόσηµες εκθετικές τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή 1/λ. 

Μία άλλη ποσότητα που παρουσιάζει ενδιαφέρον είναι η χρονική στιγµή Sη 

κατά την οποία το νιοστό γεγονός συµβαίνει σε µία Poisson διεργασία. Έστω Tj τα 

διαστήµατα µεταξύ γεγονότων σε µία Poisson διεργασία, οπότε 

 

Sn = T1 + T2 + ... + Tn 

 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής Sn δίνεται από τη σχέση 

 

f x λx
n

λe xS

n
λx

n
( ) ( )

( ) !
,=

−
≥

−
−

1

1
0  

 

 

Παράδειγµα 2.4. (Συνέχεια). 

 

Να υπολογισθεί η µέση τιµή και η διασπορά του χρόνου µέχρι την άφιξη της 

δέκατης ερώτησης. 
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Λύση: 

Έχουµε E[S10]=10E(T)=10/λ=40 sec 

 

και Var[S10]=10Var(T)=10/λ2=160 sec 

 

Στις εφαρµογές της Poisson διεργασίας είναι συνηθισµένο να θεωρούµε ότι τα 

γεγονότα συµβαίνουν τυχαία. Εξηγούµε τώρα τι εννοούµε µε τη δήλωση αυτή. 

Υποθέτουµε ότι ένα γεγονός έλαβε χώρα στο διάστηµα [0, t]  και έστω x η χρονική 

στιγµή που συνέβη το γεγονός αυτό. Για 0 < x < t , N(x)  είναι ο αριθµός των 

γεγονότων που συνέβησαν µέχρι τη χρονική στιγµή x και Ν(t)-Ν(x) είναι η 

προσαύξηση στο διάστηµα (x, t). Τότε  

 

P[ X ≤ x] =P [ N(x) =1/  N(t)] = [ ( ) 1 ( ) 1]
[ ( ) 1]

P N x N t
P N t

και= =
=

= 

                            

= [ ( ) 1] [ ( ) ( ) 0]
[ ( ) 1]

P N x P N t N x
P N t

= − =
=

 

     

    =
( )x t x

t

xe e x
t e t

λ λ

λ

λ
λ

− − −

− =  

 

Η εξίσωση αυτή δηλώνει ότι όταν δίνεται ένα γεγονός που έχει λάβει χώρα 

στο διάστηµα [0, t], τότε η χρονική στιγµή που έλαβε χώρα το συµβάν ακολουθεί µία 

οµοιόµορφη κατανοµή. Μ' αυτή την έννοια θεωρούµε ότι τα σύµβαντα λαµβάνουν 

χώρα τυχαία. Μπορεί να δειχθεί ότι αν ο αριθµός των γεγονότων στο διάστηµα [0, t] 

είναι k, τότε τα µεµονωµένα γεγονότα είναι ανεξάρτητα και ακολουθούν µία 

οµοιόµορφη κατανοµή. 

 

 

Παράδειγµα 2.5 

 

Υποθέτουµε ότι δύο πελάτες εισέρχονται σε ένα κατάστηµα στη διάρκεια µίας 

περιόδου 2 λεπτών. Να υπολογισθεί η πιθανότητα ότι και οι δύο πελάτες µπήκαν στο 

κατάστηµα κατά τη διάρκεια του πρώτου λεπτού. 
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Λύση: 

Οι χρονικές στιγµές άφιξης των πελατών είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν 

οµοιόµορφες κατανοµές. Στο διάστηµα των δύο λεπτών κάθε πελάτης µπαίνει στο 

κατάστηµα στη διάρκεια του πρώτου λεπτού µε πιθανότητα 1/2. Έτσι η πιθανότητα 

ότι και οι δύο µπήκαν στο κατάστηµα το πρώτο λεπτό είναι (1/2)2=1/4. Αυτή η 

απάντηση µπορεί να επιβεβαιωθεί αν υπολογίσουµε την πιθανότητα 

 

P[N(1)=2/N(2)=2] 

Παράδειγµα 2.6 
 

Τυχαίο τηλεγραφικό σήµα 

 

 
 

Σχήµα 2.2. Μία καταγραφή ενός τυχαίου τηλεγραφικού σήµατος. 

 

Θεωρούµε µία τυχαία διεργασία Χ(t) η οποία λαµβάνει τις τιµές ±1. 

Υποθέτουµε ότι Χ(0)=±1 µε πιθανότητα 1/2 και επιπλέον ότι η Χ(t) αλλάσσει  

πολικότητα µε την εκάστοτε εµφάνιση ενός γεγονότος σύµφωνα µε µία Poisson 

διεργασία µε αναλογία α. Η συνάρτηση πυκ. πιθανότητας της X(t) δίνεται από τη 

σχέση 

 

P X t P X t X P X

P X t X P X

[ ( ) ] [ ( ) / ( ) ] [ ( ) ]

[ ( ) / ( ) ] [ ( ) ]

= ± = = ± = = +

= ± = − = −

1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1
 

 

Η δεσµευµένη πιθανότητα βρίσκεται παρατηρώντας ότι η Χ(t) θα έχει την ίδια 

πολικότητα µε την Χ(0) µόνο όταν ένας άρτιος αριθµός γεγονότων συµβαίνει στο 

διάστηµα (0, t].  Έτσι 
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P X t X P Ν t[ ( ) / ( ) ] [ ( ) ]= ± = ± = =1 0 1 αρτιος ακεραιος  

= −

=

∞

∑ ( )
!

at
j

e
j

α t

j

2

0 2
 

{ } { }= + = +− − −e e e eα t α t α t α t1
2

1
2

1 2  

 

Οι µεταβλητές X(t)  και Χ(0) θα διαφέρουν ως προς το πρόσηµο αν ο αριθµός 

των γεγονότων στο διάστηµα (0, t] είναι περιττός, οπότε 

 

==±= ]1)0(/1)([ mXtXP
( )
( ) !

at
j

e
j

α t

j

2 1

0 2 1

+
−

=

∞

+∑  

{ } { }= − = −− − −e e e eα t α t α t α t1
2

1
2

1 2  

 

Θα έχουµε λοιπόν 

 

{ } { }P X t e eα t α t[ ( ) ]= = + + − =− −1 1
2

1
2

1 1
2

1
2

1 1
2

2 2  

 

και  P X t P X t[ ( ) ] [ ( ) ]= − = − = =1 1 1 1
2

 

 

Εποµένως το τυχαίο τηλεγραφικό σήµα είναι εξίσου πιθανό να λάβει τις τιµές 

±1 σε κάθε χρονική στιγµή t> 0. Η µέση τιµή και η διασπορά της X(t) υπολογίζονται 

ως εξής 

µ t P X t P X tx( ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]= = + − = − =1 1 1 1 0  

 

Var X t E X t P X t P X t[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]= = = + − = − =2 2 21 1 1 1 1  

 

Η συνάρτηση αυτοδιασποράς της X(t)  µπορεί επίσης να υπολογισθεί 

 

γ t t E X t X t P X t X t P X t X txx( , ) [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] ( ) [ ( ) ( ) ]1 2 1 2 1 2 1 21 1= = = + − ≠  



 22

{ } { }= + − − =− − − − − −1
2

1 1
2

12 2 22 1 2 1 2 1e e ea t t a t t a t t  

 

Εποµένως οι παρατηρήσεις της X(t) γίνονται ασυσχέτιστες καθώς οι µεταξύ 

τους χρονικές στιγµές αυξάνονται. 

 

 

2.5.  ∆ιατήρηση  της Poisson  διεργασίας στην περίπτωση  της τυχαίας 

συλλογής. 
 

Μία σπουδαία ιδιότητα της Poisson  διεργασίας είναι η διατήρησή της στην 

περίπτωση της τυχαίας συλλογής. Όταν δίνονται γεγονότα που συµβαίνουν σύµφωνα µε 

µία Poisson  διεργασία υποθέτουµε ότι όλα τα γεγονότα δεν είναι δυνατόν να 

καταγραφούν. Στην πραγµατικότητα κάθε γεγονός που συµβαίνει καταγράφεται µε 

πιθανότητα p. Αποδεικνύεται ότι στην περίπτωση αυτή τα γεγονότα που 

καταγράφονται αποτελούν µία Poisson  διεργασία. 

 

Θεώρηµα : Για t≥ 0, έστω N(t) ο αριθµός των γεγονότων που συµβαίνουν στο 

διάστηµα (0, t].  Αν {N(t),  t≥ 0}  είναι µία διεργασία Poisson  µε µέση ένταση λ και 

αν κάθε γεγονός που συµβαίνει έχει πιθανότητα p να καταγραφεί ανεξάρτητα από 

κάθε άλλο γεγονός της διεργασίας, τότε ο αριθµός των γεγονότων που καταγράφηκαν 

στο διάστηµα (0, t] είναι µία Poisson  διεργασία µε παράµετρο µ=λp. 

 

Απόδειξη : Έστω {M(t),  t≥ 0} η διεργασία που προκύπτει από την καταγραφή των 

γεγονότων στο διάστηµα (0, t] µε πιθανότητα p. Αυτή είναι µία διεργασία µε 

ανεξάρτητες προσαυξήσεις. Υποθέτουµε ότι τα γεγονότα έχουν συµβεί στο διάστηµα 

[s, t]  όπου 0≤ s < t. Ο αριθµός των γεγονότων που καταγράφηκαν µε πιθανότητα p 

δίνεται από τη σχέση: 

P M t M s k N t N s n
n
k

p qk n k[ ( ) ( ) / ( ) ( ) ]− = − = =









−  . 

Επειδή 

( ) [ ( )][ ( ) ( ) ]
!

n
t s t sP N t N s n e

n
λ λ− − −

− = = , 
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ισχύει ότι 

P M t M s k
n
k

p q λ t s
n

ek n k
n

λ t s

n k

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ]
!

( )− = =









−− − −

=

∞

∑  

 

= −
−
−

− − −

=

∞

∑e
k

pλ t s qλ t s
n k

λ t s
k

n k

n k

( )

!
[ ( ) ] [ ( ) ]

( ) !
 

 

=
− − − −[ ( ) ]
!

( ) ( )pλ t s
k

e e
k

λ t s qλ t s  

 

=
− − −[ ( ) ]
!

( )pλ t s
k

e
k

pλ t s  

 

 

Παράδειγµα 2.7. Παθητικός µετρητής 

 

Υποθέτουµε ότι σωµατίδια φθάνουν σε έναν απαριθµητή Geiger σύµφωνα µε 

µία Poisson  διεργασία µε µέση ένταση λ ανά µονάδα χρόνου. Ο απαριθµητής Geiger 

ενεργοποιεί ένα µηχανισµό καταγραφής που περιέχει ένα "ελαττωµατικό" διακόπτη ο 

οποίος λειτουργεί σωστά µε πιθανότητα p. Εποµένως, κάθε σωµατίδιο που φθάνει 

στον απαριθµητή έχει πιθανότητα p να καταγραφεί. Για t ≥ 0, έστω M(t)  ο αριθµός 

των σωµατιδίων που καταγράφηκαν στο διάστηµα (0, t].. Στην περίπτωση αυτή η 

{M(t), t≥ 0}  είναι µία Poisson  διεργασία. 

 

 

2.6. Κανονικές στοχαστικές διεργασίες 

 

Μία στοχαστική διεργασία Χ(t) είναι κανονική (Gaussian) στοχαστική 

διεργασία αν οι παρατηρήσεις X1=X(t1 ), X2=X(t2 ),...,Xk=X(tk )  έχουν από κοινού µία 

κανονική κατανοµή για όλα τα k και όλες τις χρονικές στιγµές t1,…,tk. Η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας των X1 , X2 , …,  Xk δίνεται από τη σχέση 
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f x x x
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ΣX X X k kk1 2 1 2

1

2 1 2
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2

2, ,..., / /( , ,..., )
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− − ′ −




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

−x µ x µ
 

 

Όπου 

1 1 1 2 11

2 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ... ( , )( )
.
. , ( , ) ( , ) ... ( , )
.

( ) ( , ) ( , ) ... ( , )

XX XX XX kX

XX XX XX k

X k XX k XX k XX k k

t t t t t tt

Σ t t t t t t

t t t t t t t

γ γ γµ

µ γ γ γ

µ γ γ γ

  
  
  
  = =
  
⋅ ⋅ ⋅  
     

 

 

Αν τώρα η στοχαστική διεργασία {Xk} είναι µία ακολουθία από ανεξάρτητες 

τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2, τότε ο πίνακας συνδιασποράς 

 

,...1,}{)},({ 22 kjiItt ijjiXX === σδσγ  

 

όπου δ
i j
ι jij =
=
≠





1
0

για
για

    και   Ι   είναι ο µοναδιαίος πίνακας . 

 

Έτσι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των  X1 , …,  Xk  θα δίνεται από τη 

σχέση 

 

f x x x
σ

x µ σ

f x f x f x

X X k k i
i

k

X X X k

k

k

1

1 2

1 2 2 2
2 2

1

1 2

1
2

2,..., /( , ,..., )
( π )

exp ( ) /

( ) ( ) ... ( )

= − −








=

=
∑

 

 

Στην περίπτωση που η στοχαστική διεργασία Χ(t) είναι µία  Wiener  διεργασία 

µπορεί να δειχθεί ότι 

 

f x x x f x f x x f x xX t X t k X t X t t X t t k kk k k( ) ,..., ( ) ( ) ( ) ( )( , ,..., ) ( ) ( ) ... ( )
1 1 2 1 11 2 1 2 1 1= − − =− − −−
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22 2
11 2 1

2 2 2
1 2 1 1

2
1 2 1 1

( )( )exp 1/ 2 ...
( ) ( )

(2π ) ( )...( )

k k

k k
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x xx x x
t t t t t

t t t t t
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−
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−
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Επίσης µπορεί να δειχθεί ότι 

 

),min(),( 21
2

21 ttttXX σγ =  

 

 

2.7. Στάσιµες στοχαστικές διεργασίες 

 

Μία στοχαστική διεργασία Χ(t) είναι στάσιµη αν η από κοινού κατανοµή των 

X(t1 ), X(t2 ),...,X(tk )  δεν µεταβάλλεται µε τον χρόνο, δηλαδή 

 

),...,(),...,( 1)(),...,(1)(),...,( 11 ktXtXktXtX xxFxxF
kk ττ ++=  

 

για όλες τις χρονικές µεταβολές τ, για όλα τα k  και για όλες τις χρονικές στιγµές t1 , t2 

,...,tk . 

Μία στοχαστική διεργασία είναι πρώτης τάξης στάσιµη αν 

 

)()()( )()( xFxFxF XtXtX == +τ    για όλα  τα  t και τ. 

 

Αυτό συνεπάγεται ότι η µέση τιµή και η διασπορά της X(t)  είναι σταθερές και 

ανεξάρτητες από τον χρόνο, δηλαδή 

 

µ E X t µX t( ) [ ( ) ]= =  για όλα τα t 

 

και Var X t E X t µ σ[ ( ) ] [ ( ( ) ) ]= − =2 2  για όλα τα t 

 

Για µία στοχαστική διεργασία που είναι δεύτερης τάξης στάσιµη ισχύει ότι 

 

1 2 2 1( ), ( ) 1 2 (0), ( ) 1 2( , ) ( , )X t X t X X t tF x x F x x−=  για όλα τα t1 , t2 . 



 26

Αυτό συνεπάγεται ότι η συνάρτηση αυτοδιασποράς  εξαρτάται µόνο από τη 

διαφορά t2 - t1 , δηλ. 

γχχ ( t1  - t2 )  =   γχχ ( t2 - t1 )       για όλα τα t1 , t2 

Σε µια στοχαστική διεργασία {X(t), t≥ 0}  αν η από κοινού κατανοµή των X(t1 ), 

X(t2 ),...,X(tk )  είναι κανονική και συγχρόνως ισχύει η στασιµότητα δευτέρας τάξεως, 

τότε η διεργασία είναι πλήρως στάσιµη. 

 

 

Παράδειγµα 2.8. 
 

 
 

Ας θεωρήσουµε ένα σύστηµα χωρίς µνήµη 

 





<−
>

=
01
01

)(
x
x

xg  

 

Η έξοδος του Υ (t)  παίρνει τις τιµές ±1. 

 

P[Υ(t)=1] = P{Χ(t)> 0} = 1 - FΧ(0) 

 

P[Υ(t)=-1] = P{Χ(t)< 0} =  FΧ(0) 

Εποµένως 

E{Υ(t)} = 1 ⋅ P {Υ(t)=1} - 1 ⋅ P {Υ(t)=-1}= 1 - 2 ⋅ FΧ(0)  

 

Το γινόµενο Υ(t+τ)Υ(t)  ίσο µε την µονάδα αν Χ(t+ τ)Χ(t)> 0 και ίσο µε -1 

διαφορετικά. 
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Εποµένως 

 

RΥ(τ) = E{Y(t+τ) Y(t) = P{X(t+τ) X(t) > 0}- P{X(t+τ)X(t)<0} 

 

Αν θεωρήσουµε ότι η X(t)  να µία Gaussian  διεργασία, τότε µπορεί να 

αποδειχθεί ότι 

 

)0(
)(sin

π
2)( 1

X

X
Y R

RR ττ −=  

 

Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει από την ακόλουθη άσκηση (βλέπε Papoulis, 

1984). 

Έστω Χ1, Χ2 µία δισδιάστατη Gaussian κατανοµή µε µέσες τιµές µ1 = µ2 = 0, 

διασπορές σ1 = σ2 = 1 και συντελεστή συσχέτισης ρ. Να αποδειχθεί ότι 

 

P X X ρ[ ] sin ( )
π1 2

1

0 1
2

> = +
−

 

 

Θέτοντας X1 = X (t+τ)  και  X2 = X (t) παίρνουµε ρ
R τ
R

x

x

=
( )
( )0

. Από το πρώτο 

µέρος του παραδείγµατος προκύπτει ότι 

 

,
)0(
)(sin

π
2]0[]0[)( 1

2121
x

x
Y R

RXXPXXPR ττ −=<−>=  

  

δηλ. το ζητούµενο αποτέλεσµα. 
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Κεφάλαιο 3 
 

∆ΙΕΡΓΑΣΙΕΣ MARKOV  
 

 

3.1. Εισαγωγή 
 

Οι τυχαίες µεταβλητές που συνιστούν την ακολουθία µιας στοχαστικής 

διεργασίας δεν είναι ανεξάρτητες, αλλά είναι στατιστικώς εξαρτηµένες και µάλιστα 

κατά ένα πολύπλοκο τρόπο. Στο κεφάλαιο αυτό µελετούµε τις τυχαίες διεργασίες 

Markov οι οποίες έχουν µία απλή µορφή εξάρτησης και είναι χρήσιµες στην 

εύρεση καταλλήλων µοντέλων για την επίλυση προβληµάτων που αντιµετωπίζουµε 

στην πράξη. Σκοπός µας είναι να αναπτύξουµε µεθόδους για τον υπολογισµό 

της µεταβατικής και µακράς διάρκειας συµπεριφοράς των διεργασιών αυτών. Οι 

διεργασίες Markov αποτελούν επίσης τη βάση για τον προσδιορισµό κατάλληλων 

µοντέλων στην περιγραφή των συστηµάτων ουρών. 

 

Μία τυχαία διεργασία Χ(t) είναι µία διεργασία Markov  αν για αυθαίρετες 

χρονικές στιγµές  t1<  t2 < ... <  tk <  tk+1  ισχύει 

 

P X t x X t x X t x P X t x X t xk k k k k k k k[ ( ) / ( ) ,..., ( ) ] [ ( ) / ( ) ]+ + + += = = = = =1 1 1 1 1 1  (3.1)

 

Η σχέση (3.1) είναι γνωστή ως ιδιότητα του Markov  και µπορεί να 

ερµηνευθεί ως εξής : 

Το µέλλον της διεργασίας εξαρτάται µόνο από το παρόν και όχι από το 

παρελθόν. 

Η τιµή της στοχαστικής διεργασίας Χ(t) θεωρείται ως η κατάσταση (state)  της 

διεργασίας την χρονική στιγµή t. 
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Παράδειγµα 3.1. 
 

Θεωρούµε την διεργασία 

 

Sn = X1 + X2 + ... + Xn  = Sn-1 + Xn ,    S0 = 0, 

 

όπου οι τυχαίες µεταβλητές  Χi , αποτελούν µία διεργασία τυχαίων µεταβλητών που 

είναι ανεξάρτητες και έχουν την ίδια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.). 

Η  Sn  είναι µία διεργασία Markov επειδή 

 

P S s S s S s P X s s P S s S sn n n n n n n n n n n[ / ,..., ] [ ] [ / ]+ + + + + += = = = = − = = =1 1 1 1 1 1 1 1  

 

 

Παράδειγµα 3.2. 
 

Θεωρούµε  το µετακινούµενο µέσο όρο µιας ακολουθίας Bernoulli  τυχαίων µεταβλητών 

 

Υ X Xn n n= + −
1
2 1( ) , 

 

όπου οι Xn  αποτελούν την ακολουθία των Bernoulli  τυχαίων µεταβλητών µε p=1/2. θα 

δείξουµε ότι η Yn  δεν είναι µία διεργασία  Markov. 

Η σ.π.π. της Yn  υπολογίζεται ως εξής : 

 

P Y P X X

P Y P X X P X X

P Y P X X

n n n

n n n n n

n n n

[ ] [ , ]

[ ] [ , ] [ , ]

[ ] [ , ]

= = = = =

= = = = + = = =

= = = = =

−

− −

−

0 0 0 1
4

1
2

0 1 1 0 1
2

1 1 1 1
4

1

1 1

1και

 

 

Ας εξετάσουµε  τώρα τις εξής δεσµευµένες πιθανότητες 
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n n

n
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
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= =
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−

P X X X

P Y
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0
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1
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,
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Εποµένως 

 

[ ]P Y Y Y P Y Yn n n n n= = =




≠ = =− − −1 1

2
0 11 2 1

1
2/ , /  

 

και η διεργασία δεν είναι µία διεργασία Markov. 

Αν µία διεργασία Markov παίρνει µόνο ακέραιες τιµές τότε καλείται µία αλυσίδα 

Markov (Markov chain).  Για µια αλυσίδα Markov ισχύει η παρακάτω σχέση 

 

1 1 1 1[ ( ) , ( ) ,..., ( ) ]k k k kP X t x X t x X t x+ += = = =   

 

1 1 1 1[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]k k k k k k k kP X t x X t x P X t x X t x+ + − −= = = =   

 

2 2 1 1 1 1... [ ( ) ( ) ] [ ( ) ]P X t x X t x P X t x= = =  (3.2)

 

Οι διεργασίες Markov  ταξινοµούνται (βλέπε Πίνακα 3.1) σύµφωνα µε : 

 

(i)  Τη φύση του παραµετρικού χώρου της διεργασίας (αν είναι διακριτός ή 

συνεχής) και 

(ii)  Τη φύση του χώρου καταστάσεων (state space) της διεργασίας. 
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Μία πραγµατική τιµή x λέγεται ότι είναι µία πιθανή τιµή ή κατάσταση 

(state) της στοχαστικής διεργασίας {X(t), t∈ T}  αν υπάρχει µία χρονική στιγµή t του Τ 

τέτοια ώστε η πιθανότητα  P(x-h< X(t)< x+h)  είναι θετική για κάθε h> 0. Το 

σύνολο όλων των δυνατών τιµών µιας στοχαστικής διεργασίας καλείται ο χώρος 

των καταστάσεων της. Ο χώρος των καταστάσεων είναι  διακριτός αν  περιέχει  

ένα  πεπερασµένο ή ένα αριθµήσιµο αριθµό καταστάσεων. Ένας χώρος 

καταστάσεων που δεν είναι διακριτός καλείται συνεχής. Προφανώς µία διεργασία 

Markov  της οποίας ο χώρος καταστάσεων είναι διακριτός είναι µία αλυσίδα 

Markov. Συχνά θα χρησιµοποιούµε το σύνολο των ακεραίων {0,1,...} ως τον χώρο 

καταστάσεων µιας αλυσίδας Markov. 

 

             Χώρος καταστάσεων 

              _____________________________________ 

 

     ∆ιακριτός                   Συνεχής 

 

 

Παραµετρικός 

 

∆ιακριτός 

 

Αλυσίδα  Markov µε 

διακριτή παράµετρο 

∆ιεργασία  Markov µε 

διακριτή παράµετρο 

Χώρος  

Συνεχής 

 

Αλυσίδα  Markov µε 

συνεχή παράµετρο 

∆ιεργασία Markov µε 

συνεχή παράµετρο 

 

Πίνακας 3.1. Ταξινόµηση διεργασιών Markov 

 

 

3.2. Πιθανότητες µετάβασης 

 

Μία αλυσίδα Markov είναι κατά πολύ η πιο σπουδαία διεργασία Markov. Σε µία 

αλυσίδα Markov {Xn , n=0, 1, 2, …} ορίζουµε τις πιθανότητες µετάβασης βήµατος n 

(n-step transition probabilities)  
 

p P X j X iij
n

m n m
( ) [ / ]= = =+  (3.3) 
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Θα µελετήσουµε εδώ µόνο τις περιπτώσεις εκείνες για τις οποίες οι πιθανότητες 

pij
n( ) δεν εξαρτώνται από το m, δηλ. 

 

p P X j X i P X j X iij
n

m n m m
( ) [ / ] [ / ]= = = = = =+ 0  (3.4) 

 

Μια τέτοια αλυσίδα λέγεται ότι έχει στάσιµες πιθανότητες µετάβασης (stationary 

transition probabilities) και ονοµάζεται οµογενής (homogeneous). 

 Ορίζουµε   τον   πίνακα   P = [pij ], i, j∈ S   ως   τον  πίνακα  µε     

πιθανότητες  

 

µετάβασης βήµατος 1, όπου pij = P[Xm+1 = j/Xm = i] . Στην περίπτωση αυτή έχουµε  

 

p κ α ι pij ij
j S

≥ =
∈
∑0 1 

Ένας τέτοιος τετραγωνικός πίνακας µε αθροίσµατα σειρών ίσα µε την µονάδα και 

µη-αρνητικά στοιχεία ονοµάζεται Στοχαστικός Πίνακας (Stochastic Matrix). 

Όταν δίνεται ο πίνακας Ρ µπορούµε να υπολογίσουµε τις εξής πιθανότητες 

 

P X i X i X i X i

P X i X i X i X i X i P X i X i

P X i X i X i P X i X i X i

P X i X i P X i X i P X i X

n n

n n

n n n n

n n n n

[ , ,..., / ]

[ , ,..., / , ] [ / ]

... [ / ,..., ] ... [ / , ]

[ / ] [ / ] ... [ /

1 1 2 2 0 0

2 2 3 3 0 0 1 1 1 1 0 0

1 1 0 0 2 2 1 1 0 0

1 1 0 0 1 1 2 2 1

= = = =

= = = = = = = =

= = = = = = = =

= = = = = =

− −

− − =

= = =
−

i

P X i X i p p pi i i i i in n

1

1 1 0 0 0 1 1 2 1

]

[ / ] ..., , ,

 
Παρατηρούµε ότι έχουµε µεγάλη απλοποίηση στον υπολογισµό των πιθανοτήτων 

λόγω της ιδιότητας Markov. 

Κατά παρόµοιο τρόπο, όπως και προηγουµένως, ορίζουµε τον πίνακα των 

πιθανοτήτων µετάβασης n-βηµάτων, δηλ. 
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P p i j Sn
ij

n( ) ( )[ ] , , .= ∈  

 

Μία σηµαντική σχέση που ισχύει είναι η ακόλουθη P(2) = P2.   Η σχέση αυτή 

αποδεικνύεται ως εξής 

 

p P X j X i P X j X k X iij m m
k S

m m m
( ) [ / ] [ , / ]2

2 2 1= = = = = = =+
∈

+ +∑  

 

= = = = = =
∈

+ + +∑P X j X k X i P X k X i
k S

m m m m m[ / , ] [ / ]2 1 1  

 

= = = = =
∈

+ + +∑P X j X k P X k X i
k S

m m m m[ / ] [ / ]2 1 1  

 

=
∈
∑ p pik kj
k S

 (λόγω στασιµότητας) 

 

= το στοιχείο (i,j)  του P2 δηλ. P(2) = Ρ2 

 

Οµοίως µπορούµε να δείξουµε ότι P(n) = Ρn ( P0 = I ). 

Η γενική σχέση η οποία ισχύει µεταξύ πιθανοτήτων µετάβασης είναι η εξής: 

 

p p pij
m n

ik
m

kj
n

k S

( ) ( ) ( )+

∈

= ∑  (3.5) 

 

Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως Chapman-Kolmogorov εξίσωση. Άρα, όταν δίνεται ο 

πίνακας Ρ, µπορούµε να υπολογίσουµε τη µελλοντική πιθανοκρατική κατασκευή της 

αλυσίδας Markov. 

 

 

Παράδειγµα 3.3.  Αλυσίδα Μαίκον δύο καταστάσεων. 
 

Θεωρούµε την ακόλουθη Αλυσίδα Markov δύο καταστάσεων για την 

περιγραφή ενός κωδικοποιηµένου σήµατος δυαδικού χαρακτήρος : Όταν στη 
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νιοστή θέση έχουµε 0, τότε η πιθανότητα στην επόµενη θέση να έχουµε 0 είναι 

1- α και η πιθανότητα να έχουµε 1 είναι α. Οµοίως όταν στη νιοστή θέση έχουµε 

1, τότε η πιθανότητα να έχουµε 1 στην επόµενη θέση είναι 1-β και 0 είναι β. Μία 

γραφική παράσταση της Αλυσίδας Markov  δίνεται από το διάγραµµα 

 

 
Σχήµα 3.1. ∆ιάγραµµα καταστάσεων µετάβασης για µία αλυσίδα Markov δύο καταστάσεων. 

 

Έστω Χη η συνάρτηση που δηλώνει την κατάσταση του σήµατος τη χρονική στιγµή n. 

Τότε η ακολουθία {Xn , n=0,1,….} είναι µία Αλυσίδα Markov µε τον ακόλουθο πίνακα 

πιθανοτήτων µετάβασης βήµατος 1 

 

P
a a

=
−

−










1
1β β

 

 

 

Παράδειγµα 3.4. 
 

Την ηµέρα 0 ένα σπίτι έχει δύο καινούργιες λάµπες στην αποθήκη. Η 

πιθανότητα ότι το σπίτι θα χρειασθεί µία καινούργια λάµπα την ηµέρα n είναι p, ενώ 

η πιθανότητα ότι δεν θα χρειασθεί είναι 1-p. Έστω Υη ο αριθµός των καινούργιων 

λαµπών που υπάρχουν στην αποθήκη του σπιτιού στο τέλος της ηµέρας n. Η 

ακολουθία {Yn , n=0, 1, 2,...} είναι µία Αλυσίδα Markov  µε διάγραµµα 

 

 
 

Σχήµα 3.2. ∆ιάγραµµα καταστάσεων µετάβασης απογραφής λαµπών. 
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και πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης βήµατος 1 

 

P p q
p q

=
















1 0 0
0

0
 

 

 

Παράδειγµα 3.5. 
 

Έστω Sn  µία διωνυµική διεργασία, δηλ. Sn = Χ1 + Χ2 +... + Χn , όπου Χi , 

i=1,…n είναι  Bernoulli τυχαίες µεταβλητές. Σ' ένα νέο βήµα, η Sn µπορεί είτε να µείνει 

στην ίδια κατάσταση ή να αυξηθεί κατά ένα. Το διάγραµµα καταστάσεων της 

διεργασίας είναι το ακόλουθο 

 

 
 

Σχήµα 3.3. ∆ιάγραµµα καταστάσεων µετάβασης για τη διωνυµική διεργασία. 

 

και έχει πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης βήµατος 1 

 

P

p p
p p

p p
=

−
−

−



















1 0 0
0 1 0
0 0 1

...

...

...
. . . . ...

 

 

 

3.3. Οι πιθανότητες των καταστάσεων 
 

Θεωρούµε τις πιθανότητες των καταστάσεων την χρονική στιγµή n.     Έστω  

{ }p( ) ( )n
j
np= το  διάνυσµα  σειράς των πιθανοτήτων των καταστάσεων τη χρονική 

στιγµή n.  Η πιθανότητα pj
n( ) υπολογίζεται ως εξής 
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[ ] [ ]p P X j X i P X i p pj
n

n n
i

n ij i
n

i

( ) ( )/= = = = =− −
−∑ ∑1 1

1
 (3.6) 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι 

 

p p( ) ( ) .n
j
n P=  

 

Οµοίως, η pj
n( ) µπορεί να υπολογισθεί από την ακόλουθη σχέση 

 

[ ] [ ]p P X j X i P X i p pj
n

n
i

ij
n

i
i

( ) ( ) ( )/= = = = =∑ ∑0 0
0

 (3.7) 

 

ή ακόµα p p( ) . , , ,... .n nP n= =(0) 1 2  

 

 

Παράδειγµα 3.5. (Συνέχεια) 
 

Για  τον  υπολογισµό  της  πιθανότητας  µετάβασης   βήµατος  n σηµειώνουµε ότι 

p n
22
( ) = Ρ(δεν χρειάζεται νέα λάµπα σε n ηµέρες) = qn 

p n
21
( ) =Ρ(1 λάµπα χρειάζεται σε n ηµέρες) =  npqn-1 

p p pn n n
20 22 211( ) ( ) ( ) ,= − −  

 

οπότε 

P q q

q npq npq q

n n n

n n n n

( ) = −

− −















− −

1 0 0

1 0

1 1 1

 

 

Για q < 1, καθώς n→∞  έχουµε 

 

P n( ) →
















1 0 0
1 0 0
1 0 0
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Εποµένως για το διάνυσµα καταστάσεων ( )p( ) ( ) ( ) ( ), ,n n n np p p= 0 1 2   βρίσκουµε 

 

( )p p( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ( , , )n n n n np p p p p p= =0
0 0

0
1

0
2 0 0 1  

 

→















=( , , ) ( , , )0 0 1

1 0 0
1 0 0
1 0 0

1 0 0  

 

όπου ( )p p p0
0

1
0

2
0( ) ( ) ( ), ,  είναι το διάνυσµα σειράς των πιθανοτήτων της αρχικής 

κατάστασης και ( )p p p0
0

1
0

2
0( ) ( ) ( ), ,  =(0, 0, 1), επειδή αρχίζουµε µε δύο λάµπες. Το 

αποτέλεσµα µας λέει ότι τελικά θα µείνουµε χωρίς λάµπες. 

 

 

Παράδειγµα 3.6. 
 

Για µια Αλυσίδα Markov µε δύο καταστάσεις και πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης 

 

P
p p
p p

=










00 01

10 11

 

µπορεί να δειχθεί ότι 

P p
p p p p p p

p p p p p p
( )

( )

( )
2 2

2
01 10 01 00 11

10 00 11 11
2

01 10

00
= =

+ +

+ +













 

 

Αν   επιπλέον   ισχύει | p00 + p11 -1 |< 1,   χρησιµοποιώντας   µαθηµατική 

επαγωγή, µπορούµε να δείξουµε ότι ισχύει 

 

P
p p

p p
p p

n( ) =
− −

− −

− −










1
2

1 1
1 100 11

11 00

11 00

 

 

+
+ −

− −

− − −

− − −










( ) ( )
( ) ( )

p p
p p

p p
p p

n
00 11

00 11

00 00

11 11

1
2

1 1
1 1
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Από την σχέση αυτή εύκολα προκύπτει ότι 

 

lim lim( ) ( )

n

n

n

np p
p

p p→∞ →∞
= =

−
− −00 10

11

00 11

1
2

 

 

lim lim( ) ( )

n

n

n

np p
p

p p→∞ →∞
= =

−
− −01 11

00

00 11

1
2

 

 

Ένα  παράδειγµα  µ ιας  οµογενούς  διεργασίας  Markov δύο  

καταστάσεων δίνεται από ένα σύστηµα τηλεπικοινωνιών που χρησιµοποιεί τα 

ψηφία 0 και 1. Κάθε ψηφίο που µεταφέρεται πρέπει να περάσει µέσα από πολλές 

φάσεις, σε κάθε µία από τις οποίες υπάρχει πιθανότητα p, ότι το ψηφίο που 

εισέρχεται θα µείνει αµετάβλητο στην έξοδο. Έστω ότι Xn συµβολίζει το ψηφίο 

που εγκαταλείπει την νιοστή φάση του συστήµατος. Η ακολουθία {Χn , n=0, 1, 2, ...} 

αποτελεί τότε µία οµογενή αλυσίδα Markov µε πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης 

 

p q
P

q p
 

=  
 

      όπου  q=1-p 

 

Μπορεί να δειχθεί ότι 

P P P
p q pq

pq p q

p q p q

p q p q

( ) .

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

= =
+

+












=

+ − − −

− − + −





















 

 

Γενικεύοντας τη σχέση αυτή βρίσκουµε 

 

P

p q p q

p q p q

n

n n

n n

( )

( ) ( )

( ) ( )

=

+ − − −

− − + −





















1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2
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Αν p = 2
3

, τότε 

[ ]P X X p2 0 11
21 1 5

9
= = = =/ ( )   και   [ ]P X X p3 0 11

31 1 14
27

= = = =/ ( )  

 

Οι πιθανότητες αυτές µας λένε ότι ένα ψηφίο που εισέρχεται στο σύστηµα σαν 1 

έχει πιθανότητα 5/9 να µεταβιβασθεί σωστά µετά από δύο φάσεις και πιθανότητα 

14/24 µετά από 3 φάσεις. 

Ενδιαφέρον επίσης είναι να υπολογίσουµε την πιθανότητα ότι ένα ψηφίο που 

µεταβιβάζεται από το σύστηµα σαν µονάδα, στην πραγµατικότητα εισήλθε στο 

σύστηµα σαν µονάδα. Επιθυµούµε δηλαδή να υπολογίσουµε την ακόλουθη 

πιθανότητα 

Ρ[Χ0=1/Χn =1] 

 

Για να υπολογίσουµε την πιθανότητα αυτή εργαζόµαστε ως εξής 

 

[ ] [ ]P X X
P X X

P X
P X X P X

P Xn
n

n

n

n
0

0 0 01 1
1 1

1
1 1 1

1
= = =

= =
=

=
= = =

=
/

[ , ]
[ ]

/ [ ]
[ ]

 

όπου 

[ ] [ ] [ ]P X P X X P X P X X P Xn n n= = = = = + = = =1 1 1 1 1 0 00 0 0 0/ [ ] / [ ]  

 

Άρα 

[ ] [ ]P X X
α p q

a b p qn

n

n0 1 1
1

1
= = =

− −

+ − −
/

( )

( ) ( )
, 

 

όπου    Ρ[Χ0 = 1] =a  και    Ρ[Χ = 0] =b  

 

 

3.4. Οι πιθανότητες των καταστάσεων στην σταθερά κατάσταση 
 

Το Παράδειγµα 3.6 είναι ένα τυπικό παράδειγµα µιας αλυσίδας Markov που 

προσεγγίζει µία σταθερά κατάσταση µετά από ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα 

λειτουργίας της διεργασίας. Καθώς n→∞ , ο πίνακας µετάβασης πιθανοτήτων 

βήµατος n προσεγγίζει έναν πίνακα στον οποίο όλες οι σειρές είναι ίσες µε την ίδια 

πιθανότητα, δηλ. 
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( )n
ij jp π→     για όλα τα  i. 

 

Η (3.7), καθώς n→∞ , λαµβάνει τη µορφή 

 

p pj
n

j i j
i

( ) ( )π π→ =∑ 0     για όλα τα  j. 

 

Εποµένως, καθώς n→∞ , η πιθανότητα της κατάστασης  j προσεγγίζει µία 

σταθερά η οποία είναι ανεξάρτητη από το χρόνο και τις πιθανότητες της αρχικής 

κατάστασης. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι το σύστηµα φθάνει τη σταθερά 

κατάσταση (steady state) ή την κατάσταση ισορροπίας (equilibrium). 

Αν θέσουµε  το διάνυσµα σειράς π= {π },j  και καθώς ( )n
j jp π→ , 

( )n
i jp π→ ,  από την (3.6) επιτυγχάνουµε 

 

π πj ij j
i

p= ∑   ή ακόµα   π π= P  (3.8) 

 

Εν γένει η (3.8) έχει (n-1) γραµµικά ανεξάρτητες εξισώσεις. Η επιπλέον 

εξίσωση που χρειάζεται δίνεται από τη σχέση π i
i

=∑ 1 . Αν η διεργασία Markov 

έχει πιθανότητες αρχικής κατάστασης p π( )0 =  τότε το διάνυσµα των πιθανοτήτων 

των καταστάσεων παίρνει τη µορφή 

 

p π π( ) ( )n nP= =     για όλα τα n, 

 

Η διεργασία που ακολουθεί είναι µία στάσιµη τυχαία διεργασία επειδή η 

πιθανότητα της ακολουθίας των καταστάσεων i0 ,i1, …, in  που αρχίζουν τη χρονική 

στιγµή k είναι 

 

P X i X i P X i X i

P X i X i P X i P X i X i

P X i X i p p p

n k n k n k n n k n

k k k n k n n k n

k k i i i i i i in n

[ ,..., ] [ / ]

... [ / ] [ ] [ / ]

... [ / ]π ... π ,, ,

+ + + − −

+ + + − −

+

= = = = =

= = = = = =

= = =
−

0 1 1

1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 1 0 1 1 0
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η οποία είναι ανεξάρτητη από την αρχική χρονική στιγµή k. Έτσι οι πιθανότητες είναι 

ανεξάρτητες από την εκλογή της αρχικής χρονικής στιγµής, και η διεργασία είναι 

στάσιµη. 

 

 

Παράδειγµα 3.6. (Συνέχεια) 

Θεωρούµε τον πίνακα πιθανοτήτων βήµατος 1 P
p q
q p

=








 . 

Από την εξίσωση π π= P έχουµε 

 

π π π
π π π

π π π πο
ο

p q
q p

q q
= +

= +



⇒ = ⇒ =0 1

1 0 1
0 1 1  

 

Άρα π πο= =1
1
2

 επειδή π πο+ =1 1 . 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι όλες οι αλυσίδες Markov δεν φθάνουν την 

στάσιµη συµπεριφορά. Για παράδειγµα, η διωνυµική διεργασία Sn µε p>0 

αυξάνει  σταθερά  έτσι  ώστε,  για  σταθερό  j,  pj
n( ) → 0   καθώς   n→∞ .  

Μπορούµε να µελετήσουµε τη συµπεριφορά µακράς διαρκείας των αλυσίδων 

Markov και να καθορίσουµε συνθήκες κάτω από τις οποίες οι αλυσίδες Markov 

φθάνουν σε µία σταθερή κατάσταση (βλέπε Leon-Garsia, 1989).  

 

 

3.5. Αλυσίδες Markov  µε συνεχή παραµετρικό χώρο 
 

Σε προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι ο πίνακας των πιθανοτήτων 

µετάβασης καθορίζει τη συµπεριφορά µιας αλυσίδας Markov µε διακριτό 

παραµετρικό χώρο. Στην παράγραφο αυτή θα δούµε ότι αυτό είναι αληθές και 

για τις Αλυσίδες Markov µε συνεχή παραµετρικό χώρο. 

Η ακόλουθη σχέση 

 

P X t x X t x X t x

P X t x X t x P X t x X t x P X t x

k k k k

k k k k

[ ( ) , ( ) ,..., ( ) ]

[ ( ) / ( ) ] ... [ ( ) / ( ) ] [ ( ) ]

+ +

+ +

= = = =

= = = = = =

1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 1 1
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ισχύει και στην περίπτωση που η διεργασία ορίζεται σε διακριτό παραµετρικό 

χώρο και στην περίπτωση που ορίζεται σε συνεχή παραµετρικό χώρο. Στην 

περίπτωση του συνεχούς χρόνου η από κοινού πιθανότητα απαιτεί να γνωρίζουµε τις 

πιθανότητες από την αυθαίρετη χρονική στιγµή s στη χρονική στιγµή s+t. Θεωρούµε 

ότι οι πιθανότητες µετάβασης εξαρτώνται µόνο από τη διαφορά µεταξύ των δύο 

χρονικών στιγµών, δηλ. 

 

P X t s j X s i P X t j X i p tij[ ( ) / ( ) ] [ ( ) / ( ) ] ( )+ = = = = = =0 , 

για t ≥ 0  και όλα τα j. 

 

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η {X(t), t ≥ 0 }  είναι οµογενής στο χρόνο. 

Έστω P t p tij( ) { ( ) }=  o πίνακας των πιθανοτήτων µετάβασης την 

χρονική στιγµή  t. Επειδή (0) 1 ( )ijp i j= =  και  (0) 1 ( )ijp i j= ≠  έχουµε Ρ(0)=Ι, 

όπου I είναι ο µοναδιαίος πίνακας. 

Εξετάζουµε τώρα την πιο απλή περίπτωση µιας Αλυσίδας Markov µε συνεχή 

παραµετρικό χώρο. 

 

 

3.6. Εναλλακτικός ορισµός της διεργασίας Poisson 
 

Γεγονότα συµβαίνουν στο χρόνο κατά τέτοιο τρόπο ώστε 

 

[ ){ } ( )

[ ){ } ( )

[ ){ } ( )

0 , 1

1 ,

,

P t t t t t

P t t t t t

P t t t t

γεγονοτα στο δ λδ ο δ

γεγονος στο δ λδ ο δ

δυο η περισσοτερα γεγονοτα στο δ ο δ

+ = − +


+ = + 


+ = 

&

&

& & & &

 

Το λ θεωρείται 

σταθερό και δεν 

εξαρτάται από 

το χρόνο 

 

 Επίσης γεγονότα που συµβαίνουν σε µη-επικαλυπτόµενα διαστήµατα είναι 

ανεξάρτητα. Η διεργασία που ορίζεται µε τον τρόπο αυτό ονοµάζεται µία Poisson 

διεργασία. 

Στην περίπτωση αυτή η στασιµότητα  προκύπτει από το γεγονός ότι οι 

πιθανότητες εξαρτώνται µόνο από το εύρος του διαστήµατος (δt) και όχι από τη 

χρονική στιγµή t. 
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Έστω  X(t) = ο αριθµός των  γεγονότων  στο[0, t) και  pn(t)=P[X(t) = n], 

n=0, 1, 2, .... 

Η γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας (γ.σ.π.) της  X(t)ορίζεται από τη σχέση 

 

( )

0
( ) ( ) ( )X t n

t n
n

z E z p t z
∞

=

Π = =∑  

 

Για να υπολογίσουµε την γ.σ.π. της Poisson διεργασίας εργαζόµαστε ως εξής 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) X t t X t X t t X t
t t z E z E z zδ δ
δ

+ + −
+Π = =  

 

( ) ( )( ) ( )

0

( ) ( )X t X t n
t n

n

E z E z z p t zδ δ
∞

=

= = Π ∑  

 

0 1( ) (1 ) ( )t z t z tz tλδ λδ ο δ = Π − + +   

 

( )( ) ( ) ( ) (1)t t t
t

z z z z
t

δ λ λ π ο
δ

+Π −Π
⇒ = − + +  

( )( ) 1 ( ) 0t
t

d z z z t
dt

λ καθως δΠ
⇒ = − − Π →  

 

          ( ) (1 )log ( ) 1 ( ) z t
t tz z t c z Ae λλ − −⇒ Π = − − + ⇒Π =  

 

Για  z=1 έχουµε  ( )(1 ) (1) 1X t
tE = Π = και εποµένως Α=1.  

Άρα   (1 )( ) z t
t z e λ− −Π =  

Από τη  σχέση  αυτή για την γ.σ.π.  επιτυγχάνουµε την ακόλουθη κατανοµή 

 
2

2

0

( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ... ...
2! !

n
n t

t n
n

t tz p t z e t z z
n

λ λ λλ
∞

−

=

 
Π = = + + + + + 

 
∑  

 

Αν τώρα εξισώσουµε τους συντελεστές του zn , βρίσκουµε 

 

p t e λt
n

nn
λt

n

( ) ( )
!

, , , ,...,= =− 0 1 2  
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δηλ. ο αριθµός των γεγονότων την χρονική στιγµή t, ακολουθεί µία Poisson 

κατανοµή. 

 

 

3.6. 1.  Τυπική διεργασία Markov 
 

Θεωρούµε ότι ο παραµετρικός χώρος είναι [0, ∞) και η X(t)  περιγράφει την 

κατάσταση της διεργασίας τη χρονική στιγµή t. Οι πιθανότητες µετάβασης pij (t) = 

P(X (s+t) = i/X(s) = i) = P(X(t) = j/X(0) = i) θεωρούνται ανεξάρτητες από το s, δηλ. 

η διεργασία είναι στάσιµη. 

Ορίζουµε τον πίνακα πιθανοτήτων 

 

P(t) = [pij (t)],    i, j ∈ S 

 

Επιπλέον θεωρούµε ότι   

(i)   Για κάθε t   p t p tij ij
j S

( ) ( )≥ =










∈
∑0 1  

 (ii)   p tij( ) → 1   καθώς   t → 0   (i=j) 

 

και p tij( ) → 0  καθώς   t → 0   ( )i j≠ . 

Με άλλα λόγια ισχύει p δ
i j
i jij ij( )0

1
0

= =
=
≠





 

 

Μία τέτοια διεργασία καλείται τυπική διεργασία Markov. Θεωρούµε τώρα ότι u, 

ν>0. Οι πιθανότητες  pij (u+v) υπολογίζονται ως εξής  

 

( ) ( ) ( )0 0, .ij u v u v u
k S

p u v P X j X i P X j X k X i+ +
∈

+ = = = = = = =∑  

 

( )0 ( ) ( ), .u ik kj
k S

P X k X i P u p v δηλ
∈

= = =∑  

 

( ) ( ) ( )P u v P u P v+ =   (σε µορφή πινάκων) 

 

(3.9) 
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Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως εξίσωση των Chapman-Kolmogorov για 

την περίπτωση συνεχούς παραµετρικού χώρου. Η µόνη λύση της εξίσωσης αυτής δίνεται 

από τη σχέση P(u)=euQ , όπου Q είναι ένας σταθερός τετραγωνικός πίνακας και στην 

περίπτωση που το S (χώρος καταστάσεων) είναι πεπερασµένο, τότε 

e I uQ u QuQ = + + +
2 2

2!
... 

 

 

3.7.  Πίνακας αναλογιών µετάβασης 
 

Οι πίνακες P(t) και Q είναι ισοδύναµοι και όταν δίνεται ο ένας µπορούµε 

να υπολογίσουµε τον άλλο. Μπορούµε λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε τον Q για να 

παραστήσουµε τη διεργασία Markov. Αυτό γίνεται µε τον εξής τρόπο 

 

P(δt) = eQδt , οπότε pij (δt) = δij + qijδt + ο(δt)  αν Q=[qij]. 

 

Άρα   
( ) (0)

(1)ij ij
ij

p t p
q

t
δ

ο
δ
−

= + ,   δηλ. q p Q Pij ij= =' ( ) '( )0 0και  

 

Για i j pij≠ =, ( )0 0   και εποµένως  pij (δt) ≅ qij δt. Το qij  δίνει την 

αναλογία µετάβασης από το i στο j (qij ≥0). Ο πίνακας Q είναι γνωστός ως πίνακας 

αναλογιών µετάβασης. 

Για  i = j pij (0) = pij (0) = 1 ,  οπότε  pij (δt)-1 ≅ qij δt  δηλ. qij < 0. Ορίζουµε 

qi  = - qij ≥ 0.   Επιπλέον ισχύει ότι  

 

q d
dt

p t d
dtij ij t t

i Sj S

= = == =
∈∈
∑∑ ( ) | |0 01 0  

 

Εποµένως   ο   πίνακας  Q  έχει   θετικά   ή   µηδενικά   στοιχεία   εκτός 

διαγωνίου, αλλά µηδενικά αθροίσµατα γραµµών. 

 

 

3.8.  Χρόνος παραµονής σε µία κατάσταση 
 

Από τα προηγούµενα αποτελέσµατα έχουµε 
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pij (δt) = 1 + qij δt  + ο (δt)  =1 - qi δt  + ο (δt) 

 

Έστω Τi η τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) που περιγράφει το χρόνο παραµονής στην 

κατάσταση i.  Μπορούµε να υπολογίσουµε την κατανοµή της τ.µ. Τi  ως εξής 

 

P T t P X i τ t P X i τ t
n

t
n

n t
n

ti τ τ[ ] ( , ) , , , ,..., ( ) ,> = = ≤ ≤ ≈ = =
−





0 0 2 1
 

Για n αρκετά µεγάλο θα έχουµε 

 

[ ] ... 1
n

i ii ii ii i
t t t t tP T t p p p q
n n n n n

ο        > = = − +                
 

 

και, καθώς ( )n P T t ei
q ti→∞ > = −, .  Άρα P T t ei

q ti( )≤ = − −1  

Προκύπτει λοιπόν ότι η σ.π.π. του χρόνου παραµονής στην κατάσταση i  είναι 

εκθετική ( ) .q ei
q ti−   Αναχωρήσεις από την κατάσταση i συµβαίνουν σύµφωνα µε 

µία  Poisson  διεργασία της οποίας η ένταση είναι qi . 

Το αποτέλεσµα αυτό είναι πολύ ισχυρό επειδή προκύπτει από πολύ λίγες 

προϋποθέσεις και ισχύει για την τυπική διεργασία Markov  (µε πεπερασµένο χώρο 

καταστάσεων S). 

 

 

3.9. Εξισώσεις Kolmogorov 
 

Από την εξίσωση των Chapman-Kolmogorov έχουµε  :  

 

Εξίσωση προς τα εµπρός 

P t h P t P t P h P t
P t P h I

P t P h P

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ( ) ]

( ) [ ( ) ( ) ]

+ − = −
= −

= − 0
 

 

⇒
+ −

=lim ( ) ( ) '( )P t h P t
h

P t  

 

             
= =
⇒ =

P t P P t Q
P t P t Q
( ) '( ) ( )
'( ) ( )

0
 

Εξίσωση προς τα πίσω 

P t h P t P h P t P t
P h I P t

P h P P t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ( ) ] ( )

[ ( ) ( ) ] ( )

+ − = −
= −

= − 0
 

 

⇒
+ −

=lim ( ) ( ) '( )P t h P t
h

P t  

 

= =
⇒ =

P P t QP t
P t QP t
'( ) ( ) ( )
'( ) ( )
0
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Οι ανωτέρω εξισώσεις µπορούν να γραφούν στην εξής µορφή 

 

p t p t qij ik kj
k S

' ( ) ( )=
∈
∑                  (3.10α) ( ) ( )ij ik kj

k S
p t q p t

∈

′ =∑                   (3.10β) 

 

Υποθέτουµε ότι η διεργασία φθάνει σε µία σταθερά κατάσταση καθώς 

t p t p tij j ij→∞ → →, . ( ) π ' ( ) .δηλ και 0   Στην περίπτωση αυτή παίρνουµε 

 

Πρώτη Εξίσωση 

0

0

=

⇒ =

∈
∑π

π'

k kj
k S

q

Q
 

∆εύτερη Εξίσωση 

0

0

=

⇒ =

∈

∈

∑

∑

q

q

ik j
k S

j ik
k S

π

π

 

δηλ. η δεύτερη εξίσωση δεν µας δίνει 

καµία  πληροφορία 

 

 

Παράδειγµα 3.7. Ένα απλό σύστηµα αναµονής 
 

Υποθέτουµε ότι ένα σύστηµα εναλλάσσεται µεταξύ δύο καταστάσεων. Στην 

κατάσταση  0  το  σύστηµα δεν είναι απασχοληµένο και περιµένει για ένα µήνυµα 

να φθάσει. Αυτή η περίοδος του συστήµατος µπορεί να περιγραφεί από µία 

εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1/α. Στην κατάσταση 1 το σύστηµα είναι 

απασχοληµένο επειδή λαµβάνει ένα µήνυµα. Η κατάσταση αυτή µπορεί να 

περιγραφεί από µία εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1/β. Να υπολογισθούν οι 

πιθανότητες p0(t) και  p1(t) συναρτήσει των πιθανοτήτων p0(0) και p1(0) της 

αρχικής κατάστασης. 

 

Λύση : 

Το σύστηµα µεταβαίνει από την κατάσταση 0 στην κατάσταση 1 µε µία 

αναλογία α και από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 0 µε µία αναλογία β, δηλ. 

έχουµε 

q00 = - α,    q01 = α,    q10 = β   και    q11 = - β. 

 

Από  την  πρώτη   εξίσωση   Kolmogorov  (3.10a)  βρίσκουµε ότι 
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0 0 1( ) ( ) ( )p t p t p tα β′ = − +  

1 0 1( ) ( ) ( )p t p t p tα β′ = −  

 

Επειδή  p0 (t) + p1 (t) = 1, η   πρώτη   εξίσωση  του   ανωτέρω συστήµατος 

µπορεί να γραφεί στη µορφή 

 

p΄0 (t) = - α p0 (t) + β[1- p0 (t)] 

p΄0 (t)+ (a+β) p0 (t) = β ,  p0 (0)= p0 

 

Η τελευταία εξίσωση είναι µία διαφορική εξίσωση   1ης τάξης, της οποίας η 

λύση δίνεται από τη σχέση 

 

p t β
α β

Ce α β t
0( ) ( )=

+
+ − +  

 

Στη σχέση αυτή µπορούµε να υπολογίσουµε τη σταθερά C αν θέσουµε  t=0 

και εποµένως 

( )
0 0( ) (0) tp t p e α ββ β

α β α β
− + 

= + − + + 
 

 

Οµοίως βρίσκουµε ότι 

p t β
α β

p β
α β

e α β t
1 1 0( ) ( ) ( )=

+
+ −

+










− +  

 

Καθώς   t p t β
α β

p t β
α β

→∞ =
+

=
+

, ( ) ( )0 1και  

  

 

Παράδειγµα 3.8. 

 
Στο τυχαίο τηλεγραφικό σήµα, η διεργασία X(t) αλλάζει κατάσταση 

κάθε φορά που εµφανίζεται ένα γεγονός σε µία διεργασία Poisson. Οι πιθανότητες 

µετάβασης υπολογίζονται από τις σχέσεις : 

 



[ ]P X t a X a e at[ ( ) / ( ) ]= = = + −0 1
2

1 2  

 

[ ]P X t a X b e a bat[ ( ) / ( ) ]= = = − ≠−0 1
2

1 2 αν  

 

Έτσι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης παίρνει τη µορφή 
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Καθώς 0t →  συνεπάγεται 

 

1 2 1 2
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1 2 1 2
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 
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Κεφάλαιο 4 
 

ΤΥΠΟΙ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ ΣΤΙΣ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΕΣ 
 

  

4.1.  Εισαγωγή 

 

Οι στατιστικές τεχνικές για την ανάλυση των στοχαστικών διεργασιών 

εκτείνονται από τις πιο απλές µέχρι τις πιο πολύπλοκες. Στο κεφάλαιο αυτό 

περιγράφονται µερικές αρκετά απλές τεχνικές που συχνά φανερώνουν τις κύριες 

ιδιότητες της διεργασίας υπό µελέτη. Περισσότερο πολύπλοκες τεχνικές, όπως η 

φασµατική ανάλυση, αναφέρονται σε επόµενα κεφάλαια. Επειδή τα προβλήµατα που 

εξετάζουµε περιγράφουν φαινόµενα που µεταβάλλονται µε το χρόνο, για το λόγο 

αυτό θα χρησιµοποιούµε την ορολογία χρονοσειρά αντί της στοχαστικής διεργασίας. 

Παραδοσιακές µέθοδοι ανάλυσης χρονοσειρών αναφέρονται κυρίως στην 

ανάλυση µίας σειράς µε µία κλίση, µία περιοδικότητα (periodicity or seasonal effect) 

και άλλες ακανόνιστες (irregular) µεταβολές. Αυτή η προσέγγιση δεν είναι πάντοτε η 

καλύτερη αλλά χρησιµοποιείται συχνά στην πράξη. 

Περιγράφουµε τώρα αυτούς τους διαφορετικούς τύπους µεταβολής µε 

περισσότερες λεπτοµέρειες: 

α) Κλίση : Ο όρος αυτός ορίζεται µ' ένα µη-αυστηρό τρόπο σαν µία µακράς διάρκειας 

αλλαγή στη µέση τιµή της χρονοσειράς. Το Σχ.4.1 περιγράφει µία χρονοσειρά η οποία 

δεν έχει καµία κλίση, δηλ. είναι σταθερή ως προς τη µέση τιµή, ενώ το Σχ.4.3 

παρουσιάζει µία αύξηση της κλίσης µε το χρόνο. 

β) Περιοδικότητα : Πολλές χρονοσειρές, όπως αριθµοί πωλήσεων εταιρειών και 

µετρήσεις θερµοκρασιών διαφόρων τόπων, παρουσιάζουν µία µεταβολή η οποία έχει 

ετήσια περίοδο. Παραδείγµατα είναι τα Σχήµατα 4.2. και 4.3. Αυτός ο τύπος της   

µεταβολής  γίνεται   αντιληπτός  εύκολα   και   όπως   θα  δούµε,   µπορεί   να  
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Σχήµα 4.1.  Αλλαγές στο µήκος ενός µυ µιας γάτας. Η χρονοσειρά αυτή δεν παρουσιάζει καµµία 
συστηµατική αλλαγή ως προς τη µέση τιµή. 
 

 

 

 
 

Σχήµα 4.2.  Μέσες τιµές της θερµοκρασίας του αέρος στο Recife Βραζιλίας σε διαδοχικούς 
µήνες. 
 

 

 
 

Σχήµα 4.3.  Πωλήσεις µιας εταιρείας ηλεκτρονικών οργάνων σε διαδοχικούς µήνες. 

µετακινηθεί για την παραγωγή µιας νέας χρονοσειράς χωρίς εποχιακή περιοδικότητα. 
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γ) Άλλες ακανόνιστες µεταβολές : Μετά την µετακίνηση των µεταβολών που οφείλονται 

στην κλίση και στην περιοδικότητα από τη χρονοσειρά, έχουµε αποµείνει µε µία 

σειρά υπολοίπων, η οποία µπορεί να είναι ή να µην είναι τυχαία.  Θα εξετάσουµε 

διάφορες τεχνικές για την ανάλυση σειρών τέτοιου τύπου για να δούµε αν µερικές 

από τις φανερές ακανόνιστες µεταβολές είναι δυνατό να εξηγηθούν µε τη βοήθεια των 

πιθανοκρατικών µοντέλων. Εναλλακτικά, µπορούµε να δούµε αν κάποια κυκλική 

µεταβολή έχει παραµείνει ακόµη στα υπόλοιπα. 

Επιπρόσθετα παραδείγµατα χρονοσειρών δίνονται στο Σχ.4.4. 

 

 

4.2.  Στάσιµες Χρονοσειρές 

 

Μία χρονοσειρά θα λέµε ότι είναι στάσιµη αν δεν υπάρχει συστηµατική 

αλλαγή στη µέση τιµή (δηλ. δεν υπάρχει κλίση), αν δεν υπάρχει συστηµατική αλλαγή 

στη διασπορά, και αν περιοδικές µεταβολές  έχουν µετακινηθεί.  Ένας αυστηρότερος 

ορισµός µιας στάσιµης χρονοσειράς δίνεται στο επόµενο κεφάλαιο. 

Το µεγαλύτερο µέρος της πιθανοκρατικής µελέτης των χρονοσειρών 

αναφέρεται στις στάσιµες χρονοσειρές, και γι' αυτό το λόγο είναι συχνά απαραίτητο 

να µετατρέψουµε µία "µη-στάσιµη" χρονοσειρά σε στάσιµη για να χρησιµοποιήσουµε 

τη θεωρία αυτή. Για παράδειγµα κάποιος θα µπορούσε να µετακινήσει την κλίση και 

την περιοδικότητα από ένα σύνολο παρατηρήσεων και µετά να προσπαθήσει να βρει 

ένα µοντέλο για τη µεταβολή στα υπόλοιπα µε τη βοήθεια µίας στάσιµης 

χρονοσειράς. 

 

 

4.3.  Γραφική παράσταση 

 

Το πρώτο βήµα στην ανάλυση µιας χρονοσειράς  είναι η γραφική παράσταση 

των παρατηρήσεων σαν συνάρτηση του χρόνου. Αυτό θα φανερώσει σπουδαία 

χαρακτηριστικά, όπως κλίση, περιοδικότητα, ασυνέχειες και αποµακρυσµένες 

παρατηρήσεις (outliers). Υπάρχουν σήµερα έτοιµα πακέτα στον υπολογιστή τα οποία 

µπορούν να µας δώσουν πολύ ωραίες παραστάσεις των διαθέσιµων δεδοµένων. 

 

4.4.  Μετασχηµατισµοί 
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Όταν παραστήσουµε µε µία γραφική παράσταση τα δεδοµένα µπορεί να φανεί 

ότι είναι απαραίτητο να µετασχηµατίσουµε τις τιµές της παρατηρούµενης 

µεταβλητής. Οι βασικές αιτίες που µας οδηγούν στο µετασχηµατισµό είναι οι εξής : 

 

 
 

Σχήµα 4.4.   Παραδείγµατα χρονοσειρών (α) Ηµιτονοειδές σήµα (β) Ηµιτονοειδές σήµα µε 
θόρυβο. (γ) Στενής ζώνης σήµα και (δ) Ευρείας ζώνης σήµα. 
 

 

α) Να κάνουµε την περιοδικότητα προσθετική. Αν υπάρχει µία κλίση στη 

χρονοσειρά και το µέγεθος της περιοδικότητας φαίνεται να αυξάνει µε τη µέση τιµή, 

τότε µπορεί να είναι χρήσιµο να µετασχηµατίσουµε τα δεδοµένα και να κάνουµε την 

περιοδικότητα σταθερή. Ειδικότερα, αν το µέγεθος της περιοδικότητας είναι κατ'  

ευθείαν ανάλογο της µέσης τιµής, τότε η περιοδικότητα λέµε ότι είναι 

πολλαπλασιαστική και ένας λογαριθµικός µετασχηµατισµός είναι κατάλληλος για να 

κάνει το µοντέλο προσθετικό. Όµως αυτός ο µετασχηµατισµός θα σταθεροποιήσει 
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µόνο τη διασπορά αν το σφάλµα θεωρηθεί επίσης ότι είναι πολλαπλασιαστικό, ένα 

σηµείο το οποίο µερικές φορές παραβλέπεται. 

Τρία µοντέλα τα οποία περιγράφουν κλίση και περιοδικότητα είναι σε κοινή χρήση 

 

(Ι)    Xt = mt + st + εt 

 

(II)   Xt = mt st + εt 

 

(III)  Xt = mt st εt , 

 

(4.1)

        

όπου Χt είναι η παρατήρηση τη χρονική στιγµή t, mt είναι η µέση τιµή, st είναι η 

περιοδικότητα και εt είναι το τυχαίο σφάλµα. Το µοντέλο (Ι) είναι προσθετικό και δεν 

χρειάζεται κανένα µετασχηµατισµό. Το µοντέλο (ΙΙΙ) είναι πολλαπλασιαστικό και 

ένας λογαριθµικός µετασχηµατισµός είναι σίγουρα κατάλληλος. Τέλος το µοντέλο 

(ΙΙ) έχει πολλαπλασιαστική περιοδικότητα και προσθετικό σφάλµα και τα σχετικά 

µεγέθη αυτών των ποσοτήτων καθορίζουν αν ένας µετασχηµατισµός είναι 

επιθυµητός. 

 

β)  Να επιτύχουµε µία κανονική κατανοµή. Στην πράξη, αν πάρουµε τον λογάριθµο ή την 

τετραγωνική ρίζα ή την αντίστροφη τιµή των παρατηρήσεων είναι δυνατό να 

επιτύχουµε µία κανονική κατανοµή. 

 

 

4.5.  Ανάλυση χρονοσειρών που περιέχουν µία κλίση 

 

Η ανάλυση µιας χρονοσειράς που παρουσιάζει µεγάλης διάρκειας αλλαγή στη 

µέση τιµή εξαρτάται από τον αν κάποιος θέλει (i) να µετρήσει την κλίση και (ii) να 

µετακινήσει την κλίση για να αναλύσει τις τοπικές µεταβολές (local fluctuations).  

Όταν υπάρχουν ετήσιες περιοδικότητες είναι καλή ιδέα να αρχίσουµε µε τον 

υπολογισµό διαδοχικών ετήσιων µέσων όρων καθώς αυτοί θα παρέχουν µία απλή 

περιγραφή της υπάρχουσας κλίσης. Μία προσέγγιση του τύπου αυτού  είναι πολλές 

φορές τελείως επαρκής, ιδιαίτερα όταν η κλίση είναι αρκετά µικρή, αλλά µερικές 

φορές µία πιο πολύπλοκη µέθοδος είναι αναγκαία και τότε µπορούν να εφαρµοσθούν 
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οι ακόλουθες τεχνικές : 

Προσαρµογή καµπύλης.  Μία παραδοσιακή µέθοδος που ασχολείται µε δεδοµένα 

που περιέχουν µία κλίση και δεν παρουσιάζουν περιοδικότητα, ιδιαίτερα ετήσια 

δεδοµένα, σχετίζεται µε την προσαρµογή (fitting) στα δεδοµένα µίας απλής 

συνάρτησης όπως µίας πολυωνυµικής καµπύλης (γραµµικής, διωνυµικής, κ.λ.π.), µίας 

καµπύλης Gompertz ή µίας λογιστικής καµπύλης. Η καµπύλη Gompertz δίνεται από 

τον τύπο 

 

 logXt = a - b r t , (4.2)

 

όπου a, b, r είναι παράµετροι µε 0< r < 1, ενώ η λογιστική καµπύλη δίνεται από τη 

σχέση 

X a
bet ct=

+ −1
 

(4.3)

 

Και οι δύο αυτές καµπύλες έχουν το σχήµα  S  και προσεγγίζουν µία ασυµπτωτική 

τιµή καθώς t→∞ . Προσαρµόζοντας τις καµπύλες αυτές στα δεδοµένα είναι δυνατό να 

οδηγηθούµε σε µη-γραµµικές ταυτόχρονες εξισώσεις. 

Για όλες τις καµπύλες του τύπου αυτού, η συνάρτηση που προσαρµόζεται 

παρέχει ένα µέτρο της κλίσης, και τα υπόλοιπα παρέχουν ένα εκτιµητή των τοπικών 

µεταβολών. Στην περίπτωση αυτή τα υπόλοιπα δίνονται ως οι διαφορές µεταξύ των 

παρατηρήσεων και των αντίστοιχων τιµών της καµπύλης που προσαρµόσθηκε. 

Φιλτράρισµα (Filtering). Μία δεύτερη µέθοδος που ασχολείται µε τη κλίση είναι η 

χρησιµοποίηση ενός γραµµικού φίλτρου (linear filter) το οποίο µετατρέπει µία 

χρονοσειρά {Χt } σε µία άλλη {Υt } ως εξής 

 

Y α Xt r t r
r q

q

= +
=−
∑ , 

 

(4.4)

όπου {αr} είναι ένα σύνολο "βαρών" (weights).  Τα βάρη {αr} εκλέγονται συνήθως 

κατά τέτοιο τρόπο ώστε Y α Xt r t r
r q

q

= +
=−
∑ . Το απλούστερο παράδειγµα ενός 

συµµετρικού φίλτρου εξοµάλυνσης (smoothing filter) δίνεται από τη σχέση 
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α
q

r q q qr = +
= − − +

1
2 1

1, , ,...,  
(4.5)

 

και    Sm X
q

Xt t r
r q

q

( ) =
+ +

−
∑1

2 1
 είναι η τιµή της Χt που εξοµαλύνθηκε. Στην πράξη 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε φίλτρα τα οποία δεν είναι συµµετρικά. Ένα τέτοιο 

φίλτρο χρησιµοποιείται σε µία τεχνική που ονοµάζεται εκθετική εξοµάλυνση 

(exponential smoothing) ως εξής : 
 

Sm X a Xt j t j
j

( ) ,= −
=

∞

∑
0

 
(4.6)

 

όπου (1 ) j
ja a a= −  και α είναι µία σταθερά τέτοια ώστε 0 < α < 1. 

Ένα άλλο παράδειγµα συµµετρικού φίλτρου δίνεται στην περίπτωση που τα 

βάρη {αr} είναι διαδοχικοί όροι στο ανάπτυγµα 
1
2

1
2

2

+





q

. Έτσι, όταν q=1 τα βάρη 

είναι α α α− += = =1 1 0
1
4

1
2

και . 

΄Ενα µειονέκτηµα των συµµετρικών φίλτρων εξοµάλυνσης είναι ότι χάνουµε 

2q  παρατηρήσεις. Σε µερικές περιπτώσεις αυτό δεν είναι σηµαντικό, αλλά σ' άλλες 

περιπτώσεις είναι αναγκαίο να πάρουµε τις εξοµαλυµένες τιµές µέχρι t=N, όπου Ν 

είναι ο συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων. Για την επίλυση του προβλήµατος 

έχουν προταθεί διαφορετικοί τρόποι προσέγγισης. Ο απλούστερος από τους τρόπους 

αυτούς είναι να επεκτείνουµε τις εξοµαλυµένες τιµές µε το µάτι µέχρι το σηµείο t=N. 

 Έχοντας υπολογίσει την κλίση µε τη βοήθεια ενός φίλτρου µπορούµε να 

προχωρήσουµε στη µελέτη των τοπικών µεταβολών µε την ανάλυση των υπολοίπων. 

Τα υπόλοιπα ορίζονται ως εξής  

 

Re ( ) ( ) ,s X X Sm X b Xt t t r t r
r q

q

= − = +
=−
∑  
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όπου  b0=1- α0  και  br = -αr   επειδή  ar
r q

q

=−
∑ = 1 . 

 

 

Πώς µπορούµε να εκλέξουµε ένα κατάλληλο φίλτρο; 
 

Η απάντηση στην ερώτηση αυτή δεν είναι εύκολη και χρειάζεται κανείς να 

έχει µεγάλη πείρα και γνώση µεθόδων επεξεργασίας και ανάλυσης χρονοσειρών στο 

πεδίο συχνοτήτων. Τα φίλτρα σχεδιάζονται µε σκοπό τη δηµιουργία µίας νέας 

χρονοσειράς η οποία θα περιέχει τις µεταβολές σε συγκεκριµένες συχνότητες. Για 

παράδειγµα, όταν θέλουµε να αφαιρέσουµε τις τοπικές µεταβολές, οι οποίες 

περιγράφονται στο πεδίο συχνοτήτων ως µεταβολή σε υψηλές συχνότητες, χρειάζεται 

να χρησιµοποιήσουµε ένα φίλτρο που επιτρέπει να διέλθουν µόνο οι χαµηλές 

συχνότητες (low-pass filter). Αντίθετα, όταν θέλουµε να αποµονώσουµε τα υπόλοιπα, 

χρειάζεται να αφαιρέσουµε τις µεταβολές µεγάλης διάρκειας (ή µεταβολή σε χαµηλές 

συχνότητες). Με άλλα λόγια θέλουµε ένα φίλτρο που να επιτρέπει να διέλθουν µόνο 

οι υψηλές συχνότητες (high-pass filter). Χρειάζεται προσοχή όµως επειδή, στην 

περίπτωση µίας τελείως τυχαίας χρονοσειράς, θα µπορούσε κάποιος 

(χρησιµοποιώντας ορισµένες µεθόδους εξοµάλυνσης) να επιφέρει µία ηµιτονοειδή 

µεταβολή στα δεδοµένα (φαινόµενο Slutsy). 

 

Φίλτρα σε σειρές.  Πολύ συχνά ένας τρόπος εξοµάλυνσης εκτελείται σε δύο ή 

περισσότερες φάσεις, ο οποίος απαιτεί να έχουµε πολλά γραµµικά φίλτρα σε σειρά. 

Για παράδειγµα µία περίπτωση είναι να έχουµε δύο φίλτρα σε σειρά (βλέπε Σχ. 4.5) 

 

ΙΙΙ
ΥX Z

II
 

 

Σχήµα 4.5.  ∆ύο γραµµικά φίλτρα σε σειρά. 

 

Φίλτρο Ι µε βάρη {αj1 }ενεργεί στην χρονοσειρά {Χt} για τη δηµιουργία µίας νέας 

χρονοσειράς {Υt}. Φίλτρο ΙΙ µε βάρη {αj2 } ενεργεί στην {Υt } για τη δηµιουργία της {Χt 

}. 
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Από την (4.4) προκύπτει ότι  

 

Ζ a Y a a X c Xt j t j
j

j r t j r
r

j t j
jj

= =








 =+ + + +∑ ∑ ∑∑2 2 1 ,  

 

όπου c a aj j j r
r

= −∑ 1 2( )  είναι τα βάρη για το συνολικό φίλτρο. Τα βάρη 

υπολογίζονται µε τη µέθοδο της συνέλιξης (convolution method), η οποία στην 

περίπτωση  των  βαρών  cj   µπορεί  να  γραφεί  στη µορφή { } { },c a aj r r= ∗
1 2

 όπου "*" 

παριστάνει την πράξη της συνέλιξης. Για παράδειγµα το φίλτρο 
1
4

1
2

1
4

, ,





      µπορεί 

να γραφεί στη µορφή     
1
4

1
2

1
4

1
2

1
2

1
2

1
2

, , , * , .




= 











 

 

Μέθοδος των διαφορών (differencing). Ένας ειδικός τύπος φίλτρου, ο οποίος είναι 

ιδιαίτερα χρήσιµος στη µετακίνηση µίας κλίσης, επιτυγχάνεται όταν λάβουµε τις 

διαφορές σε µία δεδοµένη χρονοσειρά µέχρι να γίνει στάσιµη. Για δεδοµένα χωρίς 

περιοδικότητα, πρώτης τάξης διαφορά είναι συνήθως αρκετή για να πετύχουµε 

φανερή στασιµότητα. Η καινούργια σειρά {Y1,...,YΝ } σχηµατίζεται από την αρχική 

σειρά {X1, ..., XΝ } ως εξής 

 

Yt = Xt - Xt-1  = ∆ Xt ,  t = 2, ..., N (4.8)

 

Η µέθοδος των διαφορών χρησιµοποιείται ευρέως σε προβλήµατα που 

σχετίζονται µε την οικονοµία. 

Μερικές φορές είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε δευτέρας τάξης 

διαφορά η οποία δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

 

∆ X ∆ X X ∆X ∆X X X X X X X Xt t t t t t t t t t t t
2

1 1 1 1 2 1 22= − = − = − − − = − +− − − − − − −( ) ( ) ( ) .
 

 

4.6.  Ανάλυση χρονοσειρών που περιέχουν µία περιοδικότητα 
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Η ανάλυση των χρονοσειρών που περιέχουν µία περιοδικότητα εξαρτάται από 

το αν θέλει κάποιος 

(i) να περιγράψει την περιοδική µεταβολή, και 

(ii) να την εξαλείψει 

Για χρονοσειρές που έχουν σχετικά µικρή κλίση, µία πολυπλοκότερη 

προσέγγιση είναι απαραίτητη. Στην περίπτωση που τα δεδοµένα µας αποτελούνται 

από µηνιαίες µετρήσεις, ο πιο κοινός τρόπος εξάλειψης της περιοδικής µεταβολής 

γίνεται µε τον υπολογισµό της ακόλουθης συνάρτησης 

 

Sm X
X X X X

t
t t t t( )

...
=

+ + + +− − + +
1
2 6 5 5

1
2 6

12
 

(4.9)

 

 Ας σηµειωθεί ότι, στην (4.9), το άθροισµα των συντελεστών είναι 1. Ένας 

απλός µετακινούµενος µέσος όρος των τιµών δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί καθώς 

αυτό θα συνδέει 12 µήνες και δεν θα έχει στο κέντρο µία ακεραία τιµή του t.  Ένας 

απλός µετακινούµενος µέσος όρος για 13 µήνες δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί, καθώς 

αυτό θα έδινε διπλάσιο βάρος στο µήνα που εµφανίζεται και στα δύο άκρα. Για 

τριµηνιαία δεδοµένα η περιοδική µεταβολή µπορεί να εξαλειφθεί µε τον εξής τρόπο 
 

Sm X
X X X X

t
t t t t( )

...
=

+ + + +− − + +
1
2 2 1 1

1
2 2

4
 

(

(4.10)
 

Η περιοδική µεταβολή µπορεί να αφαιρεθεί από τα δεδοµένα αν υπολογίσουµε X t - 

Sm (Xt )  ή  Xt / Sm (Xt ).  Θα χρησιµοποιήσουµε τη µία ή την άλλη µέθοδο ανάλογα αν 

η περιοδική µεταβολή είναι προσθετική ή πολλαπλασιαστική. 

Μία περιοδική µεταβολή µπορεί να αφαιρεθεί µε τη µέθοδο των διαφορών. 

Για παράδειγµα, στην περίπτωση που έχουµε µηνιαία δεδοµένα, µπορούµε να 

εφαρµόσουµε τον τελεστή ∆12, όπου  

 

∆12 Xt = Xt - Xt-12 (4.11)

 

Με τις µεθόδους που περιγράψαµε ανωτέρω µπορούµε να αφαιρέσουµε την κλίση και 

τις περιοδικότητες που υπάρχουν σε µία δεδοµένη χρονοσειρά. Με τον τρόπο αυτό 

µετασχηµατίσαµε τη χρονοσειρά σε µία στάσιµη χρονοσειρά η οποία µπορεί να 
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αναλυθεί µε τεχνικές που περιγράφονται σε επόµενα κεφάλαια. 
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Κεφάλαιο 5 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ 
 
 

5.1.   Εισαγωγή 
 

Θεωρούµε τη στοχαστική διεργασία {X(t), t∈ T }. Ο σκοπός µας στο κεφάλαιο 

αυτό είναι να µελετήσουµε τις περιπτώσεις εκείνες των στοχαστικών διεργασιών, στις 

οποίες η X(t) είναι συνεχής ή διακριτή και η παράµετρος t παίρνει διακριτές τιµές. 

Ένα παράδειγµα περιγράφεται στο Σχ. 5.1. 

 
 
Σχήµα 5.1. ∆ειγµατοσυναρτήσεις µιας στοχαστικής διεργασίας όπου η παράµετρος t παίρνει 
διακριτές τιµές. 
 

Οι στοχαστικές διεργασίες µπορούν να χωρισθούν σε δύο κατηγορίες, τις 
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στάσιµες και τις µη - στάσιµες (βλέπε Σχ. 5.2). Οι στάσιµες διεργασίες µπορούν 

περαιτέρω να χωρισθούν σε εργοδικές και σε µη - εργοδικές. Οι µη - στάσιµες 

διεργασίες µπορούν να ταξινοµηθούν ανάλογα µε το είδος της µη - στασιµότητας που 

παρατηρείται. 

Τυχαίες
∆ιεργασίες

Μη - ΣτάσιµεςΣτάσιµες

Εργοδικές Μη - Εργοδικές

Ειδικές περιπτώσεις
µη - Στάσιµων
∆ιεργασιών

Τυχαίες
∆ιεργασίες

 

 
Σχήµα 5.2  Ταξινόµηση Στοχαστικών ∆ιεργασιών. 

 

Ένας τρόπος περιγραφής µιας χρονοσειράς βασίζεται στην από κοινού 

συνάρτηση κατανοµής των X(t1), X(t2), ..., X(tn) για τις χρονικές στιγµές t1, t2,..., tn 

και για κάθε τιµή του n. Αλλά αυτό είναι πολύπλοκο και αποφεύγεται στην πράξη. 

Μία απλούστερη, περισσότερο χρήσιµη µέθοδος περιγραφής µιας χρονοσειράς είναι 

να υπολογίσουµε τις ροπές (moments) της χρονοσειράς, ειδικότερα την πρώτη ροπή 

και τη δεύτερη ροπή, οι οποίες είναι γνωστές σαν µέση τιµή, διασπορά και 

συνδιασπορά της χρονοσειράς αντίστοιχα. 

Συγκεκριµένα έχουµε: 

 

(α)  Η µέση τιµή, µ(t), ορίζεται ως εξής 

µ(t) = E{X(t)} 

(β)  Η συνάρτηση διασποράς, σ2(t), ορίζεται από τη σχέση 

σ2(t) = Var {X(t)} 

(γ)  Η συνάρτηση αυτοδιασποράς, γ(t1, t2), δίνεται από τον τύπο 

γ(t1,t2) = cov{X(t1), X(t2)} = E{[ X(t1) – µ(t2)][ X(t1) – µ(t2)]} 

(δ)  Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης,  ρ(t1, t2),  δίνεται από τη σχέση 

( ) ( ) { } { }212121 ((,, txVartxVartttt γρ =  
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Η συνάρτηση διασποράς είναι ειδική περίπτωση της συνάρτησης 

αυτοδιασποράς όταν θέσουµε t1=t2. Ροπές µεγαλύτερης τάξης µπορούν να ορισθούν 

µ’ έναν ανάλογο τρόπο, αλλά χρησιµοποιούνται αραιά στην πράξη, επειδή ο 

υπολογισµός των συναρτήσεων µ(t) και γ(t1,t2) είναι συχνά επαρκής. 

 

 

5.2.   Στάσιµες χρονοσειρές 
 

Μία σπουδαία οµάδα χρονοσειρών είναι εκείνες που είναι στάσιµες 

(stationary). Μία χρονοσειρά λέγεται αυστηρώς στάσιµη αν η από κοινού κατανοµή 

(joint distribution) των X(t1),...,X(tn) είναι ίδια µε την  από κοινού κατανοµή των 

X(t1+τ ),..., X(tn+τ) για όλα τα t1, t2,…, tn. Με άλλα λόγια, µετατοπίζοντας την αρχή 

του χρόνου κατά µία ποσότητα δεν µεταβάλλουµε την από κοινού κατανοµή, η οποία 

γι’ αυτό το λόγο, πρέπει να εξαρτάται µόνο από τα διαστήµατα µεταξύ των t1,..., tn. Ο 

παραπάνω ορισµός ισχύει για κάθε τιµή του n. Ειδικότερα, εάν n=1, συνεπάγεται ότι 

η κατανοµή της X(t) πρέπει να είναι ίδια για όλα τα t, έτσι ώστε 

 

µ(t) = µ   και   σ2(t) = σ2 , 

 

δηλ. η µέση τιµή και η διασπορά είναι σταθερές και δεν εξαρτώνται από την τιµή του 

t. Περαιτέρω, αν n=2, η από κοινού κατανοµή των X(t1) και X(t2) εξαρτάται µόνο 

από τη διαφορά t2-t1, η οποία καλείται καθυστέρηση (lag). Έτσι η συνάρτηση 

αυτοδιασποράς εξαρτάται µόνο από τη διαφορά t2-t1 και µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

γ(τ) = E{[X(t+τ)-µ][X(t)-µ]} 

 

Η συνάρτηση γ(τ) ονοµάζεται συνάρτηση αυτοδιασποράς µε καθυστέρηση τ. 

Όταν η µέση τιµή της χρονοσειράς είναι µηδέν τότε η συνάρτηση αυτοδιασποράς 

είναι γνωστή ως συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation function). 

H κανονικοποιηµένη συνάρτηση αυτοδιασποράς µας δίνει το συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης (autocorrelation coefficient), ο οποίος ορίζεται ως εξής : 

 

ρ(τ) = γ (τ) / γ(0) 
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Ο συντελεστής  αυτός  περιγράφει  τη  συσχέτιση  µεταξύ  των  σηµείων  X(t)   και 

διάστηµα  X(t+τ)  της χρονοσειράς, που απέχουν µεταξύ τους  τ  βήµατα. 

∆ευτέρας-τάξης στασιµότητα. Στην πράξη είναι χρήσιµο να ορίσουµε τη 

στασιµότητα µ’ ένα λιγότερο περιοριστικό τρόπο απ’ αυτόν που περιγράψαµε 

παραπάνω. Μια χρονοσειρά καλείται δευτέρας-τάξεως στάσιµη (ή ασθενώς στάσιµη), 

αν η µέση τιµή είναι σταθερά και αν η αυτοδιασπορά εξαρτάται µόνο από την 

καθυστέρηση έτσι ώστε 

 

Ε{X(t)}=µ   και   Cov{X(t+τ), X(t)}=γ(τ) 

 

Προϋποθέσεις για ροπές µεγαλύτερης τάξης απ’ αυτές της δευτέρας τάξης δε 

γίνονται. Ακόµη πρέπει να σηµειωθεί ότι η µέση τιµή και η διασπορά είναι 

πεπερασµένες. 

Η κανονική κατανοµή πολλών µεταβλητών είναι τελείως καθορισµένη από την 

πρώτη και δεύτερη ροπή, και εποµένως από τις συναρτήσεις µ και γ(τ). Η παρατήρηση 

αυτή δείχνει ότι η στασιµότητα δευτέρας τάξης συνεπάγεται αυστηρή στασιµότητα 

στην περίπτωση χρονοσειρών µε κανονικές κατανοµές. Όµως για χρονοσειρές που 

δεν ακολουθούν κανονικές κατανοµές, οι συναρτήσεις µ και γ(τ) µπορεί να µη  

περιγράφουν επαρκώς τη χρονοσειρά. 

 

 

5.3.   Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 
 

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουµε τις ιδιότητες του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης. Υποθέτουµε ότι η στάσιµη χρονοσειρά X(t) έχει µέση τιµή µ, 

διασπορά σ2, και συνάρτηση αυτοδιασποράς γ(τ). Τότε 

 

2

)(
)0(
)()(

σ
τγ

γ
τγτρ ==  

Ας σηµειωθεί ότι ρ(0)=1. 

 

Πρώτη ιδιότητα: Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης είναι µία άρτια συνάρτηση ως προς 

την καθυστέρηση, δηλ. 
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ρ(τ) = ρ(-τ) 

 

Από τον ορισµό της γ(τ) έχουµε 

 

γ(τ) = cov{X(t+τ), X(t)} = cov {X(t΄), X(t΄-τ)} = γ(-τ) (θέτουµε t΄ = t+τ) 

 

και εποµένως συνεπάγεται ότι ρ(τ)=ρ(-τ). 

 

∆ευτέρα ιδιότητα: Για κάθε τιµή του τ έχουµε ότι  

 

| ρ(τ)| ≤ 1 

 

Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται αν λάβουµε υπόψη µας ότι 

 

Var [λ1X(t)+λ2X(t+τ)] ≥ 0 για όλες τις σταθερές λ1, λ2. 

 

Από τον ορισµό της διασποράς προκύπτει ότι : 

 

{ } { } { }2 2
1 2 1 2( ) ( ) 2 cov ( ), ( )Var X t Var X t X t X tλ λ τ λ λ τ+ + + + =  

 

( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 ( ) 0 2 ( ) / 0 2 ( ) 0λ λ σ λ λ γ τ λ λ λ λ γ τ σ λ λ λ λ ρ τ + + ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + + ≥ 

 

Αν θεωρήσουµε ότι έχουµε ένα διώνυµο ως προς λ1, για να ισχύει η παραπάνω 

ανισότητα πρέπει η διακρίνουσα του διωνύµου να είναι µικρότερη ή ίση µε το µηδέν, 

δηλ. 
2 24 ( ) 4 0 ( ) 1 ( ) 1ρ τ ρ τ ρ τ− ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

 

Τρίτη ιδιότητα (Μη-µοναδικότητα): Για ένα συγκεκριµένο συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης αντιστοιχεί µόνο µία δυνατή στάσιµη χρονοσειρά µε κανονική 

κατανοµή, επειδή η στάσιµη κανονική χρονοσειρά είναι τελείως καθορισµένη από τη 

µέση τιµή, τη διασπορά και το συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Όµως, είναι πάντοτε 

δυνατό να βρεθούν πολλές χρονοσειρές που δεν είναι κανονικές µε τον ίδιο 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης και αυτό δηµιουργεί µια περαιτέρω δυσκολία στην 
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ερµηνεία του συντελεστή αυτοσυσχέτισης µιας χρονοσειράς. Οι Jenkins and Watts 

(1968, σελ. 170) δίνουν ένα παράδειγµα δύο διαφορετικών χρονοσειρών που έχουν 

τον ίδιο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

 

 

5.4.   Μερικές χρήσιµες χρονοσειρές 
 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε διάφορα µοντέλα που είναι κατάλληλα 

για την περιγραφή µιας χρονοσειράς. Αρχίζουµε µε την περιγραφή µίας καθαρώς 

τυχαίας διεργασίας. 

 

 

5.4.1.   Η καθαρώς τυχαία διεργασία 
 

Η διακριτή διεργασία {Zt} καλείται µία καθαρώς τυχαία διεργασία αν οι 

τυχαίες µεταβλητές Zt αποτελούν µία ακολουθία αµοιβαία ανεξαρτήτων µεταβλητών 

µε την ίδια κατανοµή. Από τον ορισµό προκύπτει ότι η µέση τιµή και η διασπορά 

είναι σταθερές  και ότι 

 

γ(k) = cov{ Ζt , Ζt+k } = 0   για   k=±1, ±2,… 

 

Καθώς η µέση τιµή και η αυτοδιασπορά είναι ανεξάρτητες από το χρόνο, η 

διεργασία είναι δευτέρας τάξεως στάσιµη. Στην πραγµατικότητα η διεργασία είναι 

επίσης και αυστηρώς στάσιµη. Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον τύπο 

 

ρ k( )  =  
            k = 0
            k = 1, 2,...

1
0 ± ±


  

 

Μία καθαρώς τυχαία διεργασία καλείται µερικές φορές λευκός θόρυβος (white 

noise) ιδιαίτερα από τους µηχανικούς. ∆ιεργασίες του τύπου αυτού είναι χρήσιµες σε 

πολλές περιπτώσεις, όπως, για παράδειγµα, στα µοντέλα µετακινούµενου µέσου όρου 

(moving average) που θα εξετάσουµε παρακάτω. 

Υπάρχει µια αµφιβολία όσον αφορά στη δυνατότητα ύπαρξης µιας καθαρώς 
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τυχαίας διεργασίας σε συνεχή χρόνο. Μια τέτοια διεργασία θα είχε ένα συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης που δίνεται από τον τύπο 

 

ρ k( )  =  
              k = 0
             k  0
1
0 ≠



  

 

και η οποία προφανώς δεν είναι συνεχής συνάρτηση. Μπορεί να αποδειχτεί ότι µια 

τέτοια διεργασία θα έχει άπειρη διασπορά, και εποµένως δεν είναι πραγµατικό 

φαινόµενο. Όµως, αποδεικνύεται ότι αποτελεί ένα χρήσιµο µαθηµατικό εργαλείο για 

θεωρητικούς σκοπούς, και επίσης είναι µια προσέγγιση ορισµένων διεργασιών που 

συµβαίνουν στην πράξη, όπως οι µεταβολές δυναµικού σ’ ένα αγωγό που οφείλεται 

σε θερµικό θόρυβο, και οι ωθήσεις που εξασκούνται σ’ ένα σωµατίδιο µετεωρούµενο 

σε υγρό κατά µήκος ενός δεδοµένου άξονα για την παραγωγή της κίνησης Brown. 

Ένας λευκός θόρυβος µπορεί να προσεγγιστεί από µία διεργασία σε συνεχή 

χρόνο µε συντελεστή αυτοσυσχέτισης  ρ(τ) = e –λ|τ|. Η συνάρτηση αυτή γίνεται 

µικρή πολύ γρήγορα καθώς λ→ ∞ (Βλέπε Cox and Miller, 1968 ). 

 

 

5.4.2.   Τυχαίος δρόµος (random walk) 
 

Υποθέτουµε ότι {Zt} είναι µία διακριτή, καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση 

τιµή µ και διασπορά σz2. Μία χρονοσειρά {Xt} λέγεται ότι είναι τυχαίος δρόµος  αν 

 

Xt = Xt-1+Zt 

 

Επειδή η χρονοσειρά Xt συνήθως αρχίζει στο µηδέν θα έχουµε ότι 

 

X Z X Xt t
i

t

1 1
1

= =
=
∑και  

 

Από τις σχέσεις αυτές βρίσκουµε ότι 
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{ } { }E X tµ        tσt z= =και     Var X t
2
 

 

Καθώς η µέση τιµή και η διασπορά µεταβάλλονται µε το χρόνο t, η χρονοσειρά δεν 

είναι στάσιµη. Όµως είναι ενδιαφέρον να σηµειώσουµε ότι οι πρώτες διαφορές ενός 

τυχαίου δρόµου, που δίνονται από τη σχέση 

 

Zt = Xt − Xt-1 

 

σχηµατίζουν µία καθαρώς τυχαία διεργασία, η οποία ως γνωστό είναι στάσιµη. 

Πολύ γνωστά παραδείγµατα χρονοσειρών που συµπεριφέρονται σαν τυχαίοι 

δρόµοι είναι οι τιµές των µετοχών. Όταν αυτές αναλύονται, ένα µοντέλο που δίνει 

καλή προσέγγιση στα δεδοµένα είναι 

 

Τιµή µετοχής την ηµέρα t = τιµή µετοχής την ηµέρα (t-1) + τυχαίο σφάλµα. 

 

Ο τυχαίος δρόµος εφαρµόζεται µε µεγάλη επιτυχία σε προβλήµατα βιοπληροφορικής. 

 

 

5.4.3.   Μοντέλα µετακινούµενου µέσου όρου 
 

Υποθέτουµε ότι {Zt} είναι µία καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση τιµή 0 και 

διασπορά σz
2 . Η χρονοσειρά {Χt} θα λέµε ότι περιγράφεται από ένα µοντέλο 

µετακινούµενου µέσου όρου τάξεως q, MA(q) αν 

 

Xt = β0 Zt + β1 Zt-1 +…+ βq Zt-q  ,           (5.1)

 

όπου {βi} είναι σταθερές. Οι µεταβλητές Zt συνήθως λαµβάνονται µε τέτοιο τρόπο 

έτσι ώστε β0 = 1. Προκύπτει αµέσως από την (5.1) ότι 

 

{ } 0tE X =  και   2 2

0

{ }
q

t z j
j

Var X σ β
=

= ∑ , 
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επειδή οι µεταβλητές Zt είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Επίσης έχουµε: 

 

γ(k) = cov{Xt , Xt+k} = cov(β0 Zt +…+ βq Zt–q ,  β0 Zt+k +…+ βq Zt+k–q) 

    

( )

( )

2
j

j=0

0                             k>q

               k=0,1, ,q

                      k<0

q k

z j kk

k

γ σ β β

γ

−

+



⇒ = 

 −

∑ K  

 

 

(5.2)

 

Καθώς η γ(k) δεν εξαρτάται από το χρόνο t, και η µέση τιµή είναι σταθερά, η 

χρονοσειρά είναι δευτέρας – τάξης στάσιµη για όλες τις τιµές των {βi}. Επιπλέον αν 

οι µεταβλητές Zt ακολουθούν µία κανονική κατανοµή, την ίδια κατανοµή ακολουθούν 

και οι µεταβλητές Xt , και εποµένως έχουµε µία κανονική κατανοµή τελείως 

καθορισµένη από τη µέση τιµή και τη συνάρτηση διασποράς. Η χρονοσειρά είναι τότε 

αυστηρώς στάσιµη. 

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για ένα µοντέλο MA(q) δίνεται από τη σχέση: 

 

( )

( )

2

0 0

1                              k=0

  k=1, ,q
 

0                              k>q
                     k<0

q k q

j j k j
j jk

k

β β β
ρ

ρ

−

+
= =



= 



−

∑ ∑ K
 

 

 

         (5.3)

 

Ας σηµειωθεί ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης κόβεται απότοµα 

(µηδενίζεται) στην καθυστέρηση q, το οποίο είναι ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των MA 

µοντέλων. Ειδικότερα για το MA(1) µοντέλο µε  β0  = 1  ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον τύπο: 

 

( ) 2
1 1

1                 k=0
(1 )    k= 1

0                 
kρ β β

διαϕορετικα


= + ±



 

 

Παρ’ ότι δεν υπάρχουν περιορισµοί στις παραµέτρους {βi } για να είναι το MA 
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µοντέλο στάσιµο, οι Box and Jenkins (1970, σελ. 50) προτείνουν περιορισµούς στις 

παραµέτρους {βi } για να εξασφαλίσουν αυτό που αποκαλούν αντιστρεψιµότητα. 

Θεωρούµε τα εξής MA µοντέλα πρώτης-τάξεως: 

 

I.  Xt = Zt +θZt-1 και ΙΙ.  Xt = Zt +(1/θ)Zt-1 

 

Μπορεί να δειχτεί εύκολα ότι αυτά τα δύο διαφορετικά µοντέλα έχουν 

ακριβώς τον ίδιο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Έτσι δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε 

ένα MA µοντέλο µοναδικά από ένα δεδοµένο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Αν όµως  

εκφράσουµε τα µοντέλα Ι και ΙΙ θέτοντας τις µεταβλητές Zt σαν συναρτήσεις των Xt , 

Xt-1 ,…, τότε βρίσκουµε µε διαδοχικές αντικαταστάσεις ότι: 

 

I.    Zt = Xt  – θXt–1  + θ2Χt–2 –… 

 

 ΙΙ.  Z t= Xt  – (1/θ)Xt–1 +(1/θ 2)Χt– 2 –… 

 

Αν  |θ| < 1, η σειρά Ι συγκλίνει ενώ η σειρά ΙΙ δεν συγκλίνει. Έτσι το σωστό µοντέλο 

είναι το µοντέλο Ι. Επίσης αν  |θ| < 1, το µοντέλο Ι λέµε ότι είναι αντιστρέψιµο, ενώ 

το µοντέλο ΙΙ δεν είναι. Η επιβολή της συνθήκης αντιστρεψιµότητας εξασφαλίζει ότι 

υπάρχει ένα µοναδικό µοντέλο για ένα δεδοµένο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

 Η εξίσωση (5.1) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

Xt = (β0 + β1 Β +…+ βq Β q)Zt = Γ(Β)Zt 

 

όπου Γ(Β) είναι ένα πολυώνυµο τάξεως q ως προς Β, και Β είναι ο τελεστής που 

µεταθέτει προς τα πίσω, δηλ. B jXt = Xt–j για όλα τα j. Ένα µοντέλο τάξης q είναι 

αντιστρεπτό αν οι ρίζες της εξισώσεως (θεωρούµε το Β σαν µία µιγαδική µεταβλητή 

και όχι σαν ένα τελεστή) 

 

0 1( ) ... 0q
qB B Bβ β βΓ = + + + =  

 

όλες βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. 
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Σηµειώνουµε επίσης ότι µία αυθαίρετη σταθερά µ µπορεί να προστεθεί στη 

δεξιά µεριά της εξισώσεως (5.1) στην περίπτωση που η χρονοσειρά µας έχει µέση 

τιµή µ . Αυτό δεν επηρεάζει το συντελεστή αυτοσυσχέτισης και έχει παραλειφθεί για 

απλούστευση. 

 

 

5.4.4.   Αυτοπαλινδροµικά µοντέλα (Autoregressive models) 
 

Υποθέτουµε ότι {Zt } είναι µία καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση τιµή 0 και 

διασπορά 2
zσ . Τότε µία χρονοσειρά {Xt }  περιγράφεται από ένα αυτοπαλινδροµικό 

µοντέλο τάξεως  p αν  

    

Xt = α1 Xt–1 +…+ αp Xt–p + Zt           (5.4)

 

Αυτό το µοντέλο οµοιάζει µ’ ένα πολλαπλό  παλινδροµικό µοντέλο, αλλά η 

µεταβλητή Xt δεν εξαρτάται από άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές αλλά από 

προηγούµενες τιµές του Xt . Ένα αυτοπαλινδροµικό µοντέλο τάξεως p µπορεί να 

γραφεί µε σύντοµο τρόπο σαν ένα AR(p) µοντέλο. 

 

 

5.4.4.1.   Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο πρώτης-τάξης 
 

Για απλούστευση, αρχίζουµε µε την εξέταση του AR (1) µοντέλου. Η εξίσωση 

του µοντέλου δίνεται από τη σχέση: 

 

Xt = α Xt–1 +Zt           (5.5)

 

Μετά από διαδοχικές αντικαταστάσεις στην (5.5) έχουµε 

 

[ ] [ ]2
2 1 3 2 1 ...t t t t t t t tX X Z Z X Z Z Zα α α α α− − − − −= + + = + + + =  

 
2

1 2 ...t t tZ Z Zα α− −= + + +   (αρκεί  -1<α<1) 
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δηλ. η χρονοσειρά Xt µπορεί να εκφραστεί σαν ένα MA µοντέλο άπειρης τάξης. 

Αντί να  χρησιµοποιήσουµε διαδοχικές αντικαταστάσεις στο παραπάνω 

υπολογισµό, είναι απλούστερο να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο µε τον τελεστή Β που 

µεταθέτει προς τα πίσω. Στην περίπτωση αυτή η σχέση (5.5) παίρνει την εξής µορφή: 

 

(1 ) t tB X Zα− = ,   έτσι ώστε 

1 2 2 2
2(1 ) (1 ...) ...t t t t t tX B Z B B Z Z Z a Zα α α α−

−= − = + + + = + + +  

 

Από τη σχέση αυτή είναι εύκολο να βρούµε ότι 

 

{ } 0tE X =  και   ( )2 2 4{ } 1 ...t zVar X σ α α= + + +  

 

Η διασπορά θα είναι πεπερασµένη αρκεί  | a | < 1 οπότε 

 

{ } ( ) 222 1 xztXVar σασ =−=  

 

Η συνάρτηση αυτοδιασποράς υπολογίζεται από την εξής σχέση 

 

( ) { }γ α α σ αα          k 0k E X X E Z Zt t k
i

t i
i

j
t k j

j
z

i k i

i
= =























= ∀ ≥+ −

=

∞

+ −
=

∞
+

=

∞

∑ ∑ ∑
0 0

2

0  
 

Η συνάρτηση αυτή συγκλίνει για | a | < 1 οπότε έχουµε 

 

γ(k)= αk[ 2
zσ /(1–a2)] = ak 2

xσ  

 

Για αρνητικές τιµές του k θα ισχύει ότι  γ(k)= γ(–k). 

Η συνάρτηση γ(k) δεν εξαρτάται από το χρόνο t. Μία χρονοσειρά Xt που 

περιγράφεται   από   ένα  AR(1)  µοντέλο  θα  είναι  δευτέρας - τάξης στάσιµη,  αρκεί  

| a | < 1. Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από την εξής σχέση: 

 

ρ(k)=a| k|     (k=0, ±1, ±2,…) 
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Η απόλυτη τιµή στον εκθέτη δικαιολογείται από το γεγονός ότι η ρ(k) είναι 

άρτια συνάρτηση. 

Ο υπολογισµός του συντελεστή αυτοσυσχέτισης είναι δυνατό να γίνει µ’ ένα 

διαφορετικό τρόπο αν θεωρήσουµε εκ των προτέρων ότι η χρονοσειρά είναι στάσιµη 

µε µέση τιµή 0. Πολλαπλασιάζοντας την (5.5) µε Xt–k και παίρνοντας µέσες τιµές 

βρίσκουµε για κάθε  k > 0,  ότι  

 

γ(k)= aγ(k-1) 

 

Θεωρήσαµε ότι  E{Zt Xt-k}= 0  για κάθε  k > 0. 

Για  k=0  έχουµε  γ(0)= 2
xσ    και εποµένως  γ(k)= ak 2

xσ   (k ≥ 0) .  Ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτισης θα δίνεται από τη σχέση  ρ(k)= ak  για κάθε  k≥  0. Επιπλέον επειδή 

|ρ(k)|≤1,  έχουµε ότι |a |≤1. Αλλά αν |a |=1,  τότε |ρ(k)|=1 για όλα τα k, η οποία 

είναι µία εκφυλισµένη περίπτωση. Εποµένως για µία κατάλληλη στάσιµη χρονοσειρά 

πρέπει να ισχύει ότι |a |<1. 

 

 
 

 
Σχήµα  5 .3.  Τρία  παραδείγµατα  συντελεστών  αυτοσυσχέτισης  ενός  αυτοπα-  
λινδροµ ικού  AR(1) µοντέλου  µε  (a) a=0.8 (b) a=0.3 και  (c)  a= –0.8.  
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Η παραπάνω µέθοδος επίτευξης του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

χρησιµοποιείται συχνά, παρ’ότι χρειάζεται την προϋπόθεση της συνθήκης 

στασιµότητας. 

Τρία παραδείγµατα για το συντελεστή αυτοσυσχέτισης µιας σειράς που 

περιγράφεται από ένα AR(1) µοντέλο δίνονται στο Σχ.5.3 για a= 0.8, 0.3, -0.8. Είναι 

φανερό ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης µικραίνει γρήγορα για a = 0.3 και 

εναλλάσσεται όταν το a είναι αρνητικό. 

 

 

5.4.4.2.   Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο δευτέρας-τάξης 
 

Το µοντέλο αυτό δίνεται από την εξίσωση 

 

Xt = α1 Xt–1 +α2Xt–2 + Zt           (5.6)

    

Χρησιµοποιώντας  τον  τελεστή  που  µεταθέτει  προς  τα  πίσω  

βρίσκουµε  

( )
2

1 2 2
(1 ) ( ) 

1-
t

t t t t
ZX Z X f B Z

B
α β α β η

α α
− − = = =

− Β
&  

 

όπου f(B)=(1–α1B–α2B2)-1=1+c1B+c2B2+… 

Η σχέση µεταξύ των συντελεστών α  και  c  είναι  εύκολο  να  υπολογιστεί .  

Έχοντας  εκφράσει  την  Xt  σαν  ένα  MA  µοντέλο  βρίσκουµε  ότι  

E{Xt}=0 .  Η  διασπορά  είναι  πεπερασµένη  αρκεί  το  άθροισµα  ci
i

2

0=

∞

∑  να  

συγκλίνει  και  αυτό  είναι  µ ία  αναγκαία  συνθήκη  η  χρονοσειρά  να  είναι  

στάσιµη .  Η  συνάρτηση  αυτοδιασποράς  δίνεται  από  τη  σχέση :  

 

( )γ σ οπουk c c cz i i k
i

= =+
=

∞

∑2

0
0 1( )

 
 

Μία ικανή συνθήκη για αυτή τη συνάρτηση να συγκλίνει, και εποµένως  η  
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χρονοσειρά  να  είναι  στάσιµη ,  είναι η σειρά | |ci
i=

∞

∑
0

  να συγκλίνει. 

Ένας εναλλακτικός τρόπος είναι να θεωρήσουµε ότι η χρονοσειρά είναι 

στάσιµη και να πολλαπλασιάσουµε την (5.6) µε Xt–k , να πάρουµε µέσες τιµές και να 

διαιρέσουµε µε 2
xσ  υποθέτοντας ότι η διασπορά της Xt είναι πεπερασµένη. Στην 

περίπτωση αυτή, επειδή ρ(k)=ρ(–k) για όλα τα k, βρίσκουµε ότι : 

 

ρ(k)=α1 ρ(k–1)+α2 ρ(k–2)  για κάθε   k > 0            (5.7)

 

Η εξίσωση αυτή καλείται εξίσωση Yule - Walker. Η γενική λύση της εξίσωσης που 

είναι µία εξίσωση διαφορών δίνεται από τη σχέση 

  

1 1 2 2( ) k kk A Aρ π π= +  ,           (5.8)

     

όπου {π i},  i=1, 2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

y2 – a1 y – a2 = 0 

Οι σταθερές {Ai} λαµβάνονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιούν την αρχική 

συνθήκη  ρ(0)=1. Από την (5.8) είναι φανερό ότι η  ρ(k) τείνει στο µηδέν καθώς το k 

αυξάνει, αρκεί τα  | πi | < 1  (i=1, 2),  και αυτό είναι µία αναγκαία και ικανή συνθήκη 

για να είναι η χρονοσειρά στάσιµη. 

Από την εξίσωση  y2  – a1 y – a2 = 0,  αν  | πi | < 1, έχουµε: 

 

α α α1 1
2

24
2

1
± +

<
 

 

Μπορεί να δειχτεί ότι η περιοχή στην οποία η χρονοσειρά είναι στάσιµη είναι µία 

τριγωνική περιοχή που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

 

1
1
1

2

12

21

−>
<−
<+

a
aa
aa

 
 

          (5.9)
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Οι ρίζες π1 , π2  είναι πραγµατικές αν 2
1 24 0,α α+ ≥  οπότε ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτισης  ελαττώνεται  εκθετικά µε το  k, ενώ οι   ρίζες   είναι  µιγαδικές αν 
2
1α +4α2 < 0  οπότε βρίσκουµε ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης είναι ένα 

αποσβεννύµενο συνηµιτονοειδές κύµα. Όταν οι ρίζες είναι πραγµατικές οι σταθερές 

Α1 , Α2   βρίσκονται ως εξής: 

Επειδή  ρ(0)=1  έχουµε Α1 +Α2 =1. 

Επιπλέον από την εξίσωση Yule-Walker έχουµε 

 

ρ(1)=α1 ρ(0) + α2 ρ(–1)= α1  + α2 ρ(1)⇒ ρ(1)=α1 /(1-α2) , 

 

δηλαδή    ρ(1) = Α1 π1 +(1–A1 ) π2 = α1 /(1-α2) 

 

Εποµένως 

Α1

1

2
2

1 2
2 1

1
1=

−
−











−
= −

α
α

π

π π
και A A

 
 

Οι ίδιες σχέσεις ισχύουν και στην περίπτωση που οι ρίζες είναι µιγαδικές. 

 

 

5.4.4.3. Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο τάξης p 
 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του µοντέλου δίνεται από τη σχέση: 

 

Xt = α1 Xt–1 +α2Xt–2 +…+αp Xt–p + Zt 

 

Χρησιµοποιώντας τα επιχειρήµατα που παραθέσαµε για το µοντέλο AR(2) βρίσκουµε 

ότι 

1( ) ( 1) ... ( )pk k k pρ α ρ α ρ= − + + −  για κάθε   k ≥  0 

 

Η λύση της εξίσωσης αυτής έχει τη µορφή 
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1 1( ) ...k p
p pk A Aρ π π= + +  

 

όπου {πi } είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

 

y p – a1 y
 p–1 –…– a p = 0 

 

Οι σταθερές {Ai} εκλέγονται για να ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες που εξαρτώνται 

από τη σχέση  ρ(0) = 1. Έτσι έχουµε  1
1

=∑
=

p

i
iA   και οι πρώτες (p-1) Yule - Walker 

εξισώσεις παρέχουν (p–1) περαιτέρω περιορισµούς για τις σταθερές {Ai}, όταν 

ληφθούν υπόψη και οι σχέσεις  ρ(0) = 1 και ρ(k) = ρ(-k). Για να είναι η χρονοσειρά 

µας στάσιµη, πρέπει οι ρίζες τις εξίσωσης 

 

1( ) 1 ... 0p
pH B B Bα α= − − − =  

 

να βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. Αυτή είναι µία αναγκαία και ικανή 

συνθήκη. 

Για απλούστευση έχουµε θεωρήσει µόνο χρονοσειρές µε µέση τιµή 0, αλλά 

χρονοσειρές µε µη - µηδενικές µέσες τιµές µπορούν να εξετασθούν αν γράψουµε την 

(5.4) στη µορφή 

 

Xt – µ = α1 (Χt–1 – µ)+…+ αp (Χt-p – µ)+Zt 

 

Αυτό δεν επηρεάζει το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

 

 

5.4.5.   Μικτά µοντέλα (mixed models) 
 

Μία χρήσιµη οµάδα µοντέλων για χρονοσειρές είναι επίσης εκείνη που 

σχηµατίζεται µε το συνδυασµό των MA  και  AR µοντέλων. Ένα µικτό 

αυτοπαλινδροµικό µοντέλο µετακινούµενης µέσου όρου που περιέχει  p  AR όρους 

και  q  MA  όρους (συντοµογραφία ARMA (p, q) µοντέλο) λέγεται ότι είναι τάξης (p, 
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q). Το µοντέλο αυτό δίνεται από τη σχέση: 

 

1 1 1 1... ...t t p t p t t p t pX X X Z X Xα α β β− − − −= + + + + + +            (5.10)

 

Χρησιµοποιώντας το τελεστή που µεταθέτει προς τα πίσω µπορούµε να γράψουµε τη 

σχέση (5.10) στη µορφή 

 

Η(Β)Xt = Γ(Β) Ζt , 

 

όπου H(B), Γ(Β) είναι πολυώνυµα  p, q  τάξεως αντίστοιχα, έτσι ώστε 

 

H(B) = 1–a1 B –…– ap B p     και    Γ(Β)= 1+β1 B +…+ βq
 B q 

 

Οι τιµές των αi που κάνουν τη διεργασία στάσιµη είναι τέτοιες ώστε οι ρίζες του 

H(B)=0 να βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. Οι τιµές των βi  που κάνουν τη 

διεργασία αντιστρεπτή είναι τέτοιες ώστε οι ρίζες της εξίσωσης Γ(Β)=0 να βρίσκονται 

έξω  από το µοναδιαίο κύκλο. 

Είναι αλγεβρικά πολύ κοπιαστικό να υπολογίσουµε το συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης ενός ARMA µοντέλου και γι’ αυτό δεν θα συζητηθεί εδώ. 

Η σπουδαιότητα των ARMA µοντέλων βρίσκεται στο γεγονός ότι οι στάσιµες 

χρονοσειρές µπορούν συχνά να περιγραφούν µ’ ένα ARMA µοντέλο που περιέχει 

λιγότερες παραµέτρους από ένα MA ή AR µοντέλο αυτό καθ' εαυτό. 

 

 

5.5.   Παραδείγµατα 

 

1.  Να δειχθεί ότι η χρονοσειρά Xt = acos(ωt+θ) είναι δευτέρας - τάξης στάσιµη όταν 

θεωρήσουµε ότι a είναι µία σταθερά, ω είναι επίσης µία σταθερά στο διάστηµα (0, 

π) και θ είναι µία τυχαία µεταβλητή µε µία οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

(0, 2π). (Η µεταβλητή θ θεωρείται σταθερή για µία απλή πραγµάτωση) 

 

Λύση: 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής θ δίνεται από τον τύπο: 
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p(θ) = 1 / 2π ,    0 < θ <2π 

 

Η µέση τιµή της µεταβλητής Xt  µπορεί να υπολογισθεί τώρα ως εξής: 

 

{ } ( ) ( ) ( )
2 2π

0
cos  cos  sin 2 sin 0

2 2 2
t

t t

a a aE X t d d t t
π ω

ω
ω θ θ φ φ π ω ω

π π π
+

= + = = + − =  ∫ ∫  

( θέσαµε φ = ωt+θ ) 

 

Επίσης βρίσκουµε ότι 

 

{ } ( ) ( )
22

 
0

cos cos  
2t s
aE X X t s d

π

ω θ ω θ θ
π

= + + =∫  

 

( )
22

0

(cos  cos -sin  sin ) cos  cos sin s sin  
2
a t t s d

π

ω θ ω θ ω θ ω θ θ
π

− =∫  

 

( ) ( )
2 2

cos  cos sin t sin s cos
2 2
a at s t sω ω ω ω ω= + = −  

 

Από τις σχέσεις αυτές συνεπάγεται ότι η χρονοσειρά είναι δευτέρας - τάξης στάσιµη. 

Επειδή η θ θεωρείται σταθερά  για µία απλή πραγµάτωση, αν υπολογισθεί µία φορά 

από αρκετές τιµές της Xt , τότε όλες οι επόµενες τιµές της Xt είναι τελείως 

καθορισµένες. Είναι λοιπόν φανερό ότι το παραπάνω µοντέλο ορίζει µία καθαρώς 

καθορισµένη διεργασία. Αναφέρουµε, στο σηµείο αυτό, ότι όλες οι στάσιµες 

διεργασίες που ορίζονται από τα ARMA µοντέλα είναι καθαρώς µη - καθορισµένες 

(non - deterministic ή probabilistic) διεργασίες. 

Η χρονοσειρά Xt, όπως ορίζεται παραπάνω, γίνεται πιο ενδιαφέρουσα και δεν 

είναι πλέον καθαρώς καθορισµένη αν προσθέσουµε ένα τυχαίο σφάλµα (µία καθαρώς 

τυχαία διεργασία) ως εξής: 

      

Xt = acos(ωt+θ)+Zt           (5.11)

    

Το µοντέλο αυτό περιγράφει µία συνηµιτονοειδή ταλάντωση µε περιοδικότητα ω. 
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2.  Η Εξίσωση του AR(2) µοντέλου δίνεται από την τύπο: 

 

X X X Zt t t t= + +− −

1
5

6
251 2

 
 

    Να υπολογισθεί η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ρ(k) για  k = 0, ± 1, ±2,… 

 

Λύση: 

Επειδή η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον τύπο  

 

ρ(k) = Α1 π1
|k|

 + Α2 π2
|k| , 

 

θα πρέπει να υπολογίσουµε τις ποσότητες π1 , π2 και Α1 , Α2 . 

Ως γνωστό π1 , π2 είναι οι ρίζες του διωνύµου  y2–(1/5)y–6/25 = 0. Άρα βρίσκουµε 

π1 =3/5 και π2 = -2/5. Επίσης από τη θεωρία είναι γνωστό ότι: 

 

1
2

2
1 2 1

1 2

1 1

a
aA A A

π
και

π π

−
−

= = −
−

 

 

οπότε λαµβάνουµε Α1 = 63/95 και Α2 = 32/95. 

Εποµένως η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον σχέση: 

 

( )
| | | |63 3 32 2

95 5 95 5

k k

kρ    = + −   
   

    0, 1, 2,...kγια = ± ±  

 

3. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ενός ARMA(1,1) µοντέλου δίνεται από 

τις ακόλουθες σχέσεις 

 

( )( )
ϕθθ
θϕϕθρ

21
1)1( 2 ++

++
=  

     

ρ(k) = φ ρ(k–1)  (k=2, 3,…) 
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Λύση: 

Το µοντέλο ARMA(1,1) δίνεται από τον τύπο 

 

Xt – φXt-1 = Zt + θZt-1           (5.12)

      

Αν πολλαπλασιάσουµε την (5.12) µε Xt και πάρουµε τις µέσες τιµές, βρίσκουµε ότι: 

 

γ φγ σ θ φ θσz z( ) ( ) ( )0 1 2 2− = + +  

 

επειδή                    Ε X Z σ Ε X Z φ σt t z t t z{ } { } ( )= = +−
2

1
2και θ  

 

Οµοίως βρίσκουµε, αν πολλαπλασιάσουµε την (5.12) µε Xt-1 και πάρουµε εκ νέου τις 

µέσες τιµές: 

γ φγ θσz( ) ( )− − =1 0 2  

 

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς γ(0) και γ(1)=[γ(-1)] λαµβάνουµε 

 

γ σ φθ θ φ

γ σ φθ φθ φ

z

z

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) ( ) / ( )

0 1 2 1

1 1 1 1

2 2 2

2 2

= + + −

= + + −

 

 

     Αρα                  ( ) ( )
( )

( )( )
2

1 1
1

0 1 2
γ θϕ θ ϕ

ρ
γ ϕθ θ

+ +
= =

+ +
 

 

Αν τώρα πολλαπλασιάσουµε την (5.12) µε Xt-k (k>1) και πάρουµε µέσες τιµές, 

βρίσκουµε ότι 

γ(k) = φγ(k-1) 

 

επειδή  E{Zt Xt-k} = E{Zt-1 Xt-k} = 0   για    k>1. 

 

Εποµένως  ρ(k) = φρ(k-1)  για  k = 2, 3,… 
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5.6.   Εκτίµηση της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης 
 

Οι ιδιότητες µιας χρονοσειράς µπορούν να εξετασθούν µε τη βοήθεια των 

συντελεστών αυτοσυσχέτισης, οι οποίοι δίνουν τη συσχέτιση µεταξύ των 

παρατηρήσεων της χρονοσειράς σε διαφορετικές αποστάσεις µεταξύ τους. Οι 

συντελεστές αυτοί µας πληροφορούν για το πιθανοκρατικό µοντέλο που είναι 

κατάλληλο για τα δεδοµένα. 

Έστω ότι Χ και Υ είναι δυο τυχαίες µεταβλητές. Έστω, ακόµη ότι (X1,…,XΝ) 

και (Y1,…,YΝ) δύο τυχαία δείγµατα από τις τυχαίες µεταβλητές. Χ και Υ. Τότε ο 

εκτιµητής του συντελεστού αυτοσυσχέτισης µεταξύ των δύο τ. µεταβλητών δίνεται 

από τη σχέση 

( ) ( )

( ) ( )
1

1
2 2

1 1

N

i i
i

N N

i i
i i

X X Y Y
r

X X Y Y

=

= =

− −
=

− −

∑

∑ ∑
 

 

 

(5.13)

 

Ο ορισµός αυτός µπορεί να επεκταθεί στις χρονοσειρές για να φανεί αν 

διαδοχικές παρατηρήσεις συσχετίζονται µεταξύ τους. 

Στην περίπτωση µιας διακριτής χρονοσειράς µε Ν παρατηρήσεις Χ1,…,ΧN 

µπορούµε να σχηµατίσουµε τα εξής ζεύγη: 

 

(X1, X2), (X2, X3),…, (XN-1, XN) 

 

Αν θεωρήσουµε την πρώτη παρατήρηση σε κάθε ζευγάρι σαν µια τυχαία 

µεταβλητή, και τη δεύτερη παρατήρηση σαν µια δεύτερη τυχαία µεταβλητή, τότε ο 

εκτηµητής του συντελεστή συσχέτισης µεταξύ Χt και  Χt+1 δίνεται 

 

( ) ( )

( ) ( )

1

(1) 1 (2)
1

1 12 2

(1) 1 (2)
1 1

N

t t
t

N N

t t
t t

X X X X
r

X X X X

−

+
=

−

+
= =

− −
=

 
− −  

∑

∑ ∑
 

 

 

(5.14)

 

Η σχέση (5.14) προκύπτει προφανώς από τη σχέση (5.12). Με (1)X  
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συµβολίζουµε τη µέση τιµή των πρώτων (Ν-1) παρατηρήσεων και µε (2)X τη µέση 

τιµή των τελευταίων (Ν-1) παρατηρήσεων, δηλ. 

 

( ) ( )

1 1

1 2
1 2

1) 1)/( /(
N N

t t
t t

X X N X X Nκαι
− −

= =

= − = −∑ ∑  

 

Επειδή ο εκτιµητής που δίνεται από τη (5.14) µετράει συσχέτιση µεταξύ δύο 

διαδοχικών παρατηρήσεων, για το λόγο αυτό ονοµάζεται εκτιµητής του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης. 

Για µεγάλο Ν η (5.14) µπορεί να γραφεί σε µια απλούστερη µορφή ως εξής 

 

( ) ( )

( )

1

1
1

1
2

1

N

t t
t

N

t
t

X X X X
r

X X

−

+
=

=

− −
=

−

∑

∑
 

 

          (5.15)

 

όπου (1) (1)
1

/
N

t
t

X X X X X Nκαι
=

≅ ≅ =∑  είναι η µέση τιµή όλων των 

παρατηρήσεων. 

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να υπολογίσουµε τη συσχέτιση µεταξύ 

παρατηρήσεων που απέχουν k διαστήµατα. Ο εκτιµητής του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης στην περίπτωση αυτή δίνεται από τη σχέση 

 

( ) ( )

( )
1

2

1

N k

t t k
t

k N

t
t

X X X X
r

X X

−

+
=

=

− −
=

−

∑

∑
  

(5.16)

 

Ο kr  είναι γνωστός ως εκτιµητής του συντελεστή αυτοσυσχέτισης µε καθυστέρηση k. 

Στήν πράξη οι εκτιµητές των συντελεστών αυτοσυσχέτισης υπολογίζονται από 

τους συντελεστές αυτοδιασποράς {ck}, οι οποίοι ορίζονται ως εξής 

 

( ) ( )
1

1 N k

k t t k
t

c X X X X
N

−

+
=

= − −∑  
 

(5.17)
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Από τη σχέση (5.16) προκύπτει ότι 

r
c
ck

k=
0  

 

 (5.18)

Οι συντελεστές kr  υπολογίζονται για k=1,2,…,m, όπου m<N. Στήν πράξη η τιµή του 

m δεν υπερβαίνει συνήθως την τιµή Ν/4. 

Μερικοί συγγραφείς προτείνουν τον εξής εκτιµητή για την αυτοδιασπορά kc  

 

( ) ( )
1

1 N k

k t t k
t

c X X X X
N k

−

−
=

= − −
− ∑  

 

(5.19)

 

Για µεγάλο Ν δεν υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ των εκτιµητών (5.17) και 

(5.19). 

 

 

5.7.   Συσχετόγραµµα 
 

Μία χρήσιµη προσέγγιση στην ερµηνεία των εκτιµητών των συντελεστών 

αυτοσυσχέτισης είναι µία γραφική παράσταση που καλείται συσχετόγραµµα. Στο 

συσχετόγραµµα παριστάνουµε γραφικά τους συντελεστές rk συναρτήσει της 

καθυστέρησης k. Μία µατιά στο συσχετόγραµµα είναι συνήθως πολύ χρήσιµη. 

Περιγράφουµε τώρα ορισµένα παραδείγµατα χρονοσειρών. 

 

α) Μία τυχαία χρονοσειρά: Αν µία χρονοσειρά είναι τελείως τυχαία, τότε για 

µεγάλο Ν, rk ≅ 0 για όλες τις τιµές του k που είναι διάφορες του 0. Πράγµατι, για µία 

τυχαία χρονοσειρά µπορεί να αποδειχθεί ότι ο rk ακολουθεί προσεγγιστικά µία 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά 1/Ν.  Έτσι, στην περίπτωση που η 

χρονοσειρά είναι τυχαία, 19 από τις 20 τιµές των rk αναµένεται να βρίσκονται µεταξύ 

±2/√Ν. Ένα παράδειγµα δίνεται στο Σχ. 5.4. Βλέπουµε ότι δύο συντελεστές 

βρίσκονται έξω από τα όρια ±2/√Ν, αν και οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες.  Αυτό  

το  παράδειγµα  περιγράφει  µία  από τις  δυσκολίες στην ερµηνεία του 

συσχετογράµµατος. Η δυσκολία αυτή έγκειται στο γεγονός ότι ένας µεγάλος αριθµός 

συντελεστών αυτοσυσχέτισης είναι πολύ πιθανό να περιέχει µία (ή περισσότερες) 

ασυνήθιστες τιµές, ακόµη κι όταν δεν υπάρχουν πραγµατικές επιδράσεις. 
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Σχήµα 5.4. Ο εκτιµητής της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης µιας καθαρώς τυχαίας χρονοσειράς. 
 
 
 
β) Μικρής διάρκειας συσχέτιση: Στάσιµες χρονοσειρές παρουσιάζουν µικρής 

διάρκειας συσχέτιση που χαρακτηρίζεται από µία αρκετά µεγάλη τιµή του r1, η οποία 

ακολουθείται από 2 ή 3 ακόµη συντελεστές, οι οποίοι, ενώ είναι σηµαντικά 

µεγαλύτεροι από το µηδέν, τείνουν να γίνουν διαδοχικά µικρότεροι. Τιµές των rk για 

µεγαλύτερες καθυστερήσεις τείνουν να είναι προσεγγιστικά µηδέν. Ένα παράδειγµα 

από ένα τέτοιο συσχετόγραµµα παριστάνεται στο Σχ. 5.5. Μία χρονοσειρά που δίνει 

ένα τέτοιο συσχετόγραµµα έχει σαν χαρακτηριστικά της ότι µία παρατήρηση πάνω 

από τη µέση τιµή να ακολουθείται από µία ή περισσότερες περαιτέρω παρατηρήσεις 

πάνω από τη µέση τιµή, και οµοίως για παρατηρήσεις κάτω από τη µέση τιµή. Το 

αυτοπαλινδροµικό µοντέλο τάξης είναι κατάλληλο για χρονοσειρές του τύπου αυτού. 

 

γ) Εναλλασσόµενες χρονοσειρές: Αν µία χρονοσειρά έχει την τάση να 

εναλλάσσεται, µε διαδοχικές παρατηρήσεις σε διαφορετικές πλευρές της ολικής 

µέσης τιµής, τότε το συσχετόγραµµα επίσης τείνει να εναλλάσσεται. Η τιµή του r1 θα 

είναι αρνητική. Όµως η τιµή του r2 θα είναι θετική καθώς οι παρατηρήσεις µε 

καθυστέρηση 2 θα τείνουν να είναι στην ίδια πλευρά της µέσης τιµής. Μία τυπική 

εναλλασσόµενη χρονοσειρά µαζί µε το συσχετόγραµµα της παριστάνεται στο Σχ. 5.6. 

 

δ) Μή-στάσιµες χρονοσειρές:  Αν µία χρονοσειρά περιέχει µία κλίση, οι τιµές 

των rk δεν θα προσεγγίζουν το µηδέν εκτός αν το k γίνει πολύ µεγάλο. Αυτό 

συµβαίνει επειδή µία παρατήρηση στην µία πλευρά της ολικής µέσης τιµής τείνει να 

ακολουθείται από ένα µεγάλο αριθµό κι άλλων παρατηρήσεων στην ίδια πλευρά της 

µέσης τιµή λόγω κλίσης. Μία τυπική µη-στάσιµη χρονοσειρά µαζί µε το 
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συσχετόγραµµα της παριστάνεται στο Σχ. 5.7. 

 

 
 
Σχήµα 5.5. Μία χρονοσειρά που δείχνει µικρής διάρκειας συσχέτιση µαζί µε το 
συσχετόγραµµά της. 
 
 
 

 
 

Σχήµα 5.6. Μία εναλλασσόµενη χρονοσειρά µαζί µε το συσχετόγραµµα της. 
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Σχήµα 5.7. Μία µη-στάσιµη χρονοσειρά µαζί µε το συσχετόγραµµα της. 

 

Πολύ λίγα µπορούν να εξαχθούν από το συσχετόγραµµα αυτού του τύπου, 

καθώς η κλίση υπερισχύει όλων των άλλων χαρακτηριστικών. Στην πραγµατικότητα, 

οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης πρέπει να υπολογίζονται µόνο για στάσιµες 

χρονοσειρές και έτσι κάθε κλίση πρέπει να µετακινείται πριν τον υπολογισµό τους. 

 

ε) Περιοδικές µεταβολές: Αν µία χρονοσειρά περιέχει µία περιοδική 

µεταβολή, τότε το συσχετόγραµµα θα παρουσιάζει µία διακύµανση στην ίδια 

συχνότητα. Για παράδειγµα, µε τις µηνιαίες παρατηρήσεις (βλέπε Σχ. 5.8(α)), ο r6 θα 

είναι µεγάλος και αρνητικός, ενώ ο r12 θα είναι µεγάλος και θετικός. Ειδικότερα αν η 

xt έχει ηµιτονοειδή µορφή, τότε την ίδια µορφή θα έχουν και οι συντελεστές rk. Στην 

περίπτωση που η χρονοσειρά µας έχει τη µορφή 

xt=αcostω, 

όπου α είναι µία σταθερά και η συχνότητα ω είναι τέτοια ώστε 0<ω<π, τότε µπορεί να 

δειχθεί ότι         

rk ≅ coskω  για µεγάλο Ν. 

Στο Σχ. 5.8(β) παριστάνεται το συσχετόγραµµα των θερµοκρασιών του αέρα στο 

Recife.  Η   ηµιτονοειδής   µορφή   του   συσχετογράµµατος   είναι  φανερή,  αλλά  για 
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Σχήµα 5.8 (α) Μέσες τιµές της θερµοκρασίας του αέρος διαδοχικών µηνών στο Recife της 
Βραζιλίας (β) Το συσχετόγραµµα των παρατηρήσεων της θερµοκρασίας (γ) Το συσχετόγραµµα 
των δεδοµένων από τα οποία έχει αφαιρεθεί η περιοδική µεταβολή. 
 

δεδοµένα του τύπου αυτού το συσχετόγραµµα δεν µας δίνει άλλη πληροφορία, επειδή 

η περιοδική επίδραση καλύπτει όλα τα άλλα χαρακτηριστικά των δεδοµένων. 

Αν η περιοδική µεταβολή µετακινηθεί από τα δεδοµένα, τότε το 

συσχετόγραµµα µπορεί να µας δώσει χρήσιµες πληροφορίες. Στα δεδοµένα του Σχ. 

5.8(α) η περιοδική µεταβολή µετακινήθηκε µε τον απλό τρόπο του υπολογισµού των 

12 µηνιαίων τιµών και αφαιρώντας την κατάλληλη µέση τιµή από κάθε ξεχωριστή 

παρατήρηση. Στο Σχ. 5.8(γ) παριστάνεται το συσχετόγραµµα της χρονοσειράς χωρίς 

την περιοδική µεταβολή. Είναι φανερό ότι οι τρεις πρώτοι συντελεστές είναι 

σηµαντικά διάφοροι από το µηδέν. Αυτό δηλώνει µικρής διάρκειας συσχέτιση, δηλ. 

ένας µήνας που είναι ψυχρότερος από τη µέση τιµή θα τείνει να ακολουθείται από ένα 

ή δύο περαιτέρω µήνες, οι οποίοι είναι ψυχρότεροι από τη µέση τιµή. 
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Κεφάλαιο 6 
 

ΦΑΣΜΑ ΙΣΧΥΟΣ 
 

 

6.1. Εισαγωγή 

 

Το φάσµα ισχύος µας βοηθάει να µελετήσουµε τις ιδιότητες µιας στάσιµης 

χρονοσειράς στο πεδίο συχνοτήτων, σε αντίθεση µε τη συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης που περιγράφει τις ιδιότητες της χρονοσειράς στο πεδίο τιµών 

του χρόνου. 

Είναι πολύ σηµαντικό να καταλάβουµε ότι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 

και το φάσµα ισχύος είναι δύο ισοδύναµοι τρόποι περιγραφής µιας στάσιµης 

χρονοσειράς. Από πρακτική σκοπιά µπορούµε να πούµε ότι η µία συνάρτηση είναι 

συµπληρωµατική της άλλης. Και οι δύο συναρτήσεις περιέχουν την ίδια 

πληροφορία αλλά την εκφράζουν µε διαφορετικό τρόπο. Σε µερικές 

περιπτώσεις µία προσέγγιση στο πεδίο τιµών του χρόνου είναι προτιµότερη από 

µία προσέγγιση στο πεδίο συχνοτήτων και αντιστρόφως. 

Η ονοµασία φάσµα ισχύος (power spectrum) δόθηκε από τους µηχανικούς οι 

οποίοι χρησιµοποιούν την λέξη "ισχύ" σε συνδυασµό µε το πέρασµα ενός ηλεκτρικού 

ρεύµατος µέσω µιας αντίστασης. Για ένα ηµιτονοειδές σήµα, η ισχύς είναι 

ανάλογος προς το τετράγωνο του πλάτους της ταλάντωσης. Για ένα 

πολυπλοκότερο σήµα, το φάσµα ισχύος περιγράφει πως η ισχύς κατανέµεται µε την 

συχνότητα. Στην περίπτωση των χρονοσειρών, η διασπορά θεωρείται σαν η 

ολική ισχύς. 

Πριν δώσουµε τον ορισµό του φάσµατος ισχύος θα εξετάσουµε την 

φασµατική συνάρτηση κατανοµής. 

Υποθέτουµε ότι η χρονοσειρά µας περιέχει µία περιοδική συνιστώσα σε 

γνωστή συχνότητα. Τότε ένα κατάλληλο µοντέλο για τη χρονοσειρά µας είναι 
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Xt = Rcos(λt + θ ) + Ζt , (6.1)

 

όπου λ είναι η γωνιακή συχνότητα της περιοδικής µεταβολής, R είναι το πλάτος της 

µεταβλητής, θ είναι η φάση και Zt είναι µία καθαρώς τυχαία  χρονοσειρά. Η ποσότητα 

λt + θ µετριέται σε ακτίνια και η συχνότητα λ σε ακτίνια ανά µονάδα χρόνου. 

Μερικές φορές είναι προτιµότερο  να  χρησιµοποιήσουµε τη  συχνότητα 
π2
λ

=f  

η οποία δίνεται σε κύκλους ανά µονάδα χρόνου. Η συχνότητα είναι ευκολότερο 

να ερµηνευθεί από φυσική σκοπιά. Η περίοδος ενός ηµιτονοειδούς σήµατος είναι 

ίση µε 2π/λ   ή   1/f. 

Ένα  παράδειγµα   που   περιγράφει  την  ποσότητα R cos( λ t + θ)  δίνεται   στο 

Σχ. 6.1. 

 

 
 

Σχήµα 6.1.  Γραφική παράσταση της R cos (λt+θ)  όταν R=2, λ = π /3 και θ =π / 6. 

 

Το µοντέλο (6.1) είναι ένα πολύ απλό µοντέλο. Στην πράξη συνήθως η µεταβολή σε 

µία χρονοσειρά µπορεί να προέρχεται από τη µεταβολή σε πολλές διαφορετικές 

συχνότητες. Για παράδειγµα, πωλήσεις διαφόρων αγαθών µπορεί να περιέχουν 

εβδοµαδιαίες, µηνιαίες και ετήσιες µεταβολές. Με άλλα λόγια τα δεδοµένα 

παρουσιάζουν µεταβολή σε υψηλές, µεσαίες και χαµηλές συχνότητες. Για το 

λόγο αυτό είναι δυνατό να γενικεύσουµε το µοντέλο (6.1) ως εξής : 

 

1

cos( )
n

t j j j t
j

X R t Zλ θ
=

= + +∑ , 
(

(6.2)

 

όπου Rj  είναι το πλάτος σε συχνότητα λj. 

Τα µοντέλα (6.1) και (6.2) δεν είναι στάσιµα αν R, θ, {Rj} και {θj}  
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θεωρηθούν σαν σταθερές, επειδή E{Xt}  θα µεταβάλλεται µε τον χρόνο. Για το 

λόγο αυτό θεωρούµε ότι {Rj}  είναι ασυσχέτιστες τυχαίες µεταβλητές µε τιµή 0 ή 

ότι {θj}  είναι τυχαίες µεταβλητές µε µία οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα ( 0, 

2π ). Αυτό είναι ένα µαθηµατικό τέχνασµα το οποίο µας βοηθάει να θεωρήσουµε 

χρονοσειρές µε µία ή περισσότερες καθορισµένες συνιστώσες σαν στάσιµες 

χρονοσειρές. 

Το µοντέλο (6.2) µπορεί να γραφεί στη µορφή 

1

( cos sin ) ,
k

t j j j j t
j

X a t b t Zλ λ
=

= + +∑  
(

(6.3)

 

επειδή cos(λjt+θj)=cosλjt cosθj - sinλjt sinθj , aj=Rjcosθj  και  bj=-Rj sinθj. 

Θέτουµε τώρα το εξής ερώτηµα : "γιατί πρέπει να υπάρχει ένας 

πεπερασµένος  αριθµός  συχνοτήτων  στο µοντέλο (6.3)".  Στην  πραγµατικότητα,  

αν k→∞ , είναι δυνατόν να δειχθεί ότι κάθε διακριτή στάσιµη χρονοσειρά που 

ορίζεται σε µοναδιαία διαστήµατα παίρνει τη µορφή 

 
π π

0 0
cos ( ) sin ( ),tX t du t dλ λ λ υ λ= +∫ ∫  (6.4)

 

όπου u(λ) και υ(λ) είναι ασυσχέτιστες συνεχείς ανελίξεις µε ορθογώνιες 

προσαυξήσεις για όλα τα λ στο διάστηµα (0, π).  Η εξίσωση (6.4) είναι γνωστή ως 

η φασµατική απεικόνιση της χρονοσειράς. 

Θα µπορούσε τώρα να ρωτήσει κάποιος γιατί τα ανώτερα όρια των 

ολοκληρωµάτων στην (6.4) είναι π και όχι ∞. Για µία συνεχή χρονοσειρά (t∈R), τα 

ανωτέρω όρια θα είναι πράγµατι ∞ , αλλά για µία διακριτή χρονοσειρά (t∈Ζ)  που 

ορίζεται σε µοναδιαία διαστήµατα του χρόνου δεν χάνουµε τίποτα µε το να 

περιορίσουµε το λ στην περιοχή (0, π) επειδή 

 

cos ,
cos( π )

cos(π ) ,

t k t k
t k t

t k t k

λ ακεραιοι και αρτιος
λ

λ ακεραιοι και περιττος


+ = 
 −

& &

& &

 

 

και εποµένως η µεταβολή σε συχνότητες µεγαλύτερες από το π δεν ξεχωρίζεται 
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από τη µεταβολή σε αντίστοιχες συχνότητες στο (0, π). 

Η συχνότητα λ=π, καλείται Nyquist συχνότητα. Για µία διακριτή χρονοσειρά 

που ορίζεται σε ίσα χρονικά διαστήµατα µήκους  ∆t, η συχνότητα Nyquist είναι 

π/∆t. 

 

 

6.2. Φασµατική Συνάρτηση Κατανοµής 

 

Ορίσαµε την φασµατική απεικόνιση κυρίως για να δείξουµε ότι κάθε 

συχνότητα στο διάστηµα (0,π) µπορεί να συνεισφέρει στη µεταβολή  της  

χρονοσειράς .  Οι  συναρτήσεις  u(λ) και  υ(λ) παρουσιάζουν λίγο πρακτικό 

ενδιαφέρον. Αντίθετα η συνάρτηση F(λ), η οποία καλείται συνάρτηση φασµατικής 

κατανοµής και η οποία συνδέεται µε τις συναρτήσεις u(λ) και  υ(λ) (βλέπε 

Bartlett, 1966) παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον. 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι για µια στάσιµη χρονοσειρά µε συνάρτηση 

αυτοδιασποράς γ(k) υπάρχει µία µονοτονικά αύξουσα συνάρτηση  F (λ) τέτοια ώστε 

 
π

π
( ) ( )i kk e dFλγ λ

−
= ∫  (6.5)

 

Η σχέση (6.5) ονοµάζεται η φασµατική απεικόνιση της συνάρτησης 

αυτοδιασποράς. Η φυσική σηµασία της συνάρτησης F(λ) είναι η εξής : F(λ) = 

συνεισφορά στην διασπορά της χρονοσειράς που εξηγείται από τις συχνότητες στο 

διάστηµα (0, λ). 

Επειδή δεν υπάρχει µεταβολή σε αρνητικές συχνότητες έχουµε ότι 

 

F(λ) = 0   για   λ< 0. 

 

Για µια διακριτή χρονοσειρά που ορίζεται σε µοναδιαία χρονικά διαστήµατα, η 

µεγαλύτερη δυνατή συχνότητα είναι λ=π και εποµένως όλη η µεταβολή εξηγείται 

µε συχνότητες µικρότερες από π. Άρα 

F(π )=Va r (Xt ) =  σx
2  

 

Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει από την (6.5) για  k =0. 
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Η συνάρτηση F(λ) είναι µονοτονικά αύξουσα µεταξύ λ=0 και λ=π Στην 

πραγµατικότητα η συνάρτηση F(λ) συµπεριφέρεται όπως η συνάρτηση κατανοµής 

µιας συνάρτησης πιθανότητας εκτός από το γεγονός ότι το ανώτερο όριο είναι σx
2  

και όχι  1. 

Αν η χρονοσειρά περιέχει µία καθορισµένη ηµιτονοειδή συνιστώσα σε 

συχνότητα λ που περιγράφεται µε την εξίσωση Rcos(λt+θ),όπου R είναι σταθερά 

και θ είναι µία τυχαία µεταβλητή µε οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,2π), 

τότε θα υπάρχει µία βηµατική αύξηση στην  F(λ) στην συχνότητα λ ίση προς 

 

2 2 21[ cos ( )]
2

E R t Rλ θ+ =  

 

Επειδή F(λ) είναι µία µονοτονικά αύξουσα συνάρτηση µπορεί να αναλυθεί σε 

δύο συναρτήσεις F1 (λ) και F2(λ)  έτσι ώστε 

 

F(λ) = F1(λ) + F2 (λ), (6.6)

 

όπου F1(λ) είναι µία µη-φθίνουσα συνεχής συνάρτηση και F2 (λ) είναι µία µη-φθίνουσα 

βηµατική συνάρτηση. Η ανάλυση αυτή επιτρέπει την  F1(λ) να σχετίζεται µε µία 

καθαρώς µη-καθορισµένη συνιστώσα της χρονοσειράς και την F2(λ)  να 

σχετίζεται  µε µία καθορισµένη συνιστώσα. Θα ασχοληθούµε κυρίως µε 

καθαρώς µη-καθορισµένες χρονοσειρές, δηλ. F(λ) = F1(λ) το οποίο σηµαίνει ότι η 

F(λ) είναι συνεχής στο διάστηµα (0, π). 

Μερικοί συγγραφείς χρησιµοποιούν τον εξής ορισµό : 

F λ F λ
σx

*( ) ( )
= =2   ποσοστό της διασποράς που εξηγείται από τις συχνότητες στο 

διάστηµα (0, π). 

Η F* (λ) ονοµάζεται κανονικοποιηµένη φασµατική συνάρτησης κατανοµής. 

 

 

6.3. Ορισµός του φάσµατος ισχύος 

 

Για µια καθαρώς µη-καθορισµένη διακριτή χρονοσειρά η F(λ) είναι 
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συνεχής στο διάστηµα (0, π) και εποµένως µπορούµε να την παραγωγίσουµε ως 

προς λ στο (0, π), οπότε θα έχουµε  

 

f λ dF λ
dλ

( ) ( )
=  

(6.7)

 

Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται φάσµα ισχύος ή φασµατική συνάρτηση πυκνότητας. 

Αντικαθιστώντας την (6.7) στην (6.5) βρίσκουµε 

 
π

π
( ) ( )i kk e f dλγ λ λ

−
= ∫  (6.8)

 

Ένας παρόµοιος τύπος για τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ρ(k) δίνεται από τη σχέση 

 
π

π
( ) *( ) ,i kk e f dλρ λ λ

−
= ∫  

(6.9)

 

όπου f λ f λ
σx

*( ) ( )
= 2  είναι το κανονικοποιηµένο φάσµα ισχύος. 

Η φυσική ερµηνεία του φάσµατος είναι η εξής : 

Η ποσότητα f(λ)dλ  παριστάνει τη συνεισφορά στη διασπορά των 

συνιστωσών µε συχνότητες στο διάστηµα (λ,λ+dλ). Όταν το φάσµα ισχύος 

παριστάνεται γραφικά, το ολικό εµβαδόν κάτω από την καµπύλη είναι ίσο µε την 

διασπορά της χρονοσειράς. Ένα παράδειγµα φάσµατος ισχύος και της 

φασµατικής συνάρτησης κατανοµής περιγράφεται στο Σχ.6.2. 

 

 
Σχήµα 6.2. Ένα παράδειγµα φάσµατος ισχύος µαζί µε την αντίστοιχη φασµατική 
συνάρτηση κατανοµής. 
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Ένα µέγιστο στο φάσµα δείχνει µία σπουδαία συνεισφορά σε συχνότητες 

στην κατάλληλη περιοχή. Αντιστρέφοντας την (6.8) παίρνουµε µία σχέση που 

δίνει το φάσµα ισχύος ως µία συνάρτηση της γ(k),  δηλαδή 

 

1( ) ( )
2π

i k

k

f k e λλ γ
+∞

−

=−∞

= ∑  
(6.10)

 

Το φάσµα ισχύος υπάρχει αν   ( )
k

kγ
+∞

=−∞

< +∞∑ .  Επίσης από την (6.10) βλέπουµε 

ότι το φάσµα ισχύος είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της γ(k). Επειδή η γ(k)  είναι 

µία άρτια συνάρτηση, η σχέση (6.10) µπορεί να γραφεί στην εξής µορφή 

 

1

1( ) (0) 2 ( ) cos ,
2π k

f k kλ γ γ λ
∞

=

 = +  
∑  

(6.11)

και εποµένως 

1

1*( ) 1 2 ( ) cos
2π k

f k kλ ρ λ
∞

=

 = +  
∑  

(6.12)

 

Στην περίπτωση µιας συνεχούς µη-καθορισµένης χρονοσειράς Χ(t), t∈R,  µε 

συνάρτηση αυτοδιασποράς γ(τ) το φάσµα ισχύος δίνεται από την σχέση 

 

1( ) ( )
2π

if e dλτλ γ τ τ
+∞ −

−∞
= ∫  

(6.13)

αρκεί  | ( ) | dγ τ τ
+∞

−∞
< +∞∫ . 

Επίσης ισχύει η ακόλουθη αντίστροφη σχέση 

( ) ( ) .if e dλτγ τ λ λ
+∞ −

−∞
= ∫  (6.14)

 

 

6.4.  Ιδιότητες του φάσµατος ισχύος 

 

Το φάσµα  ισχύος  µιας διακριτής χρονοσειράς πληροί τις ακόλουθες 

ιδιότητες : 
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(i)     f(λ) ≥ 0, δηλαδή το φάσµα ισχύος είναι πάντοτε µία µη-αρνητική συνάρτηση. 

(ii)    f(λ) = f(-λ), δηλαδή το φάσµα ισχύος είναι µία άρτια συνάρτηση. 

(iii)   f(λ+2π) = f(λ), δηλαδή το φάσµα ισχύος είναι µία περιοδική  συνάρτηση µε  

περίοδο 2π. 

(iv) f(2π-λ) = f(λ), δηλαδή στην πράξη το φάσµα ισχύος πρέπει να παριστάνεται 

γραφικά στην περιοχή συχνοτήτων (0, π).   

 

 

6.5.   Παραδείγµατα 

 

Παράδειγµα 6.5.1.  Έστω {Zt} µία καθαρώς τυχαία χρονοσειρά µε µέση τιµή 0 και 

2 0
cov{ , }

0 0
z

t k t
k

Z Z
k

σ
+

 =
= 

≠
 

Να υπολογισθεί το φάσµα ισχύος της χρονοσειράς αυτής. 

Από τον (6.11) έχουµε 
2

( ) , π π .
2π

zf σλ λ= − < <  

Συνεπάγεται λοιπόν ότι το φάσµα ισχύος µιας διακριτής καθαρώς τυχαίας 

χρονοσειράς είναι σταθερό στο διάστηµα (-π, π). 

 

Παράδειγµα 6.5.2.    Να δειχθεί ότι το φάσµα ισχύος ενός ΜΑ(1) µοντέλου 

δίνεται από την σχέση 
2

2( ) (1 2 cos ), π π .
2π

zf σλ β λ β λ= + + − < <  

Χρησιµοποιώντας την (6.11) και τις σχέσεις γ(0)= σ βz
2 21( ) ,+  

2 1
( )

0 1
z k

k
k

βσ
γ

 =
= 

>
, 

Βρίσκουµε 
2

2

1

1( ) (0) 2 ( ) cos (1 2 cos )
2π 2π

z

k

f k σλ γ γ λ β β λ
∞

=

 = + = + +  
∑  

και εποµένως 

( )( )2
2 1cos21

π2
1)()(* βλβ

σ
λλ ++==
z

ff  
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είναι το τυποποιηµένο φάσµα  ισχύος. 

Το σχήµα της συνάρτησης f(λ)  εξαρτάται από την τιµή του β. Αν β>0, η ισχύς 

συγκεντρώνεται σε χαµηλές συχνότητες [Σχ. 6.3α], ενώ, αν β<0, η ισχύς 

συγκεντρώνεται σε υψηλές συχνότητες [Σχ. 6.3β]. 

 

 
Σχήµα 6.3. ∆ύο παραδείγµατα φασµάτων ισχύος µιας ΜΑ(1) ανέλιξης µε (α)β=1 και (β) β=-1 
 

 

Παράδειγµα 6.5.3.     Να δειχθεί ότι το φάσµα ισχύος ενός AR(1) µοντέλου 

δίνεται από την σχέση 
2

2

1( ) ( π π)
2π 1 2 cos

zf
a

σλ λ
α λ

= − < <
− +

 

Από τον ορισµό του φάσµατος ισχύος έχουµε 

1 1

1( ) (0) ( ) ( )
2π

i k i k

k k

f k e k eλ λλ γ γ γ
∞ ∞

−

= =

 = + +  
∑ ∑  

επειδή   γ(k)=αk γ(0)    (k>0), 

1 1

1( ) (0) (0) (0)
2π

k i k k i k

k k

f e eλ λλ γ γ α γ α
∞ ∞

−

= =

 = + +  
∑ ∑  

 
2 2

2

(0) 11
2π 1 1 2π 1 2 cos

i i
x

i i

e e
e e

λ λ

λ λ

σγ α α α
α α α λ α

−

−

   −
= + + =   − − − +   

 

 

.ππ,
cos21

1
π2

1)(*
cos21

1
π2 2

2

2

2

<<−
+−

−
=⇒

+−
= λ

αλα
αλ

αλα
σ fz  

 

Όταν α> 0, η ισχύς συγκεντρώνεται σε χαµηλές συχνότητες, ενώ αν α< 0 η ισχύς 

συγκεντρώνεται σε υψηλές συχνότητες. 
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Σχήµα 6.4.  ∆ύο    παραδείγµατα    φασµάτων ισχύος µιας AR(1) µε  (α) α=0.7 και (β) 
α=-0.7. 
 

 

Παράδειγµα 6.5.4.  Μία καθορισµένη ηµιτονοειδή διατάραξη. 

 

Έστω Xt = cos(ω0 t + θ), όπου ω0 , είναι µία σταθερά στο διάστηµα (0, π) και θ 

είναι µία τ.µ. η οποία ακολουθεί µία οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0, 

2π). Η χρονοσειρά αυτή είναι µία καθαρά καθορισµένη ανέλιξη. Η συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς δίνεται από την σχέση 

γ k ω k( ) cos=
1
2 0  

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση αυτή δεν τείνει στο µηδέν καθώς k αυξάνει. 

Αυτό είναι ένα χαρακτηριστικό των περισσοτέρων καθορισµένων 

χρονοσειρών. Μπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι 

{ } { }2 1
2t tVar X E X= =  

Η φασµατική συνάρτηση κατανοµής θα δίνεται από την σχέση 

F λ
λ ω
λ ω

( )
/

=
<

≥




0
1 2

0

0

 

Επειδή F(λ) είναι µία βηµατική συνάρτηση, η παραγωγός της δεν υπάρχει στο 

σηµείο ω0 και εποµένως το φάσµα ισχύος δεν ορίζεται στο ω0. Από τον τύπο του 

φάσµατος ισχύος έχουµε 

 

0( )1 1 1( ) ( )
2π 2π 4

i ki k

k k

f k e e λ ωλλ γ
+∞ +∞

− +−

=−∞ =−∞

= = +


∑ ∑  
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( ) ( )0( )
0 0

1 1 ,
4 4

i k

k

e λ ω δ λ ω δ λ ω
+∞

− −

=−∞

+ = − + +   


∑  

 

δηλαδή η ισχύς της χρονοσειράς αυτής συγκεντρώνεται στα σηµεία ± ω0. Με δ(u) 

συµβολίζουµε την δέλτα Dirac συνάρτηση (βλέπε Papoulis,). 
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Κεφάλαιο 7 
 

ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 
 

 

7.1. Εισαγωγή 

 

Η φασµατική ανάλυση ασχολείται µε την εκτίµηση του φάσµατος ισχύος µιας 

δεδοµένης χρονοσειράς. Θα ασχοληθούµε κυρίως µε µη-καθορισµένες χρονοσειρές, 

οι οποίες έχουν ένα συνεχές φάσµα, αλλά οι ίδιες τεχνικές µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν επίσης για καθορισµένες χρονοσειρές µε σκοπό τον προσδιορισµό 

περιοδικών συνιστωσών όταν υπάρχει θόρυβος. 

 

 

7.2. Ανάλυση Fourier 
 

Η φασµατική ανάλυση είναι ουσιαστικά µία τροποποίηση της ανάλυσης 

Fourier για την εφαρµογή της σε στοχαστικές παρά σε καθορισµένες συναρτήσεις του 

χρόνου. Η ανάλυση Fourier, όπως είναι γνωστό, ασχολείται βασικά µε την 

προσέγγιση µιας συνάρτησης από ένα άθροισµα όρων ηµίτονων και συνηµίτονων. 

Υποθέτουµε ότι µία συνάρτηση f(t)  ορίζεται στο διάστηµα (-π, π) και ικανοποιεί την 

συνθήκη Dirichlet (δηλ. η συνάρτηση είναι απολύτως ολοκλήρωση στο διάστηµα (-π, 

π), έχει ένα πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών ο αριθµός από µέγιστα και ελάχιστα 

είναι πεπερασµένος). Τότε η f(t)  µπορεί να προσεγγισθεί από τη σειρά Fourier 

 

a
a rt b rtr r

r

k
0

12
+ +

=
∑( cos sin ) , 

όπου 
π π

0 π π

1 1( ) , ( ) cos ,
π πrf t dt f t rtdtα α

− −
= =∫ ∫  
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Μπορεί να δειχθεί ότι η σειρά Fourier συγκλίνει στη συνάρτηση f(t)  καθώς k

→ ∞ εκτός από τα σηµεία ασυνέχειας στα οποία συγκλίνει στην τιµή [f(t+0) 

+ (f(t-0)] / 2. 

Για να εφαρµόσουµε την ανάλυση Fourier σε διακριτές χρονοσειρές 

χρειάζεται να προσεγγίσουµε την f(t)  µε µία σειρά Fourier  και ο χρόνος t 

παίρνει τιµές στους ακεραίους αριθµούς 1 2, ..., Ν. Θα δούµε στην επόµενη 

παράγραφο πως η ζητούµενη σειρά Fourier προκύπτει φυσιολογικά από τη 

θεώρηση ενός απλού ηµιτονοειδούς µοντέλου. 

 

 

7.3.  Το απλό ηµιτονοειδές µοντέλο 

 

Υποθέτουµε ότι µία δεδοµένη χρονοσειρά, της οποίας τα σηµεία 

λαµβάνονται σε µοναδιαία χρονικά διαστήµατα, περιέχει µία καθορισµένη 

ηµιτονοειδή συνιστώσα στη συχνότητα λ µαζί µε τον όρο του τυχαίου 

σφάλµατος. Θεωρούµε σ' αυτή την περίπτωση το ακόλουθο µοντέλο 

 

cos sint tX t b t Zµ α λ λ= + + + ,   (7.1)

 

όπου Ζt είναι µία καθαρώς τυχαία χρονοσειρά και µ, α, b είναι άγνωστοι 

παράµετροι που θα εκτιµηθούν από τα δεδοµένα. 

Οι παρατηρήσεις της χρονοσειράς συµβολίζονται µε 1, ..., NX X . 

Θεωρούµε ότι το Ν είναι ένας άρτιος αριθµός. Αυτό θα µας διευκολύνει 

στους υπολογισµούς που θα ακολουθήσουν. ∆εν υπάρχει πραγµατική 

δυσκολία να επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα στην περίπτωση που το Ν είναι 

περιττός αριθµός (βλέπε, για παράδειγµα, Bloomfield (1976)). Στην πράξη, αν 

το Ν είναι περιττός αριθµός και αρκετά µεγάλος, µπορούµε να αφαιρέσουµε 

την πρώτη παρατήρηση και να κάνουµε το Ν άρτιο αριθµό. Με τον τρόπο 

αυτό χάνουµε λίγη πληροφορία αλλά κερδίζουµε στην απλοποίηση των 

υπολογισµών. 

Το µοντέλο (7. 1) µπορεί να τεθεί στην εξής µορφή 

 

Ε(Χ)=Αθ,   όπου    Χ΄=(Χ1, …, ΧΝ),  θ΄=(µ, α, b) 
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και                       

1 cos sin
1 cos 2 sin 2
..............................
1 cos sin

λ λ
λ λ

λ λ

 
 
 Α =
 
 Ν Ν 

 

 

Εκτιµητές για τις παραµέτρους µ, α και b υπολογίζονται µε την µέθοδο των 

ελάχιστων τετραγώνων ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των τετραγώνων 

∑
Ν

=

−−−
1

2)sincos(
t

t tbtX λλαµ  

Όπως είναι γνωστό από την ανάλυση των παλινδροµικών µοντέλων, οι εκτιµητές αυτοί 

δίνονται από την σχέση 1ˆ ( )A A A−′ ′=θ X  

Η µεγαλύτερη συχνότητα που µπορούµε να προσαρµόσουµε στα δεδοµένα είναι 

η Nyquist συχνότητα, η οποία συµβαίνει όταν λ=π, ενώ η µικρότερη συχνότητα 

υπολογίζεται από την σχέση ,π2
Ν=

λ
 δηλ. 2 .πλ =

Ν
 Οι εκτιµητές ελάχιστων 

τετραγώνων απλοποιούνται όταν το λ λαµβάνει τις τιµές ,
2

,...,1π2






 ==

Nj
N

j
jλ  

επειδή, στην περίπτωση αυτή ο πίνακας (Α' Α) είναι διαγώνιος. Αυτό συµβαίνει επειδή 

ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 

 

∑ ∑
Ν

= =

==
1 1

0sincos
t

N

t
jj tt λλ  

 

(7.2)

 

1

0

cos cos / 2

/ 2
2

j k
t

j k

t t N j k N
N j k N

για

λ λ για

για

Ν

=

≠

=  = =

 = ≠


∑  
 

(7.3)

 

1

0

sin sin / 2

/ 2
2

j k
t

j k

t t N j k N
N j k N

για

λ λ για

για

Ν

=

≠

=  = =

 = ≠


∑  
 

(7.4)
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∑
Ν

=

=
1

0coscos
t

kj tt λλ   για όλα τα  j, k. 
 

(7.5)

 

Για j ≠Ν/2, έχουµε 

( ' ) /
/

Α Α
Ν

Ν
Ν

=
















0 0
0 2 0
0 0 2

, 

1

1

1
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N

t
t

N

t j
t

N

t j
t

X

A X X t

X t

λ

λ

=

=

=

 
 
 
 

′ =  
 
 
 
 

∑

∑

∑

 

και εποµένως 

 

1

1

1

ˆ /

ˆ 2 cos /

ˆ 2 sin /

N

t
t

N

t j
t
N

t j
t

X X

X t N

X t N

µ

α λ

β λ

=

=

=


= Ν = 




= 



= 


∑

∑

∑

 (7.6) 

 

Για j =Ν/2, έχουµε    ( ' ) /Α Α
Ν

Ν=
















0 0
0 2 0
0 0 0

 

και εποµένως 

 

$

$ ( ) /

µ X

α X Nt
t

t

N

=

= −









=
∑ 1

1

 (7.7)

 

Το µοντέλο αυτό είναι χρήσιµο στον υπολογισµό µιας καθορισµένης περιοδικής 

συνιστώσας σε µία γνωστή συχνότητα την οποία επιθυµούµε να ξεχωρίσουµε. 

Όπως είναι γνωστό η ολική µεταβολή στη χρονοσειρά δίνεται από το άθροισµα 

των τετραγώνων ( )2

1

N

t
t

X X
=

−∑ . Το άθροισµα αυτό µπορεί να χωρισθεί σε δύο 

συνιστώσες, το   άθροισµα  των   τετραγώνων  των   υπολοίπων  και   το  άθροισµα  των  
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τετραγώνων   που  επεξηγείται  από την περιοδική συνιστώσα στην συχνότητα λi.. Η 

τελευταία συνιστώσα δίνεται από την σχέση 

( )2

1

ˆˆ cos sin
N

j j
t

t tα λ β λ
=

+∑  

 

Η σχέση αυτή µπορεί να γραφεί στην µορφή 

 

( )$ $ /

$

α β Ν j N

α N j N

2 2

2
2

2+ ≠

=







για

για
. (7.8)

 

 

7.4. Η συχνότητα Nyquist 
 

 Στο προηγούµενο κεφάλαιο δείξαµε ότι για µία διακριτή χρονοσειρά της οποίας 

τα σηµεία λαµβάνονται σε µοναδιαία διαστήµατα, δεν χάνουµε τίποτα αν περιορίσουµε 

τον υπολογισµό του φάσµατος ισχύος, στο διάστηµα (-π, π). 

Αν οι παρατηρήσεις λαµβάνονται σε ίσα διαστήµατα µήκους ∆t, τότε η 

συχνότητα Nyquist, δίνεται από την σχέση 
π
∆ t

 ή 
1

2∆ t
 (δηλ. κύκλους ανά µονάδα 

χρόνου). 

Θεωρούµε τώρα το εξής παράδειγµα : Η θερµοκρασία ενός συγκεκριµένου 

τόπου µετριέται κάθε µέρα το µεσηµέρι. Είναι φανερό ότι οι παρατηρήσεις δεν µας 

λένε τίποτα για τη µεταβολή της θερµοκρασίας κατά τη διάρκεια της ηµέρας. Ιδιαίτερα 

δεν γνωρίζουµε αν οι νύκτες είναι θερµότερες ή ψυχρότερες. 

Με µία µόνο παρατήρηση κάθε µέρα, η συχνότητα Nyquist  είναι ένας κύκλος 

ανά δύο ηµέρες. Η τιµή αυτή είναι µικρότερη από τις συχνότητες που επεξηγούν τη 

µεταβολή κατά τη διάρκεια της ηµέρας. Αν θέλαµε να έχουµε συχνότητα 1 κύκλου ανά 

ηµέρα πρέπει να πάρουµε δύο παρατηρήσεις ανά  ηµέρα. 

Τώρα αν ενδιαφερόµαστε για µεταβολές κατά τη διάρκεια ενός έτους στη 

χαµηλή συχνότητα ενός κύκλου ανά έτος, τότε πρέπει να έχουµε παρατηρήσεις 

τουλάχιστον για ένα χρόνο. Εποµένως όσο χαµηλότερη είναι η συχνότητα που µας 

ενδιαφέρει, τόσο µεγαλύτερη είναι η χρονική περίοδος στην οποία χρειάζεται να 

κάνουµε µετρήσεις, ενώ όσο υψηλότερη είναι η συχνότητα που µας ενδιαφέρει, τόσο 

συχνότερα πρέπει να παίρνουµε παρατηρήσεις. 
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7.5.  Ανάλυση περιοδογράµµατος (Periodogram Analysis) 
 

Οι πρώτες προσπάθειες που έγιναν για τον προσδιορισµό κρυµµένων 

περιοδικοτήτων σε µία δεδοµένη χρονοσειρά βασίστηκαν στην ανάλυση που 

αναπτύξαµε στην Παρ. 7.3 σ' όλες τις συχνότητες 
2 4π , π , ...,π.
Ν Ν

 Λόγω των σχέσεων 

(7.3)-(7.5) οι διαφορετικοί όροι είναι ορθογώνιοι και αυτό µας βοηθά να καταλήξουµε  

σε µία πεπερασµένη απεικόνιση σειράς Fourier   { Χt }, η οποία δίνεται από την σχέση 

 

x a a jt
N
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N

a t

t N

t j j
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N

N= + 

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

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+ 


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

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







 +

=
=

−

∑$ $ cos π $ sin π
$ cosπ

( ,..., ) ,
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1
2 2

1

2

2  

(

(7.9)

 

όπου οι συντελεστές { }ˆˆ ,j jα β  υπολογίζονται ως εξής: 

 

2

0

1

1

1

ˆ

ˆ ( 1)

1,..., 12πˆ 2 cos 2

2πˆ 2 sin

N

N
t

t
t

N

j t
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N
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a X

a X N

Njjta X N
N

jtX N
N

β

=

=

=

=

= −



 = −  =     



   =     

∑

∑

∑

 

(

(

(7.10)

 

Μία ανάλυση αυτής της µορφής λέγεται ανάλυση Fourier ή αρµονική ανάλυση. 

Η ανάλυση Fourier  δεδοµένων έχει ως σκοπό το διαχωρισµό της ολικής 

µεταβολής της χρονοσειράς σε συνιστώσες στις συχνότητες 2π/Ν, 4π/Ν,..., π. Η 

συνιστώσα σε συχνότητα λj=2 π j / Ν καλείται η αρµονική j. Για j≠Ν/2, είναι συχνά 

χρήσιµο να γράψουµε την αρµονική j στην ισοδύναµη µορφή 

 

ˆˆ cos sin cos( )j j j j j j jt t R tα λ β λ λ λ+ = + , (7.11)

όπου 

Rj = πλάτος της αρµονικής j a βj j= +$ $2 2  (7.12)
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και 

φj = φάση της αρµονικής j
β
a

j

j

= −












−tan
$

$
1  

(

(7.13)

 

Η συνεισφορά της αρµονικής j στο ολικό άθροισµα των τετραγώνων δίνεται 

από τη σχέση 

[ ]Ν α β N Rj j
j

$ $2 2
2

2 2

+
=  

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση αυτή βρίσκουµε 

 

2 21
2 2

/ 2
1 1

ˆ( )
2

NN
j

t N
t j

R
X X N Na

−

= =

− = +∑ ∑  
(7.14)

 

∆ιαιρώντας τώρα την (7.14) µε το N επιτυγχάνουµε 

 

2

2
21

21
/ 2

1

( )
ˆ

2

N

N

t
jt

N
j

X X R
a

N

−
=

=

−
= +

∑
∑  (7.15)

 

Το αριστερό µέρος της (7.15) είναι ουσιαστικά η διασπορά των δεδοµένων 

µας. Έτσι R j
2 2  είναι η συνεισφορά της αρµονικής j στη διασπορά, και εποµένως η 

(7.15) περιγράφει πως η ολική διασπορά διαχωρίζεται. Αν θεωρήσουµε R j
2 2  τη 

συνεισφορά στη διασπορά στο διάστηµα  λj ± πΝ, µπορούµε να παραστήσουµε 

γραφικά ένα ιστόγραµµα του οποίου το ύψος στην περιοχή λj ± πΝ  είναι τέτοιο ώστε:   

 

R j
2 2 = εµβαδό του ορθογωνίου ιστογράµµατος 

…= ύψος του ιστογράµµατος x
Ν
2π

 

 

Έτσι το ύψος του ιστογράµµατος δίνεται από τη σχέση 
2

( )
4π

j
j

NR
I λ =  

 

(7.16)
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Επειδή η (7.16) δεν ισχύει για j=Ν/2, µπορούµε να θεωρήσουµε 2
/ 2ˆNα  τη συνεισφορά 

στη διασπορά στο διάστηµα 
π( ) , πΝ

Ν
−





1
, τέτοια ώστε: 

 
2

/ 2ˆ( ) NI Nπ α π=  

 

Η γραφική παράσταση της Ι(λ) συναρτήσει του λ καλείται συνήθως 

περιοδόγραµµα αν και η Ι(λ) είναι µία συνάρτηση συχνότητας και όχι περιόδου. Ένας 

διαφορετικός ορισµός του περιοδογράµµατος γίνεται µε τη βοήθεια των µιγαδικών 

συναρτήσεων ως εξής 

 
2

1π2
1 ∑

Ν

=Ν t

it
t eX λ  

(

(7.17)

 

Η σχέση αυτή είναι Ι(λ)/2, όπου Ι(λ) δίνεται από την (7.16). Το πλεονέκτηµα του 

ορισµού (7.16) είναι ότι το ολικό εµβαδό κάτω από το περιοδόγραµµα είναι ίσο µε τη 

διασπορά της χρονοσειράς. 

Η σχέση (7.17) µπορεί να υπολογισθεί κατ' ευθείαν από τα δεδοµένα από τον 

τύπο 
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(7.18)

 

Η εξίσωση (7.18) ισχύει επίσης  για  j=Ν/2. 

Το περιοδόγραµµα φαίνεται ότι είναι ένας φυσικός τρόπος εκτίµησης του 

φάσµατος ισχύος, αλλά θα δούµε ότι είναι ένας πτωχός εκτιµητής και χρειάζεται να 

τροποποιηθεί. 

 

 

7.6.  Σχέση συνάρτησης αυτοδιασποράς και περιοδογράµµατος 

 

Το περιοδόγραµµα, Ι/(λ), και η συνάρτηση αυτοδιασποράς, kc , περιγράφουν 

τις ιδιότητες δευτέρας τάξεως της χρονοσειράς Χt. Είναι ενδιαφέρον να δούµε πως 

συνδέονται αυτές οι δύο συναρτήσεις. Λόγω της (7.2) η (7.18)  γράφεται στη µορφή 
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(7.19)
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k
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(7.20)

 

Η εξίσωση (7.20) είναι η πλέον χρήσιµη σχέση που συνδέει το περιοδόγραµµα 

και τον εκτιµητή της συνάρτησης αυτοδιασποράς. Η σχέση αυτή µας λέει ότι το 

περιοδόγραµµα είναι ο πεπερασµένος µετασχηµατισµός Fourier της kc . 

 

 

7.7. Ιδιότητες του περιοδογράµµατος 

 

Από τη σχέση (7.20) είναι φανερό ότι το περιοδόγραµµα είναι ένας εκτιµητής 

του φάσµατος ισχύος 
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Αλλά, αν και το  περιοδόγραµµα είναι  ασυµπτωτικά αµερόληπτος εκτιµητής επειδή 
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)()}({lim λλ fIE
N

→
∞→

, (7.21)

 

θα δούµε ότι η διασπορά του I(λ) δεν ελαττούται καθώς το Ν αυξάνει. 

Έτσι το Ι(λ) δεν είναι ένας συνεπής εκτιµητής του f(λ). Στην επόµενη 

παράγραφο θα θεωρήσουµε εναλλακτικούς τρόπους εκτίµησης του φάσµατος ισχύος 

που ουσιαστικά βασίζονται στην εξοµάλυνση του περιοδογράµµατος. 

Θεωρούµε τώρα ότι οι παρατηρήσεις ( )1,..., NX X  είναι ανεξάρτητες τυχαίες 

µεταβλητές και ακολουθούν µία κανονική κατανοµή Ν(µ,σ2). (Το αποτέλεσµα που θα 

αποδείξουµε παρακάτω ισχύουν και για άλλες χρονοσειρές των οποίων οι 

παρατηρήσεις δεν ακολουθούν µία κανονική κατανοµή µε συνεχή φάσµατα ισχύος, 

βλέπε Bartlett, 1966, σ. 308). 

Από την (7.10) βλέπουµε ότι $ $α j και  β j  είναι γραµµικοί συνδυασµοί 

τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν µία κανονική κατανοµή και εποµένως οι 

µεταβλητές  $ $α j και  β j  είναι κανονικές τυχαίες µεταβλητές. Χρησιµοποιώντας τις 

σχέσεις (7.2) - (7.4) µπορούµε να δείξουµε ότι κάθε µία από τις µεταβλητές 

$ $α j και  β j  έχει µέση τιµή 0 και διασπορά 2σ2/Ν  για  j≠Ν/2.  Επιπλέον έχουµε 

 

{ } 2

1 1

ˆˆ , 4cov cos , sin
N N

j j t j t j
t t

Cov X t X t Nα β λ λ
= =

    
=         

∑ ∑  

 

2 2

1

4 cos sin ,
N

j j
t

t t Nσ λ λ
=

 =   
∑  

 

επειδή οι µεταβλητές tX  είναι ανεξάρτητες. Έτσι, χρησιµοποιώντας την (7.5), 

βλέπουµε ότι  ˆˆ j jα και β  είναι ασυσχέτιστες  τυχαίες µεταβλητές. Επειδή ˆˆ ,j jα β  

ακολουθούν µία κανονική κατανοµή µε συντελεστή συσχέτισης 0 συνεπάγεται ότι 

ˆˆ j jα και β  είναι ανεξάρτητες.  Εποµένως 

 

2
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Τώρα η διασπορά της κατανοµής  2X  µε  ν  βαθµούς ελευθερίας είναι 2ν, έτσι ώστε 

 

[ ] .
π

)(4π2)( 2

4

2

σλκαι
σ

λ ==





jj IVarxIVar  

 

Καθώς η διασπορά είναι µία σταθερά, δεν τείνει στο µηδέν για N→∞ και  

εποµένως  Ι(λ) δεν είναι  συνεπής  εκτιµητής για την f(λ). Επιπλέον µπορεί να δειχθεί 

ότι γειτονικές συντεταγµένες του περιοδογράµµατος είναι ασυµπτωτικά ανεξάρτητες, 

το οποίο εξηγεί γιατί η συµπεριφορά του είναι πάρα πολύ ακανόνιστη. Για το λόγο 

αυτό το περιοδόγραµµα χρειάζεται να τροποποιηθεί για να επιτύχουµε ένα συνεπή 

εκτιµητή του φάσµατος ισχύος. 

 

 

7.8. Συνεπείς εκτιµητές του φάσµατος ισχύος 

 

Μία δηµοφιλής µέθοδος εκτίµησης του φάσµατος ισχύος βασίζεται στον 

υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier της συνάρτησης αυτοδιασποράς 

χρησιµοποιώντας ένα σύνολο «βαρών» τα οποία καλούνται «παράθυρα 

καθυστέρησης» (lag windows). Από την εξίσωση (7.19) έχουµε ότι το περιοδόγραµµα 

είναι ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier του εκτιµητή της συνάρτησης 

αυτοδιασποράς. Αλλά είναι φανερό ότι η ακρίβεια των συντελεστών kc  ελαττούται 

καθώς το k αυξάνει, και εποµένως θα ήταν λογικό να δώσουµε λιγότερο βάρος σε 

τιµές των  kc  καθώς k αυξάνει. Ένας τέτοιος εκτιµητής ορίζεται ως εξής 

 

,cos2
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1)(ˆ
1

00
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



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+= ∑
=

M

k
kk kcwcwf λλ  

 

(7.22)

 

όπου {wk}  είναι το σύνολο των βαρών και Μ(< Ν) είναι το σηµείο αποκοπής των 

συντελεστών αυτοδιασποράς. Συγκρίνοντας την (7.22) µε την (7.19) βλέπουµε ότι οι 

τιµές   της  kc   για  Μ<k <Ν  δεν  χρησιµοποιούνται  πλέον,  ενώ  οι τιµές της kc  για 

k ≤ Μ πολλαπλασιάζονται µε ένα συντελεστή βάρους  wk . 

Για τη χρησιµοποίηση του εκτιµητή (7.22) χρειάζεται να εκλέξουµε ένα 
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κατάλληλο σύνολο "βαρών" κι ένα κατάλληλο σηµείο αποκοπής. ∆ύο σύνολα βαρών 

που χρησιµοποιούνται συνήθως στην πράξη είναι  

 

α) Σύνολο βαρών του Tukey 

 

Το σύνολο αυτό  βαρών δίνεται από τον τύπο 
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β) Σύνολο βαρών του Parzen 

 

Στην περίπτωση αυτή τα βάρη δίνονται από τη σχέση 
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Τα σύνολα βαρών των Parzen και Tukey δίνουν λίγο-πολύ τον ίδιο εκτιµητή 

για το φάσµα ισχύος µιας δεδοµένης χρονοσειράς. Το παράθυρο Parzen έχει ένα 

πλεονέκτηµα σε σχέση µε το παράθυρο Tukey , διότι δεν δίνει αρνητικούς εκτιµητές 

για το φάσµα ισχύος. Επίσης ισχύει ότι 

 

{ } 2 2ˆ ( ) ( ) k
k

MVar f f w
N

λ λ≈ ∑  

 

Η εκλογή του σηµείου αποκοπής Μ είναι αρκετά δύσκολη, επειδή πρέπει να 

γίνει υποκειµενικά για να εξισορροπήσει ακρίβεια και διασπορά. Όσο µικρότερη είναι 

η τιµή του Μ, τόσο µικρότερη θα είναι η διασπορά του ˆ ( )f λ  αλλά τόσο µεγαλύτερη 

θα είναι η µεροληψία. Αν Μ είναι πολύ µικρό, σπουδαία χαρακτηριστικά  της f(λ) 

µπορούν να εξαλειφθούν, ενώ αν Μ είναι πολύ µεγάλο η συµπεριφορά του 
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ˆ ( )f λ γίνεται παρόµοια µε την συµπεριφορά του περιοδογράµµατος. 

Εποµένως µία συµβιβαστική τιµή για το Μ πρέπει να βρεθεί. Μία χρήσιµη 

προσέγγιση είναι να  εκλέξουµε το Μ περίπου 2 N , έτσι ώστε αν, για παράδειγµα Ν  

 
Σχήµα 7.1. Τα παράθυρα καθυστέρησης Tukey και Parzen  για Μ=20. 
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Σχήµα 7.2. Φάσµατα ισχύος για µέσες µηνιαίες µετρήσεις της θερµοκρασίας του αέρος στο 
recife. (α) Για τα δεδοµένα όπως είναι, (β) Για τα δεδοµένα χωρίς εποχιακή µεταβολή 
χρησιµοποιώντας το παράθυρο Tukey µε Μ=24. (γ) Το περιοδόγραµµα των δεδοµένων χωρίς 
εποχιακή µεταβολή παριστάνεται γραφικά για σύγκριση. 
 

είναι 100, τότε Μ θα είναι περίπου 20. Η εκλογή αυτή του Μ επιβεβαιώνει την  

ασυµπτωτική κατάσταση ότι καθώς Ν → ∞, 
Μ
Ν

→ 0.  Jenkins και Watts (1968) 

προτείνουν να δοκιµάζονται τρεις διαφορετικές τιµές για το Μ στην πράξη. 

Η σχέση (7.22) µπορεί να υπολογισθεί για κάθε τιµή του λ στο διάστηµα (0, π), αλλά 

συνήθως υπολογίζεται σε ίσα διαστήµατα στις συχνότητες 
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π 0,1,...,j
j j Q

Q
λ για= =  όπου   Q  εκλέγεται  αρκετά  µεγάλο  για  να  δείξει  

όλα  τα  χαρακτηριστικά του ˆ ( )f λ . Το Q συχνά λαµβάνεται ίσο µε το Μ.  Η γραφική 

παράσταση του ˆ ( )f λ  συναρτήσει της λ µπορεί να γίνει και να µελετηθεί. Στο Σχ. 7.2 

περιγράφεται το φάσµα ισχύος των µέσων µηνιαίων µετρήσεων της θερµοκρασίας 

του αέρος στο Recife (βλέπε Κεφ. 1, Σχ. 1.3). Στο Σχ. 7.2β περιγράφεται το φάσµα 

ισχύος των δεδοµένων του Σχ. 1.3 όταν η εποχιακή µεταβολή έχει µετακινηθεί. Η 

ισχύς συγκεντρώνεται σε χαµηλές συχνότητες το οποίο δηλώνει µικράς διάρκειας 

συσχέτιση όπως στην περίπτωση ενός AR(1)  µοντέλου µ' ένα θετικό συντελεστή. 

 

 

7.9. Μέθοδος εκτίµησης Hanning 

 

Αυτή η µέθοδος εκτίµησης του φάσµατος ισχύος είναι ισοδύναµη µε την 

µέθοδο που χρησιµοποιεί το παράθυρο Tukey. Η εκτίµηση του φάσµατος ισχύος µε 

την µέθοδο Hanning γίνεται σε δύο στάδια. Στο πρώτο στάδιο γίνεται ο υπολογισµός 

του µετασχηµατισµού του συνηµίτονου από τη σχέση 
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Ο εκτιµητής που δίνεται από την (7.23)  υπολογίζεται στις συχνότητες  

2π 0,1,..., .j
j j M

M
λ για= =  Αυτός ο εκτιµητής κατόπιν εξοµαλύνεται 

χρησιµοποιώντας τα βάρη 
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και κατ' αυτό τον τρόπο παίρνουµε τον εκτιµητή 

Hanning  
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στις συχνότητες 
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Στην συχνότητα µηδέν και στην συχνότητα Nyquist, έχουµε 
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Είναι εύκολο να δείξουµε τώρα ότι η µέθοδος Hanning είναι ισοδύναµη µε τη 

µέθοδο που χρησιµοποιεί το παράθυρο Tukey. Αντικαθιστώντας την (7.23) στην 

(7.24) βρίσκουµε 
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όπου P=M/2. 

Και οι δύο µέθοδοι αποφέρουν τους ίδιους εκτιµητές του φάσµατος ισχύος και 

δεν έχει σηµασία ποια από τις δύο µεθόδους χρησιµοποιούµε στην πράξη. 

Μια άλλη µέθοδος είναι η µέθοδος Hamming που χρησιµοποιεί τα βάρη (0.23, 

0.54, 0.23)   στην (7.24) αντί των βαρών 
1
4

1
2

1
4

, ,





. Στις συχνότητες λ=0 και λ=π η 

µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί τα βάρη 0.54 και 0.46. Η µέθοδος Hamming δίνει  

παρόµοια αποτελέσµατα  µε τη µέθοδο Hanning. 

Στην πράξη, όταν το Ν είναι αρκετά µεγάλο, χρησιµοποιούµε το γρήγορο 

µετασχηµατισµό Fourier (Fast Fourier Transform) για τον υπολογισµό των 

εκτιµητών του φάσµατος ισχύος. Στην περίπτωση αυτή οι υπολογισµοί που 

απαιτούνται για τον εκτιµητή του φάσµατος ισχύος ελαττούνται από N2 σε N log2 N. 
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Κεφάλαιο 8 
 

ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΕΣ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΕΣ 
 

Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε µε την ανάλυση µιας µόνο χρονοσειράς. Στο 

Κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε την περίπτωση που έχουµε δύο ή περισσότερες 

χρονοσειρές µε στόχο να βρούµε την σχέση που υπάρχει µεταξύ τους. 

 

 

8.1.  Συνάρτηση ∆ιασυσχέτισης 

 

Υποθέτουµε ότι έχουµε Ν παρατηρήσεις για δύο µεταβλητές, Χ και Υ, που 

λαµβάνονται σε µοναδιαία χρονικά διαστήµατα για την ίδια χρονική περίοδο. Οι 

παρατηρήσεις σηµειώνονται µε (Χ1 , Υ1 ), ...,( ΧΝ , ΥΝ ). Οι παρατηρήσεις αυτές 

µπορούν να θεωρηθούν σαν µία πεπερασµένη πραγµάτωση (finite realization) µιας 

διακριτής στοχαστικής διεργασίας δύο συνιστωσών (Xt , Yt ). 

Για µία διεργασία δύο συνιστωσών, οι ροπές δευτέρας τάξης αποτελούνται 

από τις συναρτήσεις αυτοδιασποράς κάθε συνιστώσας, καθώς επίσης και από τη 

συνάρτηση συνδιασποράς µεταξύ των δύο συνιστωσών η οποία ορίζεται από τη 

σχέση  

( , ) ( , )XY t t kt k Cov X Yγ += . 

 

Θα θεωρήσουµε µόνο διεργασίες δύο συνιστωσών που είναι δευτέρας 

τάξης στάσιµες. Στην περίπτωση αυτή όλες οι ροπές µέχρι δευτέρας τάξης δεν 

µεταβάλλονται µε τον χρόνο, το οποίο επιτρέπει την χρησιµοποίηση των 

ακόλουθων συµβολισµών 

 

( ) , ( ) , cov( , ) ( )t X t Y t t k XXE X E Y X X kµ µ γ+= = =  
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cov( , ) ( ),cov( , ) ( ).t t k YY t t k XYY Y k X X kγ γ+ += =  

 

Η συνάρτηση συνδιασποράς µεταξύ δύο χρονοσειρών διαφέρει από την 

συνάρτηση αυτοδιασποράς στο γεγονός ότι δεν είναι άρτια συνάρτηση, δηλ. 

 

( ) ( ).XY YXk kγ γ≠ −  

 

Για τη συνάρτηση αυτή, όµως, ισχύει η ακόλουθη σχέση 

 

( ) ( ).XY YXk kγ γ= −  

 

Η συνάρτηση διασυσχέτισης ορίζεται ως εξής : 

 

{ }( )XY t t kR k E X Y += . 

 

Η συνάρτηση αυτή θα είναι ίση µε την συνάρτηση συνδιασποράς αν 

0Xµ =  ή  0Yµ = . 

Μπορούµε τώρα να προχωρήσουµε και να ορίσουµε την συνάρτηση 

διασυσχέτισης µεταξύ των δύο χρονοσειρών. Η συνάρτηση αυτή δίνεται από την 

σχέση 

( )( )
(0) (0)
XY

XY
XY YY

kk γρ
γ γ

=  
 
  (8.1) 

 

και περιγράφει την συσχέτιση µεταξύ των χρονοσειρών Xt και Yt+k. Ο συντελεστής 

διασυσχέτισης έχει τις εξής ιδιότητες 

 

(i)    ( ) ( ).XY YXk kρ ρ= −  

(ii)    ( ) 1XY kρ ≤  

 

Όπως είναι γνωστό οι συναρτήσεις (0)XXρ  και (0)YYρ  είναι ίσες µε την 

µονάδα, αλλά η (0)XYρ δεν είναι υποχρεωτικά ίση µε τη µονάδα, όπως προκύπτει 
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από την σχέση (8.1). ∆ίνουµε τώρα δύο παραδείγµατα. 

 

 

Παράδειγµα 8.1. Υποθέτουµε ότι οι χρονοσειρές {Xt}, {Yt} δίνονται από τις 

σχέσεις 

Xt = Zt 

 

Yt = 0.5Zt-1 +0.5Zt-2 , 

 

όπου  {Zt } είναι µία καθαρώς  τυχαία  διεργασία  µε  µέση  τιµή  0 και  διασπορά 

σ2. Να µελετηθεί η συνάρτηση διασυσχέτισης των Χt και Υt. 

Από τον ορισµό της συνάρτησης συνδιασποράς µεταξύ Χt και Υt  έχουµε 
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Προφανώς οι διασπορές των δύο συνιστωσών δίνονται από τις σχέσεις 

 

2(0)XX zγ σ=  και 
2

(0)
2

z
YY

σγ =  

 

Από τον τύπο της συνάρτησης διασυσχέτισης έχουµε 

 

0.5 2 1,2
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Παράδειγµα 8.2.  Υποθέτουµε ότι 

 

1,t tX Z=  και   Y X Zt t d t= +− 2,  
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όπου { }1,tZ  και { }2,tZ   είναι ασυσχέτιστες καθαρώς τυχαίες ανελίξεις µε µέση τιµή 

0 και διασπορά 2
zσ  και d είναι ένας ακέραιος αριθµός. Να µελετηθεί ο 

συντελεστής  διασυσχέτισης µεταξύ των tX  και tY  . 

Για τη συνάρτηση συνδιασποράς µεταξύ των  tX  και tY  . έχουµε 
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Οι συναρτήσεις αυτοδιασποράς των tX  και tY  δίνονται από τις σχέσεις 

 
2(0)XX zγ σ=  και  2(0) 2YY zγ σ=  

 

Εποµένως 
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8.2. Εκτίµηση της συνάρτησης διασυσχέτισης. 
 

Θεωρούµε ότι έχουµε Ν ζευγάρια παρατηρήσεων ( ){ }, , 1,...,i iX Y i N= . Ο 

εκτιµητής της συνάρτησης συνδιασποράς µεταξύ των tX  και tY  υπολογίζεται ως εξής 
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N k

XY t t k
t

c k X X Y Y k N
N

−

+
=

= − − = ± ± ± −∑  

 

και εποµένως ο εκτιµητής της συνάρτησης διασυσχέτισης θα δίνεται από τη 

σχέση 

( )( ) ,
(0) (0)
XY

XY
XX YY

c kr k
c c

=  
 
  (8.2) 

 

όπου   (0)XYc  και  (0)YYc  είναι   οι   εκτιµητές   των   διασπορών   των  χρονοσειρών 
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tX  και tY   αντίστοιχα. 

Μπορεί να δειχθεί ότι ο εκτιµητής (8.2) είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτος και 

συνεπής. Επίσης µπορεί να δειχθεί ότι διαδοχικοί εκτιµητές συσχετίζονται µεταξύ 

τους. Επιπλέον η διασπορά του εκτιµητού (8.2) εξαρτάται από τις συναρτήσεις 

αυτοσυσχέτισης  των  δύο  συνιστωσών.  Έτσι  για  σχετικά   µεγάλες   τιµές  του  Ν  

(Ν περίπου 100) είναι δυνατό οι δύο χρονοσειρές, αν και ασυσχέτιστες, να 

παρουσιάσουν µεγάλους συντελεστές διασυσχέτισης οι οποίοι στην 

πραγµατικότητα δεν είναι αληθείς. Για αυτό οι δύο χρονοσειρές προτού 

υπολογισθεί η συνάρτηση διασυσχέτισης πρέπει να φιλτραρισθούν (βλέπε Jenkins 

and Watts,, 1968, σελ. 340). Για δύο φιλτραρισµένες ασυσχέτιστες χρονοσειρές 

µπορεί να δειχθεί ότι 

 

{ ( )} 0XYE r k ≅  και   { ( )} 1/XYVar r k N≅  

 

Τιµές του εκτιµητού ( )XYr k  έξω από το διάστηµα 2 N±  είναι σηµαντικά 

διάφορες του µηδενός. 

 

 

8.3.   Η διαφασµατική συνάρτηση πυκνότητας. 
 

Η διαφασµατική συν. πυκνότητας χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της 

συσχέτισης µεταξύ δύο χρονοσειρών στο πεδίο συχνοτήτων. 

Η διαφασµατική συνάρτηση πυκνότητας ορίζεται ως εξής 

 

1( ) ( )
2π

i k
XY XY

k

g k e λλ γ
+∞

−

=−∞

 =   
∑  

 
  (8.3) 

 

Προφανώς η ( )XYg λ  είναι µία µιγαδική συνάρτηση επειδή η ( )XY kγ  δεν είναι άρτια 

συνάρτηση. 

Η αντίστροφη σχέση της (8.3) µας δίνει την συνάρτηση συνδιασποράς 

σαν συνάρτηση της διαφασµατικής συνάρτησης πυκνότητας, δηλαδή 
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π

π
( ) ( )i k

XY XYk e g dλγ λ λ
−

= ∫   (8.4) 

 

Η ( )XYg λ  µπορεί να γραφεί στην εξής µορφή 

 

( ) ( ) ( )XYg c iqλ λ λ= − , 

 

όπου 

1( ) ( ) cos
2π XY

k

c k kλ γ λ
+∞

=−∞

= ∑ { }
1

1 (0) ( ) ( ) cos
2π XY XY YX

k

k k kγ γ γ λ
+∞

=

 = + +  
∑  

 

είναι το πραγµατικό µέρος της διαφασµατικής συνάρτησης πυκνότητα, και 

 

1( ) ( )sin
2π XY

k

q k kλ γ λ
+∞

=−∞

= ∑ { }
1

1 ( ) ( ) sin
2π XY YX

k

k k kγ γ λ
+∞

=

 = −  
∑  

 

είναι το µιγαδικό µέρος της διαφασµατικής συνάρτησης πυκνότητας µε ένα αρνητικό 

πρόσηµο. 

Ένας εναλλακτικός τρόπος έκφρασης της διαφασµατικής συνάρτησης 

πυκνότητας είναι ο εξής 

 
( )( ) ( ) ,XYi

XY XYg a e φ λλ λ=  

 

όπου 

 

2 2( ) ( ) ( )XYa c qλ λ λ= +       είναι το µέτρο 

 

και                                            { }1( ) tan ( ) / ( )XY q cφ λ λ λ−= −       είναι η φάση. 

 

Μια άλλη χρήσιµη συνάρτηση που σχετίζεται µε τη διαφασµατική συνάρτηση 

πυκνότητας είναι ο συντελεστής συνάφειας που ορίζεται από την σχέση 

 
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )XX YYC c q g gλ λ λ λ λ = +  ,   (8.5) 
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όπου ( )XXg λ  και ( )YYg λ  είναι τα φάσµατα ισχύος των χρονοσειρων Xt  και Y t 

αντίστοιχα. Μπορεί να δειχθεί ότι 

 
20 ( ) 1C λ≤ ≤  

 

Ο συντελεστής συνάφειας µετράει τη γραµµική συσχέτιση µεταξύ των δύο 

συνιστωσών της διεργασίας δύο συνιστωσών ανέλιξης στην συχνότητα λ. Όσο πιο 

κοντά  στη  µονάδα  είναι  ο  συντελεστής  συνάφειας ,  τόσο  περισσότερο 

συσχετίζονται οι δύο χρονοσειρές. 

Μια άλλη χρήσιµη συνάρτηση είναι η συνάρτηση κέρδους που ορίζεται ως 

εξής 

 

2( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

YY XY
XY

XX XX

g C aG
g g
λ λ λλ

λ λ
= =  

 

Σε πρακτικά προβλήµατα άλλες φορές είναι χρήσιµο να παραστήσουµε 

γραφικά τις συναρτήσεις 2( )C λ , ( )XYφ λ  και ( )XYα λ , κι άλλες φορές τις 

συναρτήσεις 2( )C λ , ( )XYφ λ   και ( )XYG λ . 

 

 

Παράδειγµα 8.1 (συνέχεια). Να υπολογισθεί η διαφασµατική συνάρτηση 

πυκνότητας, καθώς επίσης και οι συναρτήσεις ( )c λ , ( )q λ , ( )XYα λ , ( )XYφ λ , 2( )C λ  

και ( )XYG λ . 



Από   τον   τύπο   της   διαφασµατικής   συνάρτησης   πυκνότητας έχουµε 

 

2 2 21( ) ( ) 0.5 0.5 2
2π

i k i i
XY XY z z

k

g k e e eλ λ λλ γ σ σ π
+∞

− − −

=−∞

 = = + ∑ , 

 

και εποµένως 

 
2( ) 0.5 (cos cos 2 ) 2πzc λ σ λ λ= +   και  2( ) 0.5 (sin sin 2 ) 2πzq λ σ λ λ= + . 

 

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε το µέτρο και τη φάση της µιγαδικής συνάρτησης 

( )XYg λ . Για το µέτρο έχουµε 

 
2

2 20.5( ) (cos cos 2 ) (sin sin 2 )
2π

z
XY

σα λ λ λ λ λ= + + +  

 
20.5 cos( / 2)

2π
zσ λ= ,  µετά από µερικές πράξεις. 

 

Για τη φάση βρίσκουµε 

 

( ) ( )tan ( ) sin sin 2 cos cos 2XYφ λ λ λ λ λ= − + +  

 

Τα φάσµατα ισχύος των χρονοσειρών  Xt  και Y t  δίνονται από τις σχέσεις 

 
2

( )
2π

z
XXg σλ =        και     

2
2( ) cos ( / 2),

2π
z

YYg σλ λ=  

 

και εποµένως 2( )C λ =1 για όλες τις τιµές του ( ],λ π π∈ − . 

Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση κέρδους παίρνει την µορφή 

 

( )( ) cos( / 2)
( )

YY
XY

YY

gG
g

λλ λ
λ

= . 
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Παράδειγµα 8.2  (συνέχεια). Να υπολογισθούν οι συναρτήσεις ( )XYg λ , ( )XYα λ , 

( )XYφ λ , 2( )C λ  και ( )XYG λ . 

Αν  εργαστούµε όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα βρίσκουµε 

 
2 2 2( ) 2π, ( ) cos 2π, ( ) sin 2π ,i d

XY z z zg e c d q dλλ σ λ σ λ λ σ λ−= = =  

 
2

( )
2π

z
XYa σλ =   και  tan ( ) tan .XY dφ λ λ= −  

 

Επιπλέον,  επειδή 2( ) 2πXX zg λ σ=  και 2( ) 2 2πYY zg λ σ=  συνεπάγεται ότι 

 
2( )C λ  = 1/2    και     ( )XYG λ  = 1 

 

Η συνάρτηση µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον στο παράδειγµα αυτό είναι η 

φάση, η οποία είναι µία ευθεία γραµµή µε κλίση (-d). Από την θεωρία των 

µιγαδικών συναρτήσεων γνωρίζουµε ότι η φάση είναι ακαθόριστη κατά ένα 

πολλαπλάσιο του 2π. Αυτή η φανερή µη-µοναδικότητα κάνει τη γραφική 

παράσταση δύσκολη. Η φάση είναι συνήθως µηδέν στην συχνότητα λ=0 και είναι 

συνεχής συνάρτηση του λ στο διάστηµα (0, π]. Όταν η φάση είναι απεριόριστη και 

παριστάνεται γραφικά συναρτήσει του λ, η γραφική της παράσταση µοιάζει σαν αυτή 

του Σχ. 8.1(α). Αν, όµως, η φάση περιορισθεί στο διάστηµα (-π, π] (κύριες τιµές) 

τότε η γραφική παράσταση µοιάζει σαν αυτή του Σχ. 8.1(β), όπου η κλίση κάθε 

ευθείας είναι (-d). 

Το παραπάνω αποτέλεσµα χρησιµοποιείται συχνά στον προσδιορισµό 

σχέσεων µεταξύ χρονοσειρών. Αν η υπολογιζόµενη φάση προσεγγίζει µία ευθεία 

γραµµή η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, τότε το γεγονός αυτό δηλώνει 

µία καθυστέρηση µεταξύ των δύο χρονοσειρών που είναι ίση µε την κλίση της 

ευθείας. 
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Σχήµα 8.1.   Η φάση του Παραδείγµατος 8.2 που υπολογίζεται για (α) φάση απεριόριστη και 
(β) φάση περιορισµένη. 

 

 

8.4. Εκτίµηση της διαφασµατικής συνάρτησης πυκνότητας. 
 

Για την εκτίµηση της διαφασµατικής συνάρτησης πυκνότητας εργαζόµαστε 

ως εξής : 

Βρίσκουµε πρώτα ένα εκτιµητή του πραγµατικού µέρους από την σχέση 

1ˆ( ) ( ) cos
2π

Μ

k XY
k M

c w c k kλ λ
=−

= ∑  

 

{ }0
1

1 (0) ( ) ( ) cos ,
2π

M

XY k XY XY
k

w c w c k c k kλ
=

 = + + −  
∑  

 

όπου Μ είναι το σηµείο αποκοπής και { }kw  είναι το παράθυρο καθυστέρησης. 

Κατόπιν βρίσκουµε έναν εκτιµητή για το φανταστικό µέρος από τη σχέση 

 

1ˆ( ) ( ) cos
2π

Μ

k XY
k M

q w c k kλ λ
=−

= ∑  

 

{ }
1

1 ( ) ( ) sin
2π

M

k XY XY
k

w c k c k kλ
=

 = − −  
∑ , 
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Η εκλογή του σηµείου αποκοπής Μ και του παραθύρου καθυστέρησης 

{ }kw , γίνεται µε τον ίδιο τρόπο όπως στην περίπτωση του φάσµατος ισχύος µιας 

χρονοσειράς. 

Μπορούµε τώρα να προχωρήσουµε για να υπολογίσουµε εκτιµητές του 

µέτρου, της φάσης και του συντελεστή συνάφειας. Οι εκτιµητές αυτοί 

υπολογίζονται από τις σχέσεις 

 

2 2 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ), tan ( ) ( ) ( )XY XYc q q cα λ λ λ φ λ λ λ= + = −  

 

και     ( )2 1/ 22ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) / ( ) ( )XY XX YYC g gλ α λ λ λ=  

 

Μια εναλλακτική µέθοδος εκτίµησης της διαφ. συνάρτησης πυκνότητας 

βασίζεται στην εξοµάλυνση του περιοδογράµµατος µεταξύ δύο χρονοσειρών. Η 

συνάρτηση αυτή ορίζεται ως εξής 

 
1 1

0 0

1( )
2π

j j
N N

i t i t
XY j t t

t t

I X e Y e
N

λ λλ
− −

= =

   =       
∑ ∑  

 

Επίσης, επειδή είναι µία µιγαδική συνάρτηση, µπορεί να γραφεί στη µορφή 

( ) ( ) ( )XY j j jI A iBλ λ λ= −  

 

Το περιοδόγραµµα  ( )XY jI λ  δεν είναι συνεπής εκτιµητής της ( )XY jg λ και 

εποµένως χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε µία µέθοδο εξοµάλυνσης για να 

βελτιώσουµε τις ιδιότητες του. Αυτό γίνεται ως εξής: 

 

1 2π 1 1 2πˆ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 4j j j jA A A A

Μ Μ
λ λ λ λ= − + + +  

 

1 2π 1 1 2πˆ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 4j j j jB B B B

Μ Μ
λ λ λ λ= − + + +  
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1 2πˆ(0) (0)
2

A A A
Μ

  = +     
 

 

και                                        1 2(π) (π)
2

A A A
M
ππ  = − +    

, 

 

όπου    2π , 0,1,... .j
j j M

M
λ = =  

Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως µέθοδος Hanning. Με την εφαρµογή της 

επιτυγχάνουµε ένα καλύτερο εκτιµητή για τη διαφασµατική συν. πυκνότητας ο 

οποίος βασίζεται στο περιοδόγραµµα µεταξύ δύο χρονοσειρών. 

Η διαφασµατική ανάλυση είναι µία τεχνική που εξετάζει τη σχέση µεταξύ δύο 

χρονοσειρών σε µία περιοχή συχνοτήτων. Στην ανάλυση αυτή, πιθανόν, η πιο 

χρήσιµη συνάρτηση είναι ο συντελεστής συνάφειας που δίνει τη γραµµική 

συσχέτιση µεταξύ των δύο χρονοσειρών σε κάθε συχνότητα. 

Οι άλλες συναρτήσεις, όπως η συνάρτηση κέρδους και η φάση, θα 

κατανοηθούν καλύτερα στο επόµενο κεφάλαιο όπου γίνεται συζήτηση για τα 

γραµµικά συστήµατα. 
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Κεφάλαιο 9 
 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

 

9.1.  Εισαγωγή 
  

Ένα σπουδαίο πρόβληµα στις φυσικές επιστήµες και στους µηχανικούς είναι 

εκείνο που έχει σχέση µε τον προσδιορισµό ενός µοντέλου για ένα φυσικό σύστηµα 

όταν η είσοδος και η έξοδος του  συστήµατος δίνονται.  Υποθέτουµε ότι το σύστηµά 

µας µπορεί επαρκώς να προσεγγιστεί από ένα γραµµικό σύστηµα του οποίου οι 

παράµετροι δεν µεταβάλλονται µε τον χρόνο,  αν και πρόσφατα  έχει αυξηθεί το 

ενδιαφέρον για χρονικά µεταβαλλόµενα και µη-γραµµικά συστήµατα. Περιγραφές 

τέτοιων συστηµάτων δίνονται στους Astrom & Eykhoff (1971) και Eykhoff (1974). 

 

 
 

Θα σηµειώνουµε µε { }tX  και { }tY την είσοδο και την έξοδο στο σύστηµα στη 

διακριτή περίπτωση, και µε { }( )X t , { }( )Y t στη συνεχή περίπτωση. Ένα γραµµικό 

σύστηµα ορίζεται ως εξής : 

Υποθέτουµε ότι 1( )Y t , 2 ( )Y t  είναι έξοδοι του συστήµατος που αντιστοιχούν 

στις εισόδους 1( )X t , 2 ( )X t  αντίστοιχα. Το σύστηµα λέγεται γραµµικό τότε και µόνο 

τότε, αν ο γραµµικός συνδυασµός της µορφής 1 1 2 2( ) ( )X t X tλ λ+ στην είσοδο, παράγει 

τον ίδιο γραµµικό συνδυασµό της µορφής 1 1 2 2( ) ( )Y t Y tλ λ+  στην έξοδο, όπου λ1 και λ2 

είναι σταθερές. 

Τα γραµµικά συστήµατα που θα εξετάσουµε στο κεφάλαιο αυτό είναι 
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χρονικώς αµετάβλητα (time-invariant). Ένα χρονικώς αµετάβλητο σύστηµα ορίζεται 

ως εξής : 

Θεωρούµε ότι η είσοδος Χ(t) ενός γραµµικού συστήµατος παράγει την έξοδο 

Υ(t).  Το σύστηµα θα λέγεται χρονικώς αµετάβλητο αν µία χρονική καθυστέρηση τ 

στην είσοδο, παράγει την ίδια καθυστέρηση στην έξοδο. Με άλλα λόγια, η Χ(t-τ) 

παράγει στην έξοδο την Υ(t-τ), έτσι ώστε η σχέση εισόδου-εξόδου να µην 

µεταβάλλεται µε τον χρόνο. 

Η µελέτη των γραµµικών συστηµάτων δεν είναι µόνο χρήσιµη στην εξέταση 

της σχέσης µεταξύ δύο διαφορετικών σηµάτων (χρονοσειρών), αλλά και στην 

εξέταση των ιδιοτήτων των φίλτρων που χρησιµοποιούνται στην αφαίρεση της κλίσης 

όπως θα δούµε σε επόµενη παράγραφο. 

 

 

9.2.  Γραµµικά συστήµατα στο πεδίο τιµών του χρόνου. 

 

Ένα χρονικώς αµετάβλητο γραµµικό σύστηµα περιγράφεται από την εξίσωση 

 

( ) ( ) ( )Y t h u X t u du
+∞

−∞
= −∫  (9.1) 

 

στη συνεχή περίπτωση, ή 

 

kt
k

kt XhY −

+∞

−∞=
∑=  

(9.2) 

 

στη διακριτή περίπτωση. 

Η συνάρτηση h(u) στη συνεχή περίπτωση ή η ακολουθία {hk} στη διακριτή 

περίπτωση, παρέχει µία περιγραφή του συστήµατος στο πεδίο τιµών του χρόνου. Η 

συνάρτηση αυτή καλείται κρουστική συνάρτηση απόκρισης για λόγους που θα γίνουν 

φανεροί αργότερα. 

Είναι φανερό ότι οι σχέσεις (9.1) και (9.2) είναι γραµµικές. Η συνάρτηση h(u) 

δεν εξαρτάται από τον χρόνο επειδή το σύστηµα είναι χρονικώς αµετάβλητο. Το 

σύστηµα θα λέγεται φυσικώς  πραγµατοποιήσιµο (physically realisable) αν h(u) = 0 

(u<0) και hk=0 (k<0). 
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Θα ασχοληθούµε µόνο µε ευσταθή (stable) συστήµατα για τα οποία µία 

πεπερασµένη είσοδος παράγει µία πεπερασµένη έξοδο, αν και οι µηχανικοί συχνά 

ασχολούνται µε τον έλεγχο ασταθών συστηµάτων. Μία επαρκής συνθήκη για να είναι 

ένα σύστηµα ευσταθές είναι η εξής  

 

| |h Ck
k
∑ <

 
 

όπου C είναι µία πεπερασµένη σταθερά. 

Η κρουστική συνάρτηση απόκρισης περιγράφει πως η έξοδος σχετίζεται µε 

την είσοδο σ' ένα γραµµικό σύστηµα. Το όνοµα κρουστική απόκριση προέρχεται από 

το γεγονός ότι η συνάρτηση περιγράφει την απόκριση του συστήµατος στην επίδραση 

της εισόδου. 

 

 

9.3.  Η βηµατική συνάρτηση απόκρισης 

 

Ένας εναλλακτικός, ισοδύναµος τρόπος περιγραφής ενός γραµµικού 

συστήµατος στο πεδίο τιµών του χρόνου µπορεί να γίνει µε την βοήθεια της 

συνάρτησης η οποία καλείται  βηµατική συνάρτηση απόκρισης και η οποία ορίζεται 

από τη σχέση 

( ) ( )
t

S t h u du
−∞

= ∫  (9.3) 

 

στη συνεχή περίπτωση, και 

∑
≤

=
tk

t khS  (9.4) 

 

στη διακριτή περίπτωση. 

 Το όνοµα βηµατική απόκριση προέρχεται από το γεγονός ότι η συνάρτηση 

περιγράφει την απάντηση του συστήµατος σε µία µοναδιαία βηµατική αλλαγή στην 

είσοδο. Για παράδειγµα, στη διακριτή περίπτωση, υποθέτουµε ότι η είσοδος δίνεται 

από τη σχέση 
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0       t 0
1        t 0tx

<
=  ≥

 

 

και εποµένως  

 

,k
k tk

ktkt ShXhY k === ∑ ∑
≤

−  

 

έτσι ώστε η έξοδος είναι ίση µε την βηµατική συνάρτηση απόκρισης. Οι µηχανικοί 

µερικές φορές χρησιµοποιούν τη σχέση αυτή για να µετρήσουν τις ιδιότητες ενός 

φυσικώς πραγµατοποιήσιµου συστήµατος. Η είσοδος κρατείται σταθερά για κάποιο 

χρονικό διάστηµα και σε κάποια χρονική στιγµή µία µοναδιαία βηµατική αλλαγή 

πραγµατοποιείται στην είσοδο. Η έξοδος παρατηρείται κατόπιν και αυτό παρέχει ένα 

εκτιµητή της βηµατικής συνάρτησης απόκρισης και εποµένως της παραγώγου της που 

είναι η κρουστική συνάρτηση απόκρισης. 

Η βηµατική συνάρτηση απόκρισης για ένα εκθετικό σύστηµα µε καθυστέρηση 

δίνεται από την σχέση 

 

 S g e τt τ τ( t) [ ] ( t )( ) /= − >− −1  
(9.5) 

 

και η γραφική παράσταση της Υ(t) στο Σχήµα 9.1 παριστάνει επίσης την S(t). 

Μπορούµε να δώσουµε µερικά παραδείγµατα. Τα γραµµικά φίλτρα που αναφέραµε 

σε προηγούµενο κεφάλαιο αποτελούν παραδείγµατα γραµµικών συστηµάτων. Για 

παράδειγµα το φίλτρο 

3/)( 11 +− ++= tttt XXXY  

 

έχει κρουστική συνάρτηση απόκρισης 

Μπορούµε να δώσουµε µερικά παραδείγµατα. Τα γραµµικά φίλτρα που αναφέραµε 

σε προηγούµενο κεφάλαιο αποτελούν παραδείγµατα γραµµικών συστηµάτων. Για 

παράδειγµα το φίλτρο 

 

3/)( 11 +− ++= tttt XXXY  
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Σχήµα 9.1.  Μία εκθετική απόκριση µε καθυστέρηση σε µία µοναδιαία βηµατική αλλαγή στην 
είσοδο. 

 

 

έχει κρουστική συνάρτηση απόκρισης 

 





 −

=
αδιαϕορετικ        0

1,0,1=k       
3
1

kh  

 

Ας σηµειωθεί ότι το φίλτρο αυτό δεν είναι φυσικώς πραγµατοποιήσιµο, αν και µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί σαν ένα φίλτρο εξοµάλυνσης. Μία άλλη γενική οµάδα γραµµικών 

συστηµάτων είναι εκείνα που εκφράζονται ως διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς 

συντελεστές σε συνεχή χρόνο. Για παράδειγµα, αν Τ είναι µια σταθερά, τότε η 

εξίσωση 
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),()()( tXtY
dt

tdYΤ =+  

 

δίνει µία περιγραφή ενός γραµµικού συστήµατος. Στη διακριτή περίπτωση, το 

αντίστοιχο των διαφορικών εξισώσεων είναι οι εξισώσεις διαφορών που δίνονται από 

τη σχέση 

 

 ...... 10
2

21 +∆+=+∆+∆+ ttttt XXYYY ββαα , (9.6) 

 

όπου ∆Υt =Υt -Υt-1. Η εξίσωση (9.6) µπορεί να γραφεί στην εξής µορφή 

 

...... 1102211 +++++= −−− ttttt XcXcYbYbY   (9.7) 

 

Είναι φανερό ότι η εξίσωση (9.7) µπορεί να τεθεί στην µορφή (9.2) µε 

διαδοχικές αντικαταστάσεις. Για παράδειγµα, αν ttt XYY += −12
1  τότε 

...
4
1

2
1

21 +++= −− tttt XXXY   έτσι ώστε η κρουστική συνάρτηση απόκρισης  παίρνει 

τη µορφή  

1 0,1
2

0 0

k

k

k
h

k

  =  = 

 <

 

 

∆ύο πολύ απλά γραµµικά συστήµατα είναι τα εξής : dtt XY −= , δηλ. ένα 

µοντέλο µε απλή καθυστέρηση, όπου ο ακέραιος d συµβολίζει το χρόνο 

καθυστέρησης, και ,tt gXY =  δηλ. ένα µοντέλο µε απλό κέρδος, όπου η σταθερά g 

ονοµάζεται κέρδος. 

Οι κρουστικές συναρτήσεις απόκρισης των συστηµάτων αυτών δίνονται από 

τις σχέσεις 



 =

=
αδιαϕορετικ

dk
hk 0

1
            

και 
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

 =

=
αδιαϕορετικ

0
0

kg
hk     

αντίστοιχα. 

 Μία σπουδαία οµάδα κρουστικών συναρτήσεων απόκρισης, η οποία συχνά 

παρέχει µία λογική προσέγγιση σε φυσικά πραγµατοποιήσιµα συστήµατα, έχει την 

µορφή 
( )[ ] /

( )
0

uge Τ u
h u

u

τ τ

τ

− − >
= 
 <

    

 

Η συνάρτηση του τύπου αυτού καλείται εκθετική συνάρτηση µε 

καθυστέρηση, και εξαρτάται από τρεις σταθερές g, T και τ. Η σταθερά τ καλείται 

καθυστέρηση. Όταν τ=0 έχουµε απλή εκθετική απόκριση. Η σταθερά g καλείται το 

κέρδος και αντιπροσωπεύει την τελική αλλαγή στην έξοδο όταν µία βηµατική αλλαγή 

µοναδιαίου µεγέθους λαµβάνει χώρα στην είσοδο. Η σταθερά Τ ρυθµίζει το ρυθµό µε 

τον οποίο η έξοδος µεταβάλλεται. Μία γραφική περιγραφή της συνάρτησης αυτής 

δίνεται στο Σχήµα 9.1. 

 

 

9.4.  Συνάρτηση µεταφοράς. 
 

Ένας εναλλακτικός τρόπος περιγραφής ενός γραµµικού συστήµατος µπορεί να 

γίνει στο πεδίο συχνοτήτων µε την βοήθεια της συνάρτησης µεταφοράς (transfer 

function) η οποία ορίζεται ως εξής  

( ) ( ) (0 )i uH h u e duλλ λ
+∞ −

−∞
= < < ∞∫  (9.8) 

 

σε συνεχή χρόνο, και  

 π)0()( <<= ∑ − λλ λ

k

kiehH k  (9.9) 

 

σε διακριτό χρόνο. 

Από την (9.8) βλέπουµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς είναι ο µετασχηµατισµός 

Fourier  της κρουστικής συνάρτησης απόκρισης. Η συνάρτηση µεταφοράς και η 
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κρουστική συνάρτηση απόκρισης είναι ισοδύναµοι τρόποι περιγραφής ενός 

γραµµικού συστήµατος. Θα δούµε ότι, σε µερικές περιπτώσεις, η Η(λ) είναι  πολύ πιο 

χρήσιµη από την h(u). 

 

Θεώρηµα 9.1. Ένα ηµιτονοειδές κύµα που λαµβάνεται σαν είσοδος σε ένα 

γραµµικό σύστηµα, στην περίπτωση της σταθεράς κατάστασης (steady state), παράγει 

ένα ηµιτονοειδές κύµα στην ίδια συχνότητα, στην έξοδο. Το πλάτος του 

ηµιτονοειδούς κύµατος µπορεί να αλλάζει και µπορεί επίσης να υπάρχει µία 

µετατόπιση της φάσης. 

 

Απόδειξη.  Θεωρούµε τη συνεχή περίπτωση. Η απόδειξη στη διακριτή περίπτωση 

είναι παρόµοια. 

Έστω ότι η είσοδος στο γραµµικό σύστηµα, µε κρουστική συνάρτηση 

απόκρισης h(u), δίνεται από τη σχέση  

 

X(t) = cosλt,         για κάθε  t. 

 

Τότε η έξοδος θα δίνεται από τη σχέση 

 

 ( ) ( ) cos ( )Y t h u t u duλ
+∞

−∞
= −∫  (9.10) 

 

Επειδή cos(A-B)=cosAcosB + sinAsinB   έχουµε 

 

 ( ) cos ( ) cos sin ( )sinY t t h u udu t h u uduλ λ λ λ
+∞ +∞

−∞ −∞
= +∫ ∫  

 

Καθώς τα δύο ολοκληρώµατα δεν εξαρτώνται από το χρόνο t, είναι φανερό ότι 

η έξοδος Y(t) είναι ένα µίγµα όρων από ηµίτονα και συνηµίτονα στη συχνότητα λ. 

Έτσι η έξοδος είναι µία ηµιτονοειδή διατάραξη στην ίδια συχνότητα λ, όπως και η 

είσοδος. Αν γράψουµε τώρα 

  

 ( ) ( ) cos ( ) ( )sinA h u udu B h u uduλ λ και λ λ
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫  
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 G λ Α λ Β λ( ) ( ) ( )= +2 2
 

(9.11) 

και 

 tan ( ) ( ) ( ),B Aϕ λ λ λ= −  (9.12) 

τότε 

    Y(t)=A(λ)cos λt+B(λ)sinλt=G(λ)cos{λt+φ(λ)} (9.13) 

 

Η εξίσωση αυτή δείχνει ότι το συνηµιτονοειδές κύµα ενισχύεται κατά ένα 

παράγοντα G(λ), ο οποίος καλείται το κέρδος του συστήµατος. Η εξίσωση επίσης 

δείχνει ότι το συνηµιτονοειδές κύµα µετατοπίζεται κατά µία γωνία φ(λ) η οποία 

καλείται η µετατόπιση της φάσης. Από την εξίσωση (9.13) βλέπουµε ότι η 

µετατόπιση της φάσης δεν είναι µοναδικά ορισµένη. Αν η συνάρτηση κέρδους είναι 

θετική, τότε η µετατόπιση της φάσης είναι ακαθόριστη κατά ένα πολλαπλάσιο του 2π. 

 Έχουµε θεωρήσει µέχρι τώρα ένα συνηµιτονοειδές κύµα σαν είσοδο στο 

σύστηµα. Με τον ίδιο τρόπο µπορεί να δειχθεί ότι ένα ηµιτονοειδές κύµα στην 

είσοδο, X(t)=sinλt, δίνει µία έξοδο της µορφής 

 

Y(t) = G(λ) sin {λt + φ(λ)}, 

 

έτσι ώστε έχουµε την ίδια συνάρτηση κέρδους και την ίδια φάση. Γενικότερα αν 

θεωρήσουµε µία είσοδο της µορφής 

 

X(t) = eιλt = cosλt + i sinλt, 

 

τότε η έξοδος δίνεται από την εξίσωση 

 

Y(t) = G(λ)[cos {λt + φ(λ)} + i sin {λt + φ(λ)}] 

 

         = G(λ) ei[λt+φ(λ)]  = G(λ) eιφ(λ) Χ(t)   

 

Από τα ανωτέρω προκύπτει ότι 
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( )( ) ( ) ( ) ( )(cos sin )iG e A iB h u u i u duϕ λλ λ λ λ λ
+∞−

−∞
== − = −∫  

 

( ) ( )i uh u e du Hλ λ
+∞ −

−∞
= =∫ , 

 

 

(9.14) 

 

οπότε 

    Y(t)  =  Η(λ)X(t) (9.15) 

 

 

9.5. ∆ιαγράµµατα συνάρτησης κέρδους και φάσης. 
 

Η συνάρτηση µεταφοράς, Η(λ), ενός γραµµικού συστήµατος είναι µία 

µιγαδική συνάρτηση η οποία γράφεται ως εξής 

 

  Η(λ) = G(λ)eiφ(λ),  (9.16) 

 

όπου G(λ) και φ(λ) είναι η συνάρτηση κέρδους και η φάση αντίστοιχα. Για να 

κατανοήσουµε τις ιδιότητες του συστήµατος στο πεδίο συχνοτήτων, είναι χρήσιµο να 

παραστήσουµε γραφικά τις G(λ) και φ(λ) συναρτήσει του λ και να επιτύχουµε τα 

λεγοµένα διαγράµµατα συνάρτησης κέρδους και φάσης. Αν η συνάρτηση G(λ) είναι 

µεγάλη  για χαµηλές τιµές του λ, αλλά  µικρή  για  υψηλές  τιµές  του λ, όπως  στο 

Σχήµα 9.2(α), τότε έχουµε το λεγόµενο φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων. Στην περίπτωση 

αυτή, αν η είσοδος στο σύστηµα είναι ένα µίγµα από µεταβολές σε πολλές 

διαφορετικές συχνότητες, τότε µόνο οι συνιστώσες εκείνες µε χαµηλή συχνότητα θα 

διέλθουν µέσω του συστήµατος. 

Η γραφική παράσταση της φάσης δεν είναι εύκολη επειδή δεν ορίζεται κατά 

ένα µοναδικό τρόπο. Αν η συνάρτηση κέρδους είναι θετική, τότε η φάση είναι 

ακαθόριστη κατά ένα πολλαπλάσιο του  2π  και  περιορίζεται  συχνά   στο διάστηµα  

(-π, π). Μία  άλλη  προσέγγιση, η οποία  χρησιµοποιείται  από  τους µηχανικούς, είναι 

να παραστήσουµε γραφικά τη φάση σαν µία απεριόριστη συνάρτηση του λ 

επιτρέποντας την G(λ) να είναι θετική, και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι φ(0)=0, 

αρκεί G(0) να παίρνει µία πεπερασµένη τιµή. ∆ίνουµε τώρα ορισµένα παραδείγµατα. 
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Σχήµα 9.2. ∆ιαγράµµατα για συναρτήσεις κέρδους: (α) Ενα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων, (β) 
Ενα φίλτρο υψηλών συχνοτήτων και (γ) Ενας απλός µέσος όρος τριών διαδοχικών 
παρατηρήσεων. 
 

 

Παράδειγµα 9.1.   Θεωρούµε ότι  

 

Yt=(Xt-1 + Xt + Xt+1 ) /3, 

 

είναι ένα γραµµικό σύστηµα µε κρουστική συνάρτηση απόκρισης 

 

h
α

k =

−











1
3

1 0 1

0

       k =

        

, ,

διαϕορετικ

 
 

Από τη σχέση (9.2) µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση µεταφοράς του 

φίλτρου ως εξής 

 

π)0(cos
3
2

3
1

3
1

3
1

3
1)( <<+=++== −−∑ λλλ λλλ iiki

k
k eeehH  

 

Η συνάρτηση αυτή είναι πραγµατική και όχι µιγαδική και εποµένως 

 

   φ(λ)=0       (0< λ< π) 
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Η Η(λ) είναι αρνητική για λ > 2
3
π

 και εποµένως, στην περίπτωση αυτή, για να είναι 

η συνάρτηση κέρδους θετική,  θα πρέπει να ισχύει 

 

G λ λ

λ λ

λ λ

( ) cos

cos , π

cos , π π

= + =

+ < <

− − < <













1
3

2
3

1
3

2
3

0 2
3

1
3

2
3

2
3  

 

και 

2π0 0
3

( )
2ππ π
3

λ

ϕ λ

λ

 < <


= 

 < <


 

 

Η συνάρτηση κέρδους παριστάνεται γραφικά στο Σχήµα 9.2(γ)  και φανερώνει 

ότι έχουµε ένα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων. Το αποτέλεσµα αυτό το περιµένουµε 

καθώς το φίλτρο µας εξοµαλύνει τοπικές µεταβολές (µεταβολή σε υψηλές 

συχνότητες) και µετράει την κλίση (µεταβολή σε χαµηλές συχνότητες). 

 

 

Παράδειγµα 9.2.  Ένα γραµµικό σύστηµα µε µία απλή εκθετική απόκριση έχει ως 

κρουστική συνάρτηση απόκρισης την  ακόλουθη συνάρτηση. 

 
/( ) ( 0)u Τh u ge Τ u−= > . 

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (9.1) για τη συνάρτηση µεταφοράς βρίσκουµε 

 
2 2( ) (1 ) /(1 ) ( 0)H g i T Τλ λ λ λ= − + >  

 

Από τη σχέση αυτή παίρνουµε 
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2 2( ) 1G g Τλ λ= + , 

 

και                                           tan φ(λ) = -λΤ. 

 

Καθώς η συχνότητα λ αυξάνει, η G(λ) ελαττώνεται και το σύστηµά µας 

µοιάζει σαν ένα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων. Η φάση ελαττώνεται επίσης καθώς λ 

αυξάνει µέχρι το σηµείο που η είσοδος και η έξοδος βρίσκονται εκτός φάσης. 

 

 

Παράδειγµα 9.3.  Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα που αποτελείται από µία 

καθαρή καθυστέρηση, τέτοια ώστε 

 

Y(t) = X(t-τ) 

 

Από το ορισµό της κρουστικής συνάρτησης απόκρισης που δίνεται από την σχέση 

(9.1) έχουµε 

h(u) = δ(u-τ), 

 

επειδή η Dirac  δέλτα συνάρτηση ορίζεται ως εξής 

 

( ) ( ) ( )u u duδ τ ϕ ϕ τ
+∞

−∞
− =∫ . 

 

Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση µεταφοράς δίνεται από την σχέση 

 

( ) ( ) i u iH u e du eλ λτλ δ τ
+∞ − −

−∞
= − =∫  

 

Γι' αυτό το γραµµικό σύστηµα, η συνάρτηση κέρδους είναι σταθερά  

 

G(λ)  =  1, 

ενώ η φάση δίνεται από την σχέση 

 

φ(λ) = -λτ. 
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9.6.  Γενική σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου. 
 

 Μέχρι τώρα έχουµε θεωρήσει µόνο εισόδους µε ηµιτονοειδή µορφή στο 

γραµµικό σύστηµα. Σ' αυτή την παράγραφο θεωρούµε κάθε είδους είσοδο και 

αποδεικνύουµε, εν γένει, ότι είναι ευκολότερο να εργασθούµε µε γραµµικά 

συστήµατα στο πεδίο συχνοτήτων παρά στο πεδίο τιµών του χρόνου. 

 Η γενική σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου στο πεδίο τιµών του χρόνου 

δίνεται από την εξίσωση (9.1), δηλ. 

 

( ) ( ) ( )Y t h u X t u du
+∞

−∞
= −∫  

 

Όταν η είσοδος  X(t) δεν είναι απλής µορφής, τότε ο υπολογισµός του 

ολοκληρώµατος αυτού µπορεί να είναι δύσκολος. Αν θεωρήσουµε, όµως, το 

µετασχηµατισµό Fourier  έχουµε 

 

( ) ( ) ( ) ( )i t i tΥ Y t e dt h u X t u e dudtλ λλ
+∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞ −∞
= = −∫ ∫ ∫  

 

( )( ) ( )i u i t uh u e X t u e dudtλ λ+∞ +∞ − − −

−∞ −∞
= −∫ ∫  

 

Αλλά          

( )( ) ( ) ,i t u i tX t u e dt X t e dtλ λ+∞ +∞− − −

−∞ −∞
− =∫ ∫   

 

για όλες τις τιµές του  u, και είναι εποµένως ο µετασχηµατισµός Fourier της Χ(t) το 

οποίο σηµειώνουµε µε Χ(λ). Επιπλέον 

 

( ) ( ) i uH h u e duλλ
+∞ −

−∞
= ∫  

 

έτσι ώστε Υ(λ) = Η(λ) Χ(λ). 

 Άρα το ολοκλήρωµα στην εξίσωση (9.1) αντιστοιχεί σε ένα πολλαπλασιασµό 

στο πεδίο συχνοτήτων, αρκεί  oι µετασχηµατισµοί Fourier  να   υπάρχουν. Ένα 
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παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει στη διακριτή περίπτωση. 

 Μία γενικότερη σχέση µεταξύ της εισόδου και της εξόδου µπορεί να 

επιτευχθεί όταν η είσοδος X(t) είναι µία στάσιµη διεργασία µε συνεχές φάσµα ισχύος. 

Αυτό το αποτέλεσµα είναι πολύ πιο χρήσιµο και περιγράφεται στο επόµενο θεώρηµα. 

 

 

Θεώρηµα 9.2.  Θεωρούµε ένα ευσταθές (stable)  σύστηµα µε συνάρτηση κέρδους 

G(λ). Υποθέτουµε ότι η είσοδος X(t) είναι µία στάσιµη διεργασία µε συνεχές φάσµα 

ισχύος ( )XXg λ , τότε η έξοδος Y(t) είναι επίσης στάσιµη  διεργασία, της οποίας το 

φάσµα ισχύος, ( )YYg λ , δίνεται από την σχέση 

 
2( ) ( ) ( )YY XXg G gλ λ λ=  (9.18) 

 

Απόδειξη. Η απόδειξη περιγράφεται µόνο για τη συνεχή περίπτωση, αλλά µε 

παρόµοιο τρόπο µπορεί να γίνει και για τη διακριτή περίπτωση. Είναι εύκολο να 

δείξουµε ότι µία στάσιµη είσοδος σ' ένα ευσταθές σύστηµα δηµιουργεί µία στάσιµη 

έξοδο. Για µαθηµατική ευκολία θα θεωρήσουµε ότι η είσοδος έχει µέση τιµή µηδέν, 

δηλ. Ε{Χ(t)}=0. Τότε προκύπτει από την (9.1) ότι και η έξοδος έχει µέση τιµή µηδέν. 

Η συνάρτηση αυτοδιασποράς της εξόδου Y(t) θα δίνεται από τη σχέση 

 

{ }( ) ( ) ( )YY E Y t Y tγ τ τ= −     επειδή      Ε{Y(t)} = 0. 

 

Εποµένως 

 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) { ( ) ( )}

( ) ( ) ( )

YY

XX

h u X t u du h v X t v dv

h u h v E X t u X t v dudv

h u h v v u dudv

γ τ τ

τ

γ τ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

= Ε − − −

= − − −

= + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

(9.19) 

 

επειδή  { }( ) ( ) ( )XXE X t u X t v v uτ γ τ− − − = − −  
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 Η σχέση (9.19) µεταξύ των συναρτήσεων αυτοδιασποράς της εξόδου και της 

εισόδου δεν είναι απλής µορφής. Αν, όµως, πάρουµε τους µετασχηµατισµούς Fourier  

και των δύο πλευρών έχουµε 

 

( )

( )

1 1( ) ( ) ( )
2π 2π

1( ) ( ) ( ) ( )
2π

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i
YY XX

i u i u i v u
YY XX

i u i v
YY YY

e d h u h v v u e d

g h u e h v e v u e d dudv

g g h u e du h v e dv H H

λτ λτ

λ λ λ τ

λ λ

γ τ τ γ τ τ

λ γ τ τ

λ λ λ λ

+∞ +∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞ +∞ +∞− − − + −

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞−

−∞ −∞

 = + −  

 ⇒ = + −  

⇒ = =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ( ).XXg λ

 

 

όπου ( ) ( ) i uH h u e duλλ
+∞

−∞
= ∫  είναι η συζυγής συνάρτηση της Η(λ) . Εποµένως 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )YY XX XXg H g G gλ λ λ λ λ= =  

 

 Η σχέση µεταξύ των φασµάτων ισχύος της εισόδου και της εξόδου ενός 

γραµµικού συστήµατος είναι πολύ απλή. Για µία φορά ακόµη, ένα αποτέλεσµα στο 

πεδίο συχνοτήτων είναι πολύ απλούστερο από το αντίστοιχο αποτέλεσµα στο πεδίο 

τιµών του χρόνου. 

 ∆ίνουµε τώρα µερικές εφαρµογές του παραπάνω θεωρήµατος. 

 

 

Παράδειγµα 9.4.  Ένα ΜΑ µοντέλο τάξης q δίνεται από την εξίσωση 

 

Xt= β0 Ζt+…+ βq Zt-q , 

 

όπου Ζt είναι µία καθαρώς τυχαία ανέλιξη µε { } 0tE X =  και  { } 2
t zVar X σ= . Η 

εξίσωση αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι ορίζει ένα γραµµικό σύστηµα µε είσοδο την 

{Zt} και έξοδο την {Xt}, του οποίου η συνάρτηση µεταφοράς δίνεται από την σχέση  

 

∑
=

−=
q

k

ki
k eH

0
)( λβλ  
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Από τη σχέση (9.18) βρίσκουµε 

 
2

2

0

( ) / 2 ,
q

i k
XX k z

k

g e λλ β σ π−

=

= ∑       επειδή     
2

( )
2π

z
XXg σλ =  

 

 Στην περίπτωση ενός ΜΑ(1) µοντέλου, Χt=Ζt+βZt-1, έχουµε H(λ)=1+βe-iλ  και 

εποµένως 
22 2( ) ( ) 1 2 cosG Hλ λ β λ β= = + + , 

 

έτσι ώστε 

( )
2

2( ) 1 2 cos ,
2

z
XXg σλ β λ β

π
= + +  

 

ένα αποτέλεσµα που έχει ήδη υπολογισθεί σε προηγούµενο κεφάλαιο. 

 Αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοσθεί και στην περίπτωση που η {Zt} δεν 

είναι µία καθαρώς τυχαία ανέλιξη. Θεωρούµε λοιπόν ότι η ανέλιξη {Ζt} έχει ένα 

φάσµα ισχύος της µορφής gzz(λ). Τότε το φάσµα ισχύος της {Χt} δίνεται από τη σχέση 

2

0

( ) ( )
q

i k
XX k ZZ

k

g e gλλ β λ−

=

= ∑  

 

 

Παράδειγµα 9.5.  Το µοντέλο AR(1), Χt=αΧt-1+Ζt , µπορεί να θεωρηθεί ως ένα 

γραµµικό σύστηµα µε είσοδο Zt και έξοδο Xt . Μπορεί επίσης να θεωρηθεί ως ένα 

γραµµικό σύστηµα που έχει σαν είσοδο την Xt και σαν έξοδο την Zt δηλ. 

 

Zt = Xt - αXt-1 .  

 

Στην περίπτωση αυτή βρίσκουµε 

 

( ) 1 iH e λλ α −= − . 

 

Εποµένως    
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22 2( ) ( ) 1 2 cosG Hλ λ α λ α= = − +  , 

έτσι ώστε  

( )2( ) 1 2 cos ( )ZZ XXg gλ α λ α λ= − +  

Από την τελευταία σχέση έχουµε  

 

( )2

( )( )
1 2 cos

ZZ
XX

gg λλ
α λ α

=
− +

 . 

 

Η µέθοδος αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό των φασµάτων ισχύος 

AR µοντέλων µεγαλύτερης τάξης. 

 

 

Παράδειγµα 9.6.  Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα το οποίο µετατρέπει µία συνεχή 

είσοδο Χ(t) σε µία έξοδο Υ(t) µε τον εξής τρόπο 

 

  
dt

tdXtY )()( =  
(9.20) 

 

 

Ο τελεστής διαφόρισης είναι µεγάλου µαθηµατικού ενδιαφέροντος, αν και στην 

πράξη µπορούµε µόνο να τον προσεγγίσουµε. Αν η είσοδος στο σύστηµα είναι ένα 

ηµιτονοειδές κύµα, X(t)=eiλt, τότε η έξοδος δίνεται από τη σχέση 

 
tieitY λλ=)( . 

 

Χρησιµοποιώντας την (9.15) βρίσκουµε ότι  

 

Η(λ) = iλ . 

 

Αν η είσοδος είναι µία στάσιµη διεργασία µε φάσµα ισχύος gxx(λ), τότε το φάσµα 

ισχύος της εξόδου είναι της µορφής 

 
2 2( ) ( ) ( )YY XX XXg i g gλ λ λ λ λ= =  (9.21) 
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Το αποτέλεσµα αυτό, ισχύει όταν το γραµµικό σύστηµα είναι ευσταθές. Στην πράξη 

το γεγονός αυτό συµβαίνει µόνο για ορισµένους τύπους διεργασίας εισόδου. Για 

παράδειγµα, είναι φανερό ότι η απόκριση σε µία µοναδιαία βηµατική αλλαγή είναι 

µία απεριόριστη ώθηση. Για να είναι ένα σύστηµα ευσταθές πρέπει η διασπορά της 

εξόδου να είναι πεπερασµένη. Αλλά 

 

{ } 2

0 0
( ) ( ) ( ) ,YY XXVar Y t g d g dλ λ λ λ λ

∞ ∞
= =∫ ∫  

 

και επειδή 

0
( ) ( ) cosXX XXk g kdγ λ λ λ

∞
= ∫   

έχουµε 
2

2
2 0

( ) ( ) cos ,XX
XX

d k g k d
dk
γ λ λ λ λ

∞
= −∫  

έτσι ώστε   
2

2
0

( ){ ( )} XX

k

d kVar Y t
dk
γ

=

 
= −  

 
 

 

Εποµένως η Y(t) έχει πεπερασµένη διασπορά αρκεί η ( )XX kγ  να είναι παραγωγίσιµη 

δύο φορές στο σηµείο k=0, και τότε µόνο η εξίσωση (9.21) ισχύει. 

 

 

9.7.  Γραµµικά συστήµατα σε σειρά 
 

 Τα πλεονεκτήµατα χρησιµοποίησης των µεθόδων του πεδίου συχνοτήτων 

είναι επίσης φανερά όταν θεωρούµε δύο γραµµικά συστήµατα σε σειρά. Ένα 

παράδειγµα δύο γραµµικών συστηµάτων σε σειρά περιγράφεται στο Σχήµα 9.3. 

 

ΣΥΣΤΗΜΑ
Ι

ΣΥΣΤΗΜΑ
ΙΙ

x(t) y(t) z(t)

 
 

Σχήµα 9.3.  ∆ύο γραµµικά συστήµατα σε σειρά. 
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Μας ενδιαφέρει συχνά να υπολογίσουµε τις ιδιότητες του ολικού συστήµατος το 

οποίο είναι γραµµικό, όπου X(t) είναι η είσοδος και Z(t) είναι η έξοδος. Σηµειώνουµε 

τις κρουστικές συναρτήσεις απόκρισης και τις συναρτήσεις µεταφοράς των 

συστηµάτων Ι και ΙΙ µε h1(u), h2(u), H1(λ)  και H2(λ). Χρησιµοποιώντας την εξίσωση 

(9.17) βρίσκουµε 

 

Υ(λ) = H1(λ) Χ(λ)   και    Ζ(λ) =H2(λ) Υ(λ) = H1(λ) H2(λ) Χ(λ), 

 

όπου Χ(λ), Υ(λ) και Ζ(λ) είναι οι µετασχηµατισµοί Fourier  των Χ(t), Υ(t) και Ζ(t). 

Έτσι η ολική συνάρτηση µεταφοράς δίνεται από την σχέση  

 

Η(λ) = Η1(λ) Η2(λ) (9.22) 

 

Αν                  )(
11

1)()( λϕλλ ieG=Η     και        )(
22

2)()( λϕλλ ieG=Η  

 

τότε   1 2[ ( ) ( )]
1 2( ) ( ) ( ) iH G G e ϕ λ ϕ λλ λ λ +=  . 

 

Εποµένως η ολική συνάρτηση κέρδους είναι το γινόµενο των συναρτήσεων κέρδους 

των δύο συστηµάτων, ενώ η ολική φάση είναι το άθροισµα των φάσεων των δύο 

συστηµάτων. 

 Τα παραπάνω αποτελέσµατα µπορούν εύκολα να επεκταθούν στην κατάσταση 

όπου έχουµε k γραµµικά συστήµατα σε σειρά. 

 

 

9.8.  Σχεδιασµός φίλτρων. 
 

 Τα αποτελέσµατα της παραγράφου αυτής θα µας βοηθήσουν να 

κατανοήσουµε καλύτερα τις ιδιότητες των φίλτρων που αναφέραµε προηγουµένως. 

Όταν δίνεται µια χρονοσειρά, {Χt}, τα φίλτρα για την αφαίρεση της κλίσης είναι της 

µορφής 

 

∑ −=
k

ktkt XhY ,  
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και µπορούν να θεωρηθούν ως γραµµικά συστήµατα µε συνάρτηση µεταφοράς 

 

H λ h ek
k

iλk( ) .= ∑ −

 
 

Αν µία χρονοσειρά έχει φάσµα ισχύος  ( )XXg λ , τότε το φάσµα ισχύος της 

εξοµαλυµένης σειράς δίνεται από την σχέση 

 
2( ) ( ) ( )YY XXg G gλ λ λ=  (9.23) 

 

όπου G(λ) = |H(λ)|. 

 Πως πρέπει να αρχίσουµε για να εκλέξουµε ένα κατάλληλο φίλτρο για τη 

χρονοσειρά; Ο σχεδιασµός ενός φίλτρου απαιτεί την εκλογή των {hk} και εποµένως 

των Η(λ) και G(λ). ∆ύο τύποι ιδανικών φίλτρων περιγράφονται στο Σχήµα 9.4. Το 

φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων τελείως αφαιρεί τη µεταβολή σε υψηλές συχνότητες και 

το φίλτρο υψηλών συχνοτήτων αφαιρεί τελείως τη µεταβολή σε χαµηλές συχνότητες. 

 

 
 
Σχήµα 9.4.  ∆ύο τύποι  ιδανικών  φίλτρων  (α) ένα  φίλτρο  χαµηλών  συχνοτήτων και  (β) ένα 
φίλτρο υψηλών συχνοτήτων. 
 

 Αλλά ιδανικά φίλτρα του τύπου αυτού είναι αδύνατο να επιτύχουµε µε ένα 

πεπερασµένο σύνολο βαρών. Όσο µικρότερος είναι ο αριθµός των βαρών που 

χρησιµοποιούνται, τόσο χειρότερη θα είναι, εν γένει, η ιδιότητα αποκοπής του 

φίλτρου. Για παράδειγµα το διάγραµµα της συνάρτησης κέρδους ενός απλού µέσου 

όρου τριών διαδοχικών παρατηρήσεων (Σχ.9.2(γ)) είναι ένα φίλτρο χαµηλών 

συχνοτήτων αλλά έχει χειρότερη ιδιότητα αποκοπής από ένα ιδανικό φίλτρο χαµηλών 

συχνοτήτων (Σχ. 9.4(α)). 
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Ο τελεστής της διαφοράς, Υt =∆Χt=Χt - Χt-1 είναι  ένα φίλτρο  για  την  αφαίρεση της 

κλίσης.  Η συνάρτηση  µεταφοράς  αυτού  του φίλτρου δίνεται από την σχέση H(λ) = 

1-e-iλ, οπότε 

 ( ) 2(1 cos )G λ λ= − . 

 

 

Μία γραφική παράσταση 

της G(λ) δίνεται στο Σχ.9.5. Το 

φίλτρο αυτό είναι ένα φίλτρο 

υψηλών συχνοτήτων, αλλά η 

ιδιότητα αποκοπής είναι αρκετά 

φτωχή, και αυτό πρέπει να 

λαµβάνεται υπόψη όταν 

εργαζόµαστε µε τον τελεστή 

διαφοράς. 

 
 

Σχήµα 9.5.  Το διάγραµµα της συν. κέρδους για τον 
τελεστή διαφοράς. 

 

 

9.9.  Η αναγνώριση των γραµµικών συστηµάτων. 
 

 Μέχρι τώρα έχουµε θεωρήσει ότι η κατασκευή του γραµµικού συστήµατος 

που µελετούµε είναι γνωστή. Όταν δίνεται η κρουστική συνάρτηση απόκρισης ενός 

συστήµατος µπορούµε να υπολογίσουµε την έξοδο που αντιστοιχεί σε µία δεδοµένη 

είσοδο. 

 Πολλά προβλήµατα, όµως, που αντιστοιχούν στα γραµµικά συστήµατα είναι 

τελείως διαφορετικού τύπου. Συνήθως η κατασκευή του συστήµατος δεν είναι γνωστή 

και το πρόβληµα είναι ο προσδιορισµός της σχέσης µεταξύ εισόδου και εξόδου µε 

σκοπό να υπολογίσουµε τις ιδιότητες του συστήµατος. Αυτή η διαδικασία καλείται η 

αναγνώριση (identification) του συστήµατος. Τα συστήµατα που θα µελετήσουµε εδώ 

επηρεάζονται από θόρυβο όπως περιγράφεται στο Σχήµα 9.6. 

Ο θόρυβος αυτός µπορεί να µην είναι µία καθαρώς τυχαία διεργασία, αλλά 

συνήθως θεωρείται ότι είναι ασυσχέτιστος µε την είσοδο  Χ(t). Στην επόµενη 

παράγραφο θα δούµε πως η διαφασµατική ανάλυση µεταξύ της εισόδου και της 
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εξόδου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να βρούµε ένα εκτιµητή της συνάρτησης 

µεταφοράς ενός γραµµικού συστήµατος. 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΟ
ΣΥΣΤΗΜΑ

έξοδος
y(t)

είσοδος
x(t)

θόρυβος ε(t) 

 
 

Σχήµα 9.6.  Ένα γραµµικό σύστηµα µε προστιθέµενο θόρυβο. 

 

  

9.10.  Εκτίµηση της συνάρτησης µεταφοράς. 
 

 Θεωρούµε ότι έχουµε την περίπτωση του γραµµικού συστήµατος που 

περιγράφεται στο Σχήµα 9.6, όπου ο θόρυβος θεωρείται ότι είναι ασυσχέτιστος µε την 

είσοδο και ότι έχει µέση τιµή µηδέν.  

 Υποθέτουµε επίσης ότι έχουµε παρατηρήσεις για την είσοδο και την έξοδο για 

ένα χρονικό διάστηµα και ότι επιθυµούµε να βρούµε ένα εκτιµητή της συνάρτησης 

µεταφοράς του συστήµατος. Σηµειώνουµε µε h(u) και Η(λ) την κρουστική συνάρτηση 

απόκρισης και τη συνάρτηση µεταφοράς αντίστοιχα. 

 Η σχέση 2( ) ( ) ( )YY XXg G gλ λ λ=  δεν ισχύει λόγω της παρουσίας του θορύβου 

και εποµένως δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της συνάρτησης 

κέρδους. Θα υπολογίσουµε λοιπόν µία νέα σχέση η οποία θα στηρίζεται στη 

διαφασµατική συνάρτηση µεταξύ εισόδου και εξόδου. 

 Η εξίσωση που δίνει την έξοδο Υ(t), στην συνεχή περίπτωση, έχει τη µορφή 

 

0
( ) ( ) ( ) ( )Y t h u X t u du tε

∞
= − +∫  (9.24) 

 

Για µαθηµατική ευκολία θεωρούµε ότι Ε{Χ(t)}=0 και εποµένως Ε{Y(t)}=0. 

Πολλαπλασιάζοντας την (9.24) µε Χ(t-τ) και παίρνοντας τις µέσες τιµές βρίσκουµε 

 

0
( ) ( ) ( ) ,XY XXh u u duγ τ γ τ

∞
= −∫  (9.25) 
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επειδή  { ( ) ( )} 0.E t X tε τ− =  

 Η εξίσωση (9.25) είναι γνωστή ως η Wiener-Hopf ολοκληρωτική εξίσωση, και 

όταν δίνονται οι συναρτήσεις ( )XYγ τ  και ( )XXγ τ , µπορεί, εν γένει, να λυθεί και έτσι 

να υπολογίσουµε την κρουστική συνάρτηση απόκρισης, h(u). Αλλά είναι συχνά 

ευκολότερο να εργασθούµε µε την αντίστοιχη σχέση στο πεδίο συχνοτήτων. 

 Παίρνοντας τώρα το µετασχηµατισµό Fourier και στα δύο µέλη της (9.25) 

βρίσκουµε 

 

1( ) ( ) ( )
2π

i
XY XXg h u u due dλτλ γ τ τ

+∞ +∞ −

−∞ −∞
= −∫ ∫  

 

( ) ( )

0

1( ) ( )
2π

i t u i u
XY XXg h u u e d e duλ λλ γ τ τ

∞ +∞ − − −

−∞

 ⇒ = − 
 ∫ ∫  

 

( )

0
( ) ( ) ( ) ( ),i t u

XX XXg h u e du H gλλ λ λ
∞ − −= =∫  

 

 

 

 

(9.26) 

 

όπου ( )XYg λ  είναι η διαφασµατική συνάρτηση πυκνότητας µεταξύ της Χ(t) και της 

Υ(t), και ( )XXg λ  είναι το φάσµα ισχύος της Χ(t). Έτσι µία συνέλιξη στο πεδίο του 

χρόνου αντιστοιχεί σε ένα πολλαπλασιασµό στο πεδίο συχνοτήτων. 

Αν τώρα ˆ ( )XYg λ  και ˆ ( )XXg λ  είναι εκτιµητές των συναρτήσεων ( )XYg λ  και 

( )XXg λ  αντίστοιχα,  τότε ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )XY XXH g gλ λ λ= .       

Προφανώς, από τη σχέση αυτή µπορούµε να βρούµε εκτιµητές για τη 

συνάρτηση κέρδους και τη φάση.  Για τη συνάρτηση  κέρδους έχουµε 

 

ˆ ( ) ˆ ( )ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( )

XY XY

XX XX

g
G H

g g
λ α λλ λ
λ λ

= = = . 

 

 Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε τη διαφασµατική ανάλυση για να 

υπολογίσουµε τις ιδιότητες του θορύβου ε(t). Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη 

της (9.25) µε Υ(t-τ) και παίρνοντας µέσες τιµές βρίσκουµε 
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0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )YY XXh u h v v u dudv εεγ τ γ τ γ τ

∞ ∞
= + − +∫ ∫  

 

επειδή  οι Χ(t) και ε(t) είναι ασυσχέτιστες. 

 Αν πάρουµε τώρα τον µετασχηµατισµό Fourier  και στα δύο µέλη της 

παραπάνω εξισώσεως βρίσκουµε 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).YY XXg H H g gεελ λ λ λ λ= +  

 

Αλλά     22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YY XXH H G C g gλ λ λ λ λ λ= =   , 

οπότε 
2( ) ( ) 1 ( )YYg g Cεε λ λ λ = −  . (9.27) 

 

Ενας εκτιµητής λοιπόν για το φάσµα ισχύος της ε(t) δίνεται από τη σχέση 

 
2ˆˆ ˆ( ) ( ) 1 ( )YYg g Cεε λ λ λ = −  

. (9.28) 

 

 Από την εξίσωση (9.27)  βλέπουµε ότι, αν 2( ) 1C λ =  για όλα τα λ  τότε  

( ) 0gεε λ =  και εποµένως υπάρχει µία καθαρή γραµµική σχέση µεταξύ εισόδου και 

εξόδου. Αντίθετα, αν 2)(λC =0 για όλα τα λ τότε ( ) ( )YYg gεελ λ=  και εποµένως η 

έξοδος δεν συσχετίζεται γραµµικά µε την είσοδο. 

 Τα αποτελέσµατα της παραγράφου αυτής δεν µας δείχνουν µόνο πως να 

αναγνωρίσουµε ένα µοντέλο µε την βοήθεια της διαφασµατικής συνάρτησης 

πυκνότητας, αλλά µας βοηθούν επίσης στην ερµηνεία των συναρτήσεων που 

προέρχονται από τη διαφασµατική συνάρτηση  πυκνότητας, όπως η συνάρτηση  

κέρδους, η φάση και ο συντελεστής συνάφειας.  
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