
 
 
 

Κεφάλαιο 7 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΒΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΣΗΜΑΤΩΝ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ  
 

  

7.1.  Εισαγωγή 

 
Όλοι οι ζώντες οργανισµοί, από τα κύτταρα µέχρι τα διάφορα όργανα, 

παράγουν σήµατα βιολογικής προέλευσης. Τέτοια σήµατα µπορεί να είναι 

ηλεκτρικά(π.χ. η εκπόλωση ενός νευρικού κυττάρου ή του µύ της καρδιάς), µηχανικά 

(π.χ. ο ήχος που παράγεται από τις βαλβίδες της καρδιάς) ή χηµικά (π.χ. η ένωση 

PCO2 στο αίµα). Τα βιολογικά σήµατα αυτά µπορεί να παρουσιάζουν ενδιαφέρον στη 

διάγνωση, στην παρακολούθηση των ασθενών και στη βιοϊατρική έρευνα. 

Κατά τη διάρκεια της ζωής τους, οι ζώντες οργανισµοί παράγουν µία µεγάλη 

πληθώρα σηµάτων, τα οποία συχνά καλύπτονται από την παρουσία άλλων σηµάτων 

και από συνιστώσες θορύβου. Ο κύριος σκοπός της επεξεργασίας των βιολογικών 

σηµάτων είναι το ξεκαθάρισµα του σήµατος που µας ενδιαφέρει από τις συνιστώσες 

θορύβου και κατόπιν ο εντοπισµός των σηµαντικών χαρακτηριστικών που 

περιέχονται σ’ αυτό. Τέτοια χαρακτηριστικά πρέπει να είναι σηµαντικά στο 

σχεδιασµό των ιατρικών αποφάσεων όπως, για παράδειγµα, στην επίλυση ενός 

ιατρικού προβλήµατος ή στην κατανόηση της βασικής βιολογικής διεργασίας. 

Σύµφωνα µε την άποψη αυτή, ο σκοπός της επεξεργασίας των βιολογικών σηµάτων 

είναι η εξαγωγή της υπάρχουσας πληροφορίας και η απόκτηση γνώσης. 

 Η επεξεργασία των βιολογικών σηµάτων αποτελείται συνήθως από τέσσερις 

τουλάχιστον φάσεις: 

1. Ανάκτηση σηµάτων χρησιµοποιώντας µετρήσεις ή παρατηρήσεις 

2. Μετασχηµατισµός και ελάττωση των σηµάτων 

3. Υπολογισµός των χαρακτηριστικών των σηµάτων που είναι σηµαντικά από 

διαγνωστική άποψη 

4. Ερµηνεία ή ταξινόµηση των σηµάτων 
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 Στην πρώτη φάση της ανάκτησης των σηµάτων χρησιµοποιούµε µετατροπείς 

για να δηµιουργήσουµε ηλεκτρικά σήµατα των οποίων η επεξεργασία µπορεί να 

επιτευχθεί µε τη βοήθεια των υπολογιστών. Στη φάση αυτή τα χηµικά ή τα µηχανικά 

σήµατα µετατρέπονται σε ηλεκτρική µορφή τα οποία µπορούν να καταγραφούν µε 

ηλεκτρόδια. Επίσης είναι πολύ σηµαντικό να επιτύχουµε σήµατα µε χαµηλή 

διαταραχή, δηλ. ένα υψηλό λόγο σήµατος προς θόρυβο. Τέλος, στην ίδια φάση τα 

σήµατα µετατρέπονται σε ψηφιακά για να είναι δυνατή η επεξεργασία τους στον 

υπολογιστή. 

 Στη δεύτερη φάση επιθυµούµε να µετασχηµατίσουµε τα σήµατα µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να µπορέσουµε να εξάγουµε σηµαντικά χαρακτηριστικά στην τρίτη 

φάση. Τα σήµατα µερικές φορές περιέχουν πολύ περισσότερα δεδοµένα από ότι είναι 

απαραίτητο για να εξάγουµε χαρακτηριστικά που δίνουν σηµαντική πληροφορία. Για 

παράδειγµα, αν θέλουµε να διαγνώσουµε µπλοκάρισµα του κλάδου της αριστερής 

δέσµης (left bundle-branch block) από ένα ηλεκτροκαρδιογράφηµα (ECG), 

χρειαζόµαστε για την ανάλυση µόνο το ένα από τα τρία επάρµατα του ECG που 

καταγράφονται συνήθως. Για να διαγνώσουµε, όµως, ορισµένους τύπους καρδιακών 

αρρυθµιών, χρειάζονται µερικές φορές καταγραφές ECG πολλών ωρών. Επίσης 

µερικές φορές η ελάττωση των δεδοµένων χρησιµοποιείται για να αποµακρύνουµε τις 

συνιστώσες θορύβου µε κατάλληλο φιλτράρισµα.  

 Στην τρίτη φάση διακρίνουµε τα σηµαντικά χαρακτηριστικά που µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για τη λήψη περαιτέρω αποφάσεων. Τέτοια χαρακτηριστικά των 

σηµάτων πρέπει να έχουν ισχύ διαχωρισµού για να µπορούµε να εξακριβώσουµε αν ο 

ασθενής έχει την ασθένεια Α ή την ασθένεια Β ή αν υπάρχει µία µεταβολή στην 

εξέλιξη της ασθένειας. Τα σηµαντικά χαρακτηριστικά των σηµάτων ξεχωρίζονται µε 

τεχνικές επεξεργασίας σηµάτων. Μόλις εξαχθούν τα χαρακτηριστικά των σηµάτων 

χρησιµοποιούνται για τη λήψη αποφάσεων στη φάση της ερµηνείας. 

 Η φάση της ερµηνείας σχετικά µε την επεξεργασία των βιολογικών σηµάτων 

δεν διαφέρει ουσιαστικά από τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται στην αναγνώριση 

προτύπων ή σε άλλες µεθόδους διάγνωσης. Οι µέθοδοι αυτοί µπορεί να έχουν λογική 

βάση, να στηρίζονται σε τεχνικές στατιστικής ανάλυσης ή να είναι συνδυασµός 

κάποιων τεχνικών. 
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7.1.1.   Χαρακτηριστικά Βιολογικών Σηµάτων 
 

 Τα Βιολογικά Σήµατα παράγονται από βιολογικές διεργασίες που 

παρατηρούνται στην Ιατρική. Τέτοιες διεργασίες είναι πολύ πολύπλοκες και 

παρουσιάζουν δυναµικά χαρακτηριστικά. Τα βιολογικά σήµατα είναι συνήθως µία 

συνάρτηση του χρόνου και συµβολίζονται µε x(t), όπου x είναι η τιµή του σήµατος 

και t ο χρόνος. Μερικά σήµατα µπορούν να περιγραφούν µε λίγες παραµέτρους µόνο. 

Για παράδειγµα, µία ηµιτονοειδής κυµατοµορφή ορίζεται ως εξής : x(t)=Asin(ωt+φ). 

Μόνο τρεις παράµετροι, το πλάτος Α, η συχνότητα ω και η φάση φ αρκούν για να 

περιγραφεί πλήρως το σήµα x(t). Μόλις υπολογίσουµε τις παραµέτρους η 

κυµατοµορφή του σήµατος καθορίζεται πλήρως. Όµως, όταν το σήµα x(t) 

παραµορφώνεται από θόρυβο ∈(t), s(t) = x(t) + ∈(t), η συµπεριφορά του σήµατος 

µπορεί να περιγραφεί µόνο µε στατιστικές µεθόδους. Πλήρης πρόβλεψη της 

συµπεριφοράς του δεν είναι εφικτή. Τα βιολογικά σήµατα µπορούν σπάνια να 

περιγραφούν από λίγες παραµέτρους µόνο, οι οποίες, εν γένει, επηρεάζονται σε 

σηµαντικό βαθµό από το θόρυβο. Εάν οι βιολογικές διεργασίες που δηµιουργούν τα 

σήµατα βρίσκονται σε µία δυναµική κατάσταση, δηλ. αλλάζουν συνεχώς, η 

συµπεριφορά τους σπάνια µπορεί να προβλεφθεί επαρκώς. Οι παράµετροι που 

περιγράφουν τα σήµατα αλλάζουν συνεχώς. Για παράδειγµα, στην περίπτωση ενός 

ασθενούς που βρίσκεται στην εντατική, οι παράµετροι που περιγράφουν τη 

λειτουργία της καρδιάς και το κυκλοφορικό, τη λειτουργία των πνευµόνων και την 

αναπνοή, τις διάφορες χηµικές ουσίες του αίµατος και του ορµονικού συστήµατος 

µπορεί να µεταβάλλονται συνεχώς. Για το λόγο αυτό, τα σήµατα που παράγονται από 

τέτοιες διεργασίες αντανακλούν το δυναµικό και µη-στάσιµο χαρακτήρα αυτών των 

διεργασιών. 

 Μια ταξινόµηση των βιολογικών σηµάτων σύµφωνα µε την κυµατοµορφή και 

τη στασιµότητα σχετίζεται µε τον τύπο της διεργασίας από τον οποίο παράγονται, αν 

είναι δυναµικός ή όχι και αν παρουσιάζει µία επαναληπτική συµπεριφορά ή όχι. 

 

 

7.1.2.   Στοχαστικές ∆ιεργασίες 
 

 Με τον όρο «στοχαστική διεργασία» θεωρούµε ένα στατιστικό φαινόµενο το 

οποίο εξελίσσεται στο χρόνο σύµφωνα µε πιθανοκρατικούς νόµους. Στη µαθηµατική 
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ορολογία, η στοχαστική διεργασία ή ανέλιξη ορίζεται ως µία συλλογή τυχαίων 

µεταβλητών {x(t), t∈T}, όπου Τ είναι ένα σύνολο σηµείων στα οποία η διεργασία 

ορίζεται. Θα σηµειώνουµε την τυχαία µεταβλητή τη χρονική στιγµή t µε x(t) αν Τ 

είναι ένα συνεχές σύνολο (συνήθως +∞<<∞− t ) και xt αν Τ είναι ένα σύνολο 

διακριτών τιµών (συνήθως t=0, ±1, ±2,…). Επειδή το Τ είναι ένα σύνολο 

χρονοσηµείων η στοχαστική διεργασία είναι γνωστή µε την ονοµασία χρονοσειρά. 

Συνήθως µία χρονοσειρά ανήκει σε ένα άπειρο σύνολο χρονοσειρών που θα ήταν 

δυνατό να είχε παρατηρηθεί. Κάθε µέλος του συνόλου των χρονοσειρών αποτελεί µία 

δυνατή πραγµάτωση ή δειγµατοσυνάρτηση της στοχαστικής διεργασίας. Στις 

πρακτικές εφαρµογές σηµειώνουµε τη δειγµατοσυνάρτηση µε x(t) για 0 ≤ t ≤ T αν οι 

παρατηρήσεις είναι συνεχείς και µε xt για t=1, 2, …, Ν αν είναι διακριτές. 

Ένας τρόπος περιγραφής µιας χρονοσειράς είναι ο προσδιορισµός της από 

κοινού συνάρτησης κατανοµής των X(t1),X(t2),...,X(tn) για τις χρονικές στιγµές 

t1,t2,...,tn και για κάθε τιµή του n. Αλλά αυτό είναι πολύπλοκο και αποφεύγεται στην 

πράξη. Μία απλούστερη, περισσότερο χρήσιµη µέθοδος περιγραφής µιας 

χρονοσειράς είναι να υπολογίσουµε τις ροπές (moments) της χρονοσειράς, ειδικότερα 

την πρώτη ροπή και τη δεύτερη ροπή, οι οποίες είναι γνωστές ως µέση τιµή, 

διασπορά και συνδιασπορά της χρονοσειράς αντίστοιχα. 

Συγκεκριµένα έχουµε: 

(α) Η µέση τιµή, µ(t), ορίζεται ως εξής 

µ(t) = E{X(t)} 

(β) Η συνάρτηση διασποράς, σ2(t), ορίζεται από τη σχέση 

σ2(t) = Var {X(t)} 

(γ) Η συνάρτηση αυτοδιασποράς, γ(t1, t2), δίνεται από τον τύπο 

γ(t1,t2) = cov{X(t1), X(t2)} = E{[ X(t1) – µ(t1)][ X(t2) – µ(t2)]} 

(δ) Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης,  ρ(t1, t2),  δίνεται από τη σχέση 

( ) ( ) { } { }212121 ((,, txVartxVartttt γρ =  

 

Η συνάρτηση διασποράς είναι ειδική περίπτωση της συνάρτησης 

αυτοδιασποράς όταν θέσουµε t1=t2. Ροπές µεγαλύτερης τάξης µπορούν να ορισθούν 

µ’ έναν ανάλογο τρόπο, αλλά χρησιµοποιούνται αραιά στην πράξη, επειδή ο 

υπολογισµός των συναρτήσεων µ(t) και γ(t1,t2) είναι συχνά επαρκής. θα ασχοληθούµε 
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κυρίως µε στάσιµες χρονοσειρές που περιγράφονται κατωτέρω και θα δούµε πως 

µπορούν να εφαρµοσθούν στη µελέτη των βιολογικών σηµάτων. 

 

7.2.   Στάσιµες χρονοσειρές 

Μία σπουδαία οµάδα χρονοσειρών είναι εκείνες που είναι στάσιµες 

(stationary). Μία χρονοσειρά λέγεται αυστηρώς στάσιµη αν η από κοινού συνάρτηση 

κατανοµής (joint distribution) των X(t1),...,X(tn) είναι η ίδια µε την  από κοινού 

συνάρτηση κατανοµής των X(t1+τ),...,X(tn+τ) για όλα τα t1,t2,…,tn, τ. Με άλλα λόγια, 

µετατοπίζοντας την αρχή του χρόνου κατά µία ποσότητα τ δεν µεταβάλλουµε την από 

κοινού συνάρτηση κατανοµής των X(t1),...,X(tn), η οποία, γι’ αυτό το λόγο, πρέπει να 

εξαρτάται µόνο από τα διαστήµατα µεταξύ των t1,...,tn. Ο παραπάνω ορισµός ισχύει 

για κάθε τιµή του n. Ειδικότερα, εάν n=1, συνεπάγεται ότι η συνάρτηση κατανοµής 

της X(t) πρέπει να είναι ίδια για όλα τα t, έτσι ώστε 

 

µ(t) = µ   και   σ2(t) = σ2 

 

δηλ. η µέση τιµή και η διασπορά είναι σταθερές και δεν εξαρτώνται από την τιµή του 

t. Περαιτέρω, αν n=2, η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των X(t1) και X(t2) 

εξαρτάται µόνο από τη διαφορά t2-t1, η οποία καλείται καθυστέρηση (lag). Έτσι η 

συνάρτηση αυτοδιασποράς εξαρτάται µόνο από τη διαφορά t2-t1 και µπορεί να γραφεί 

ως εξής: 

γ(τ) = E{[X(t+τ)-µ][X(t)-µ]} 

 

Η συνάρτηση γ(τ) ονοµάζεται συνάρτηση αυτοδιασποράς µε καθυστέρηση τ. Όταν η 

µέση τιµή της χρονοσειράς είναι µηδέν τότε η συνάρτηση αυτοδιασποράς είναι 

γνωστή ως συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation function). 

H κανονικοποιηµένη συνάρτηση αυτοδιασποράς µας δίνει το συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης (autocorrelation coefficient), ο οποίος ορίζεται ως εξής : 

 

ρ(τ) = γ(τ) / γ(0) 
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Ο συντελεστής αυτός περιγράφει τη συσχέτιση µεταξύ των σηµείων X(t)   και X(t+τ) 

της χρονοσειράς, που απέχουν µεταξύ τους  τ  βήµατα. 

 

∆ευτέρας-τάξης στασιµότητα. Στην πράξη είναι συχνά χρήσιµο να ορίσουµε τη 

στασιµότητα µ’ ένα λιγότερο περιοριστικό τρόπο απ’ αυτόν που περιγράψαµε 

παραπάνω. Μια χρονοσειρά καλείται δευτέρας-τάξης στάσιµη (ή ασθενώς στάσιµη), 

αν η µέση τιµή είναι σταθερά και αν η αυτοδιασπορά εξαρτάται µόνο από την 

καθυστέρηση  (lag), έτσι ώστε 

 

Ε{X(t)}=µ   και   Cov{X(t+τ), X(t)}=γ(τ) 

 

Προϋποθέσεις για ροπές µεγαλύτερης τάξης απ’ αυτές της δευτέρας τάξης δε 

γίνονται. Από τον ορισµό αυτό συνεπάγεται ότι η διασπορά είναι σταθερά. Ακόµη 

πρέπει να σηµειωθεί ότι η µέση τιµή και η διασπορά είναι πεπερασµένες. 

 Η κανονική κατανοµή πολλών µεταβλητών είναι τελείως καθορισµένη από 

την πρώτη και δεύτερη ροπή, και εποµένως από τις συναρτήσεις µ και γ(τ). Η 

παρατήρηση αυτή δείχνει ότι η στασιµότητα δευτέρας τάξης συνεπάγεται αυστηρή 

στασιµότητα στην περίπτωση χρονοσειρών µε κανονικές κατανοµές. Όµως για 

χρονοσειρές που δεν ακολουθούν κανονικές κατανοµές, οι συναρτήσεις µ και γ(τ) 

µπορεί να µη  περιγράφουν επαρκώς τη χρονοσειρά. 

 

7.3.   Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουµε τις ιδιότητες του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης. Υποθέτουµε ότι η στάσιµη χρονοσειρά X(t) έχει µέση τιµή µ, 

διασπορά σ2, και συνάρτηση αυτοδιασποράς γ(τ). Τότε 

 

2

)(
)0(
)()(

σ
τγ

γ
τγτρ ==  

 

Ας σηµειωθεί ότι ρ(0)=1. 
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Πρώτη ιδιότητα: Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης είναι µία άρτια συνάρτηση ως 

προς την καθυστέρηση, δηλ. 

 

ρ(τ) = ρ(-τ) 

Από τον ορισµό της γ(τ) έχουµε 

 

γ(τ) = cov{X(t+τ), X(t)} = cov {X(t΄), X(t΄-τ)} = γ(-τ) (θέτουµε t΄=t+τ) 

 

και εποµένως συνεπάγεται ότι ρ(τ)=ρ(-τ). 

 

∆ευτέρα ιδιότητα: Για κάθε τιµή του τ έχουµε ότι  

 

| ρ(τ)| ≤ 1 

 

Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται αν λάβουµε υπόψη µας ότι 

 

Var [λ1X(t)+λ2X(t+τ)] ≥ 0 για όλες τις σταθερές λ1, λ2. 

 

Από τον ορισµό της διασποράς προκύπτει ότι : 

 

λ1
2
Var{X(t)}+λ2

2
{Var{X(t+τ)}+2λ1λ2cov{X(t), X(t+τ)}= 

 

(λ1
2
+λ2

2
)σ2+2λ1λ2γ(τ) ≥ 0 ⇒ λ1

2
+λ2

2
+λ1λ2[γ(τ)/σ

2] ≥ 0 ⇒ λ1
2
+λ2

2
+λ1λ2ρ(τ) ≥ 0 

 

Αν θεωρήσουµε ότι έχουµε ένα διώνυµο ως προς λ1, για να ισχύει η παραπάνω 

ανισότητα πρέπει η διακρίνουσα του διωνύµου να είναι µικρότερη ή ίση µε το µηδέν, 

δηλ. 

4ρ2(τ)-4 ≤ 0 ⇒ ρ2(τ) ≤ 1 ⇒ | ρ(τ)| ≤ 1 

 

Τρίτη ιδιότητα (Μη-µοναδικότητα): Για ένα συγκεκριµένο συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης αντιστοιχεί µόνο µία δυνατή στάσιµη χρονοσειρά µε κανονική 

κατανοµή, επειδή η στάσιµη κανονική χρονοσειρά είναι τελείως καθορισµένη από τη 

µέση τιµή, τη διασπορά και το συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Όµως, είναι πάντοτε 
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δυνατό να βρεθούν πολλές χρονοσειρές που δεν είναι κανονικές µε τον ίδιο 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης και αυτό δηµιουργεί µια περαιτέρω δυσκολία στην 

ερµηνεία του συντελεστή αυτοσυσχέτισης µιας χρονοσειράς. Οι Jenkins and Watts 

(1968, σελ. 170) δίνουν ένα παράδειγµα δύο διαφορετικών χρονοσειρών που έχουν 

τον ίδιο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

 

7.4.   Μερικές χρήσιµες χρονοσειρές 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε διάφορα µοντέλα που είναι κατάλληλα 

για την περιγραφή µιας χρονοσειράς. Αρχίζουµε µε την περιγραφή µίας καθαρώς 

τυχαίας διεργασίας. 

 

7.4.1.   Η καθαρώς τυχαία διεργασία 

 

Η διακριτή διεργασία { Zt } καλείται µία καθαρώς τυχαία διεργασία αν οι 

τυχαίες µεταβλητές Zt αποτελούν µία ακολουθία αµοιβαία ανεξαρτήτων τυχαίων 

µεταβλητών µε την ίδια κατανοµή. Από τον ορισµό προκύπτει ότι η µέση τιµή και η 

διασπορά είναι σταθερές  και ότι 

 

γ(k) = cov{ Ζt, Ζt+k } = 0 για k=±1, ±2,… 

 

Καθώς η µέση τιµή και η αυτοδιασπορά είναι ανεξάρτητες από το χρόνο, η 

διεργασία είναι δεύτερης τάξης στάσιµη. Στην πραγµατικότητα η διεργασία είναι 

επίσης και αυστηρώς στάσιµη. Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον τύπο 

 

ρ k( )  =  
            k = 0
            k = 1, 2,...

1
0 ± ±


  

 

Μία καθαρώς τυχαία διεργασία καλείται µερικές φορές λευκός θόρυβος 

(white noise) ιδιαίτερα από τους µηχανικούς. ∆ιεργασίες του τύπου αυτού είναι 

χρήσιµες σε πολλές περιπτώσεις, όπως, για παράδειγµα, στα µοντέλα κινητού µέσου 

όρου (moving average) που θα εξετάσουµε παρακάτω. 



 129

Υπάρχει µια αµφιβολία όσον αφορά στη δυνατότητα ύπαρξης µιας καθαρώς τυχαίας 

διεργασίας σε συνεχή χρόνο. Μια τέτοια διεργασία θα είχε ένα συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης που δίνεται από τον τύπο 

 

ρ k( )  =  
              k = 0
             k  0
1
0 ≠



  

 

και η οποία προφανώς δεν είναι συνεχής συνάρτηση. Μπορεί να αποδειχτεί ότι µια 

τέτοια διεργασία θα έχει άπειρη διασπορά, και εποµένως δεν είναι πραγµατικό 

φαινόµενο. Όµως, αποδεικνύεται ότι αποτελεί ένα χρήσιµο µαθηµατικό εργαλείο για 

θεωρητικούς σκοπούς, και επίσης είναι µια προσέγγιση ορισµένων διεργασιών που 

συµβαίνουν στην πράξη, όπως οι µεταβολές δυναµικού σ’ ένα αγωγό που οφείλονται 

σε θερµικό θόρυβο, και οι ωθήσεις που εξασκούνται σ’ ένα σωµατίδιο µετεωρούµενο 

σε υγρό κατά µήκος ενός δεδοµένου άξονα για την παραγωγή της κίνησης Brown. 

Ένας λευκός θόρυβος µπορεί να προσεγγιστεί από µία διεργασία σε συνεχή χρόνο µε 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης  ρ(τ) = e –λ|τ|. Η συνάρτηση αυτή γίνεται µικρή πολύ 

γρήγορα καθώς λ→ ∞ (Βλέπε Cox and Miller, 1968 ). 

 

7.4.2.   Τυχαίος δρόµος (random walk) 

 

Υποθέτουµε ότι { Zt } είναι µία διακριτή, καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση 

τιµή µ και διασπορά σz2. Μία χρονοσειρά {Xt} λέγεται ότι είναι τυχαίος δρόµος  αν 

 

Xt = Xt-1+Zt 

 

Επειδή η χρονοσειρά Xt συνήθως αρχίζει στο µηδέν θα έχουµε ότι 

∑
=

==
t

i
tt ZXZX

1
11 και  

Από τις σχέσεις αυτές βρίσκουµε ότι 

 

{ } { }E X tµ        tσt z= =και     Var X t
2
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Καθώς η µέση τιµή και η διασπορά µεταβάλλονται µε το χρόνο t, η 

χρονοσειρά δεν είναι στάσιµη. Όµως είναι ενδιαφέρον να σηµειώσουµε ότι οι πρώτες 

διαφορές ενός τυχαίου δρόµου, που δίνονται από τη σχέση 

 

Zt = Xt − Xt-1 

 

σχηµατίζουν µία καθαρώς τυχαία διεργασία, η οποία ως γνωστό είναι στάσιµη. 

 Τα πιο γνωστά παραδείγµατα χρονοσειρών που συµπεριφέρονται ως τυχαίοι 

δρόµοι είναι ορισµένα προβλήµατα στην κατεύθυνση της βιοπληροφορικής καθώς 

και οι τιµές των µετοχών. 

 

7.4.3.   Μοντέλα κινητού µέσου όρου 

 

Υποθέτουµε ότι { Zt } είναι µία καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση τιµή 0 και 

διασπορά σz
2 . Η χρονοσειρά { Χt } θα λέµε ότι περιγράφεται από ένα µοντέλο 

κινητού µέσου όρου τάξης q, MA(q) αν 

 

Xt = β0 Zt + β1 Zt-1 +…+ βq Zt-q (7.1)

      

  

όπου { βi } είναι σταθερές. Οι µεταβλητές Zt συνήθως λαµβάνονται µε τέτοιο τρόπο 

έτσι ώστε β0 = 1. Προκύπτει αµέσως από την (7.1) ότι 

 

E X Var X βt t ι
j

q

{ } { }=
=
∑0 2

0

και = σz
2

 
 

επειδή οι µεταβλητές Zt είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Επίσης έχουµε: 

 

γ( κ ) = cov{ Xt  Xt+k } = cov( β0 Zt +…+ βq Zt–q ,  β0 Zt+k +…+ βq Zt+k–q ) 
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Καθώς η γ( k ) δεν εξαρτάται από το χρόνο t, και η µέση τιµή είναι σταθερά, η 

χρονοσειρά είναι δεύτερης – τάξης στάσιµη για όλες τις τιµές των { βi }. Επιπλέον αν 

οι µεταβλητές Zt ακολουθούν µία κανονική κατανοµή, την ίδια κατανοµή 

ακολουθούν και οι µεταβλητές Xt, και εποµένως έχουµε µία κανονική κατανοµή 

τελείως καθορισµένη από τη µέση τιµή και τη συνάρτηση διασποράς. Η χρονοσειρά 

είναι τότε αυστηρώς στάσιµη. 

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για ένα µοντέλο MA(q) δίνεται από τη σχέση: 

( )



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Ας σηµειωθεί ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης κόβεται απότοµα στην 

καθυστέρηση q, το οποίο είναι ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των MA µοντέλων. 

Ειδικότερα για το MA(1) µοντέλο µε  β0  = 1  ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται 

από τον τύπο: 

( )ρ β β

διαφορετικα

k = + ±









1
11 1

2

                    k = 0
   k = 1

0                   
 ( )

 
 

Παρότι δεν υπάρχουν περιορισµοί στις παραµέτρους { βi } για να είναι το MA 

µοντέλο στάσιµο, οι Box and Jenkins (1970, σελ. 50) προτείνουν περιορισµούς στις 

παραµέτρους { βi } για να εξασφαλίσουν αυτό που αποκαλούν αντιστρεψιµότητα. 

Θεωρούµε τα εξής MA µοντέλα πρώτης-τάξης: 
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I.  Xt = Zt +θZt-1 και ΙΙ.  Xt = Zt +(1/θ)Zt-1 

 

Μπορεί να δειχτεί εύκολα ότι αυτά τα δύο διαφορετικά µοντέλα έχουν ακριβώς τον 

ίδιο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Έτσι δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα MA 

µοντέλο µοναδικά από ένα δεδοµένο συντελεστή αυτοσυσχέτισης. Αν όµως  

εκφράσουµε τα µοντέλα Ι και ΙΙ θέτοντας τις µεταβλητές Zt σαν συναρτήσεις των Xt ,  

Xt-1 ,…, τότε βρίσκουµε µε διαδοχικές αντικαταστάσεις ότι: 

 

 I.    Zt = Xt  – θXt–1  + θ2Χt–2 –… 

 ΙΙ.  Z t= Xt  – (1/θ)Xt–1 +(1/θ2)Χt–2 –… 

 

Αν  |θ| < 1, η σειρά Ι συγκλίνει ενώ η σειρά ΙΙ δεν συγκλίνει. Έτσι το σωστό 

µοντέλο είναι το µοντέλο Ι. Επίσης αν  |θ| < 1, το µοντέλο Ι λέµε ότι είναι 

αντιστρέψιµο, ενώ το µοντέλο ΙΙ δεν είναι. Η επιβολή της συνθήκης 

αντιστρεψιµότητας εξασφαλίζει ότι υπάρχει ένα µοναδικό µοντέλο για ένα δεδοµένο 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

 Η εξίσωση (7.1) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

Xt = (β0 + β1 Β +…+ βq Β
q)Zt = Γ(Β)Zt 

 

όπου Γ(Β) είναι ένα πολυώνυµο τάξης q ως προς Β, και Β είναι ο τελεστής που 

µεταθέτει προς τα πίσω, δηλ. B jXt = Xt–j για όλα τα j. Ένα µοντέλο τάξης q είναι 

αντιστρεπτό αν οι ρίζες της εξισώσεως (θεωρούµε το Β ως µία µιγαδική µεταβλητή 

και όχι ως ένα τελεστή): 

Γ(Β) = β0 + β1 Β +…+ βq B
q
 = 0 

 

όλες βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. 
Σηµειώνουµε επίσης ότι µία αυθαίρετη σταθερά µ µπορεί να προστεθεί στη δεξιά 

µεριά της εξισώσεως (7.1) στην περίπτωση που η χρονοσειρά µας έχει µέση τιµή µ . 

Αυτό δεν επηρεάζει το συντελεστή αυτοσυσχέτισης και έχει παραλειφθεί για 

απλούστευση. 
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7.4.4.   Αυτοπαλινδροµικά µοντέλα (Autoregressive models) 

 

Υποθέτουµε ότι { Zt } είναι µία καθαρώς τυχαία διεργασία µε µέση τιµή 0 και 

διασπορά 2
zσ . Τότε µία χρονοσειρά { Xt }  περιγράφεται από ένα αυτοπαλινδροµικό 

µοντέλο τάξης  p αν  

    

Xt = α1 Xt–1 +…+ αp Xt–p + Zt (7.2)

 

Αυτό το µοντέλο οµοιάζει µε ένα πολλαπλό  παλινδροµικό µοντέλο, αλλά η 

µεταβλητή Xt δεν εξαρτάται από άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές αλλά από 

προηγούµενες τιµές του Xt . Ένα αυτοπαλινδροµικό µοντέλο τάξης p µπορεί να 

γραφεί µε σύντοµο τρόπο σαν ένα AR(p) µοντέλο. 

 

7.4.4.1.   Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο πρώτης-τάξης 

 

Για απλούστευση, αρχίζουµε µε την εξέταση του AR (1) µοντέλου. Η εξίσωση 

του µοντέλου δίνεται από τη σχέση: 

 

Xt = α Xt–1 +Zt (7.3)

 

Μετά από διαδοχικές αντικαταστάσεις στην (7.3) έχουµε 

 

Xt = α[αXt–2 + Zt–1 ] + Zt = α2[αXt–3  + Zt–2 ]+ αZt–1 +Zt =… 

=Zt +αZt–1 +α
2Zt–2 +… (αρκεί –1 < α < 1 ) 

 

δηλ. η χρονοσειρά Xt µπορεί να εκφραστεί ως ένα MA µοντέλο άπειρης τάξης. 

 Αντί να  χρησιµοποιήσουµε διαδοχικές αντικαταστάσεις στον παραπάνω 

υπολογισµό, είναι απλούστερο να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο µε τον τελεστή Β που 

µεταθέτει προς τα πίσω. Στην περίπτωση αυτή η σχέση (7.3) παίρνει την εξής µορφή: 

 

(1-αB)Xt = Zt ,   έτσι ώστε 
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Xt = (1-αB)–1 Zt = (1+αB+α2B2+…)Zt = Zt +αZt-1 +α
2Zt–2 +… 

 

Από τη σχέση αυτή είναι εύκολο να βρούµε ότι 

 

E{ Xt } = 0   και   Var{ Xt } = σz
2
(1+α2 +α4 +…) 

 

Η διασπορά θα είναι πεπερασµένη αρκεί  | a | < 1 οπότε 

 

{ } ( ) 222 1 xztXVar σασ =−=  

 

Η συνάρτηση αυτοδιασποράς υπολογίζεται από την εξής σχέση 

 

( ) { }γ α α σ αα          k 0k E X X E Z Zt t k
i

t i
i

j
t k j

j
z

i k i

i
= =























= ∀ ≥+ −

=

∞

+ −
=

∞
+

=

∞

∑ ∑ ∑
0 0

2

0  
 

Η συνάρτηση αυτή συγκλίνει για | a | < 1 οπότε έχουµε 

 

γ(k)= αk[ 2
zσ /(1–a2)] = ak 2

xσ  

 

Για αρνητικές τιµές του k θα ισχύει ότι  γ(k)= γ(–k). 

 Επειδή η συνάρτηση γ( k ) δεν εξαρτάται από το χρόνο t, µία χρονοσειρά Xt που 

περιγράφεται   από  ένα  AR(1)  µοντέλο  θα  είναι δεύτερης - τάξης  στάσιµη,  αρκεί  

| a | < 1.  

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από την εξής σχέση: 

 

ρ( k )=a| k|     ( k=0, ±1, ±2,…) 

 

Η απόλυτη τιµή στον εκθέτη δικαιολογείται από το γεγονός ότι η ρ( k ) είναι άρτια 

συνάρτηση. 

 Ο υπολογισµός του συντελεστή αυτοσυσχέτισης είναι δυνατό να γίνει µε ένα 

διαφορετικό τρόπο αν θεωρήσουµε εκ των προτέρων ότι η χρονοσειρά είναι στάσιµη 
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µε µέση τιµή 0. Πολλαπλασιάζοντας την (7.3) µε Xt–k και παίρνοντας µέσες τιµές 

βρίσκουµε για κάθε  k > 0,  ότι  

 

γ(–k)= aγ(–k+1) 

 

Θεωρήσαµε ότι  E{ Zt Xt-k }= 0  για κάθε  k > 0. 

Επειδή η  γ(k)  είναι µία άρτια συνάρτηση, πρέπει επίσης να ισχύει ότι 

 

γ(k)= aγ(k–1)    για κάθε k > 0 

 

Για  k=0  έχουµε  γ(0)= 2
xσ    και εποµένως  γ(k)= ak 2

xσ   (k ≥ 0) .  Ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτισης θα δίνεται από τη σχέση  ρ(k)= ak  για κάθε  k≥  0. Επιπλέον επειδή 

|ρ(k)|≤1,  έχουµε ότι |a |≤1. Αλλά αν |a |=1,  τότε |ρ(k)|=1 για όλα τα k, η οποία 

είναι µία εκφυλισµένη περίπτωση. Εποµένως για µία κατάλληλη στάσιµη 

χρονοσειρά πρέπει να ισχύει ότι |a |<1. 

 

 
 

 

Σχήµα 7.1. Τρία παραδείγµατα συντελεστών αυτοσυσχέτισης ενός 
αυτοπαλινδροµικού AR (1) µοντέλλου  (a) a=0.8 (b) a=0.3 και  (c) a= –0.8. 
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 Η παραπάνω µέθοδος επίτευξης του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

χρησιµοποιείται συχνά, παρ’ ότι χρειάζεται την προϋπόθεση της συνθήκης 

στασιµότητας. 

 Τρία παραδείγµατα για το συντελεστή αυτοσυσχέτισης µιας σειράς που 

περιγράφεται από ένα AR(1) µοντέλο δίνονται στο Σχ.7.1 για a= 0.8, 0.3, -0.8. Είναι 

φανερό ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης µικραίνει γρήγορα για a = 0.3 και 

εναλλάσσεται όταν το a είναι αρνητικό. 

 

7.4.4.2.   Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο δεύτερης-τάξης 

 

Το µοντέλο αυτό δίνεται από την  εξής εξίσωση 

 

Xt = α1 Xt–1 +α2Xt–2 + Zt (7.4) 

    

Χρησιµοποιώντας  τον  τελεστή  που  µεταθέτει  προς  τα  πίσω  βρίσκουµε  

 

tt ZX =−− )1( 2
21 χαβα  ή   ( ) ttt ZBfZBX  )(-1

12
21 =Β−=

−
αα , 

 

όπου f(B)=(1–α1B–α2B2)
– 1

=1+c1B+c2B2+… 

Η σχέση µεταξύ των παραµέτρων α  και  c  είναι  εύκολο  να  υπολογιστεί  

Έχοντας  εκφράσει  την  Xt  σαν  ένα  MA  µοντέλο  βρίσκουµε  ότι  E{Xt}=0 .  

Η  διασπορά  είναι  πεπερασµένη  αρκεί  το  άθροισµα  ci
i

2

0=

∞

∑  να  συγκλίνει  

και  αυτό  είναι  µία  αναγκαία  συνθήκη  η  χρονοσειρά  να  είναι  στάσιµη .  Η  

συνάρτηση  αυτοδιασποράς  δίνεται  από  τη  σχέση :  

 

( )γ σ οπουk c c cz i i k
i

= =+
=

∞

∑2

0
0 1( )
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Μία ικανή συνθήκη γι’ αυτή τη συνάρτηση να συγκλίνει, και εποµένως  η  

χρονοσειρά  να  είναι  στάσιµη ,  είναι η σειρά | |ci
i=

∞

∑
0

  να συγκλίνει. 

 Ένας εναλλακτικός τρόπος είναι να θεωρήσουµε ότι η χρονοσειρά είναι 

στάσιµη και να πολλαπλασιάσουµε την (7.4) µε Xt–k , να πάρουµε µέσες τιµές και να 

διαιρέσουµε µε 2
xσ  υποθέτοντας ότι η διασπορά της Xt είναι πεπερασµένη. Στην 

περίπτωση αυτή, επειδή ρ( k )=ρ( –k ) για όλα τα k, βρίσκουµε ότι 

 

ρ(k)=α1 ρ(k–1)+α2 ρ(k–2)  για κάθε   k > 0  

 

Η εξίσωση αυτή καλείται εξίσωση Yule - Walker. Η γενική λύση της εξίσωσης που 

είναι µία εξίσωση διαφορών δίνεται από τη σχέση 

  

ρ(k)=Α1 π1
| k|  +A2 π2

| k|
 (7.5)

     

όπου { π i },  i=1, 2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

 

y2 – a1 y – a2 = 0 

 

Οι σταθερές { Ai } λαµβάνονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιούν την αρχική 

συνθήκη  ρ(0)=1.  

Από την (7.5) είναι φανερό ότι η  ρ( k ) τείνει στο µηδέν καθώς το k αυξάνει, αρκεί τα  

| πi | < 1  ( i=1, 2 ),  και αυτό είναι µία αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι η 

χρονοσειρά στάσιµη. 

 Από την εξίσωση  y2 – a1 y – a2 = 0,  αν  | πi | < 1,  i  = 1, 2 έχουµε: 

 

α α α1 1
2

24
2

1
± +

<
 

 

Μπορεί να δειχτεί ότι η περιοχή στην οποία η χρονοσειρά είναι στάσιµη είναι µία 

τριγωνική περιοχή που ικανοποιεί τις σχέσεις: 
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Οι ρίζες π1 , π2  είναι πραγµατικές αν α1
2

 + 4α2 ≥ 0, οπότε ο συντελεστής 

αυτοσυσχέτισης  ελαττώνεται  εκθετικά µε το  k, ενώ οι   ρίζες   είναι  µιγαδικές αν 
2
1α + 4α2 < 0  οπότε βρίσκουµε ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης είναι ένα 

αποσβεννύµενο συνηµιτονοειδές κύµα. Όταν οι ρίζες είναι πραγµατικές ή µιγαδικές 

οι σταθερές Α1 , Α2   υπολογίζουµε ως εξής: 

Επειδή  ρ(0) = 1  έχουµε Α1 +Α2 =1. 

Επιπλέον από την εξίσωση Yule-Walker έχουµε 

ρ(1)=α1 ρ(0) + α2 ρ(–1)= α1  + α2 ρ(1) ⇒  ρ(1)=α1 /(1-α2)=Α1 π1 +A2 π2 

 ⇒ ρ(1) = Α1 π1 +(1–A1 ) π2 = α1 /(1-α2) 

 

Εποµένως 

Α1

1

2
2

1 2
2 1

1
1=

−
−











−
= −

α
α

π

π π
και A A

 

 

Ένας ισοδύναµος τρόπος έκφρασης της συνθήκης στασιµότητας είναι να θεωρήσουµε 

ότι οι ρίζες της εξίσωσης  

 

Η(Β)=1-α1Β –α2Β2=0 

 

βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. 

 

7.4.4.3.  Το αυτοπαλινδροµικό µοντέλο τάξης p 

 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του µοντέλου δίνεται από τη σχέση: 

 

Xt = α1 Xt–1 + α2Xt–2 +…+αp Xt–p + Zt 
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Χρησιµοποιώντας τα επιχειρήµατα που παραθέσαµε για το µοντέλο AR(2) βρίσκουµε 

ότι 

 

ρ(k)=α1 ρ(k–1)+…+αp ρ(k–p)      για κάθε    k > 0 

 

Η λύση της εξίσωσης αυτής έχει τη µορφή 

 

ρ(k)=Α1 π1
| k|  +…+Ap πp

| k|
 

 

όπου {πi } είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

 

y p – a1 y
 p–1 –…– a p = 0 

 

Οι σταθερές { Ai } εκλέγονται για να ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες που 

εξαρτώνται από τη σχέση  ρ(0) = 1. Έτσι έχουµε  1
1

=∑
=

p

i
iA   και οι πρώτες (p-1) Yule 

- Walker εξισώσεις  µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό των σταθερών 

{ Ai } χρησιµοποιώντας ότι ρ(0) = 1 και ρ(k) = ρ(-k). Για να είναι η χρονοσειρά µας 

στάσιµη, πρέπει οι ρίζες της εξίσωσης 

 

H(B) = 1–a1 B –…–ap B p = 0 

 

να βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. Αυτή είναι µία αναγκαία και ικανή 

συνθήκη. 

 Για απλούστευση έχουµε θεωρήσει µόνο χρονοσειρές µε µέση τιµή 0, αλλά 

χρονοσειρές µε µη - µηδενικές µέσες τιµές µπορούν να εξετασθούν αν γράψουµε την 

(7.2) στη µορφή 

 

Xt – µ = α1 (Χt–1 – µ)+…+ αp (Χt–p – µ)+Zt 

 

Αυτό δεν επηρεάζει το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 
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7.4.5.   Μικτά µοντέλα (mixed models) 

Μία χρήσιµη οµάδα µοντέλων για χρονοσειρές είναι επίσης εκείνη που σχηµατίζεται 

µε το συνδυασµό των MA  και  AR µοντέλων. Ένα µικτό αυτοπαλινδροµικό µοντέλο 

κινητού µέσου όρου που περιέχει  p  AR όρους και  q  MA  όρους (συντοµογραφία 

ARMA (p, q) µοντέλο) λέγεται ότι είναι τάξης (p, q). Το µοντέλο αυτό δίνεται από τη 

σχέση: 

   

Xt = α1 Xt–1 +…+αpXt–p + Zt + β1 Zt–1 +…+ βq Ζt–q (7.6)

 

Χρησιµοποιώντας το τελεστή που µεταθέτει προς τα πίσω µπορούµε να γράψουµε τη 

σχέση (7.6) στη µορφή 

 

Η(Β)Xt = Γ(Β)Ζt 

 

όπου H(B), Γ(Β) είναι πολυώνυµα  p, q  τάξης αντίστοιχα, έτσι ώστε 

 

H(B) = 1–a1 B –…–ap B
p     και    Γ(Β)= 1+β1 B +…+ βq Bq 

 

Οι τιµές των {αi } που κάνουν τη διεργασία στάσιµη είναι τέτοιες ώστε οι ρίζες του 

H(B)=0 να βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο. Οι τιµές των {βi  } που κάνουν τη 

διεργασία αντιστρεπτή είναι τέτοιες ώστε οι ρίζες της εξίσωσης Γ(Β)=0 να 

βρίσκονται έξω  από το µοναδιαίο κύκλο. 

 Είναι αλγεβρικά πολύ κοπιαστικό να υπολογίσουµε το συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης ενός ARMA µοντέλου και γι’ αυτό δεν θα συζητηθεί εδώ. 

Η σπουδαιότητα των ARMA µοντέλων βρίσκεται στο γεγονός ότι οι στάσιµες 

χρονοσειρές µπορούν συχνά να περιγραφούν µε ένα ARMA µοντέλο που περιέχει 

λιγότερες παραµέτρους από ότι ένα MA ή AR µοντέλο. 
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7.5.   Εκτίµηση του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

 Εξετάζουµε πρώτα έναν εκτιµητή της συνάρτησης αυτοδιασποράς. Η 

συνάρτηση αυτοδιασποράς µε καθυστέρηση k για ένα δείγµα µεγέθους Ν δίνεται από 

τη σχέση 

( )( )∑
−

=
+ −−=

kN

t
kttk xxxx

N
c

1

1  
(7.7)

 

 Η συνάρτηση αυτή είναι ο συνήθης εκτιµητής της θεωρητικής συνάρτησης 

αυτοδιασποράς µε καθυστέρηση k, γ(k). 

΄Εχοντας εκτιµήσει τη συνάρτηση αυτοδιασποράς, ορίζουµε ως εκτιµητή της 

συνάρτησης αυτοσυσχέτισης ρ(k) το εξής πηλίκο 

 

r
c
ck

k=
0  

(7.8)

 

Θα εξετάσουµε τις ιδιότητες του εκτιµητού rk όταν λαµβάνουµε ένα δείγµα από µία 

καθαρώς τυχαία διεργασία. Αυτό σηµαίνει ότι η θεωρητική συνάρτηση 

αυτοδιασποράς γ(k) είναι µηδέν, εκτός εάν η καθυστέρηση είναι µηδέν (k=0). Το 

αποτέλεσµα αυτό είναι πολύ χρήσιµο επειδή µας δίνει τη δυνατότητα να 

αποφασίσουµε αν οι παρατηρούµενες τιµές του rk από µία δοθείσα χρονοσειρά είναι 

σηµαντικά διάφορες του µηδενός. 

 Υποθέτουµε ότι οι µεταβλητές x1 , …, xN είναι ανεξάρτητες και έχουν την ίδια 

κατανοµή µε αυθαίρετη µέση τιµή. Τότε µπορεί να δειχθεί ότι  

 

{ }
N

rE k
1

−=   και    { }
N

rVar k
1

≅  
(7.9)

 

και ότι οι εκτιµητές rk ακολουθούν ασυµπτωτικά µία κανονική κατανοµή κάτω από 

ορισµένες προϋποθέσεις. Έτσι, έχοντας σχεδιάσει το συσχετόγραµµα, µπορούµε να 

σχεδιάσουµε προσεγγιστικά τα 95% όρια εµπιστοσύνης στα σηµεία 
NN
21

±− , τα 

οποία επιπλέον προσεγγίζονται στα σηµεία 
N
2

±  για µεγάλο Ν. Παρατηρούµενες 
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τιµές των εκτιµητών rk που βρίσκονται έξω από τα όρια αυτά είναι σηµαντικά 

διάφορες του µηδενός σε επίπεδο 5%. Παρ’ όλα αυτά όταν ερµηνεύουµε το 

συσχετόγραµµα, πρέπει να έχουµε υπόψη µας ότι η ολική πιθανότητα να πάρουµε ένα 

συντελεστή έξω από τα όρια εµπιστοσύνης, όταν δίνεται ότι τα δεδοµένα είναι 

πραγµατικώς τυχαία, αυξάνει µε τον αριθµό των συντελεστών συσχέτισης rk που 

παραστάθηκαν γραφικώς. Για παράδειγµα, όταν οι πρώτες 20 τιµές των rk 

παριστάνονται γραφικά τότε κανείς αναµένει µία σηµαντική τιµή ακόµη κι αν τα 

δεδοµένα είναι τυχαία. Έτσι, αν µόνο ένας ή δύο συντελεστές είναι σηµαντικοί, το 

µέγεθος και η καθυστέρηση των συντελεστών πρέπει να ληφθεί υπόψη όταν 

αποφασίζουµε ότι ένα σύνολο δεδοµένων είναι τυχαίο. Τιµές αρκετά έξω από τα όρια 

εµπιστοσύνης δείχνουν ότι τα δεδοµένα δεν είναι τυχαία. 

 
Σχήµα 7.2. Το συσχετόγραµµα 100 ανεξαρτήτων παρατηρήσεων που ακολουθούν 
µία κανονική κατανοµή. 
 

Το Σχήµα 7.2. δείχνει το συσχετόγραµµα 100 παρατηρήσεων, οι οποίες υποτίθεται  

ότι είναι ανεξάρτητες και έχουν την ίδια κανονική κατανοµή. Τα όρια εµπιστοσύνης 

δίνονται προσεγγιστικά από τις τιµές 2.0
100
2

±=± . ∆ιακρίνουµε ότι 2 από τις 20 

τιµές των συντελεστών συσχέτισης rk βρίσκονται µόλις έξω των ορίων εµπιστοσύνης. 

Καθώς αυτές οι τιµές συµβαίνουν σε αυθαίρετες καθυστερήσεις (12 και 17) 

καταλήγουµε ότι δεν υπάρχει ένδειξη να απορρίψουµε την υπόθεση ότι οι 

παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες. 
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7.6.   Παραδείγµατα 

1.  Να δειχθεί ότι η χρονοσειρά Xt = acos(ωt+θ) είναι δεύτερης - τάξης στάσιµη όταν 

θεωρήσουµε ότι a είναι µία σταθερά, ω είναι επίσης µία σταθερά στο διάστηµα (0, 

π) και θ είναι µία τυχαία µεταβλητή µε µία οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

(0, 2π). (Η µεταβλητή θ θεωρείται σταθερή για µία απλή πραγµάτωση) 

 

Λύση: 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής θ δίνεται από τον τύπο: 

 

p(θ) = 1 / 2π ,    0 < θ <2π 

 

Η µέση τιµή της µεταβλητής Xt  µπορεί να υπολογισθεί τώρα ως εξής: 

 

{ } ( ) ( ) ( )[ ]E X a t θ a a t tt ωt

ωt
= + = = + − =∫ ∫

+

2 2 2
2 0

0

2 2

π
ω

π
φ φ

π
π ω ω

π
cos cos sin sin

π
 dθ  d

 

( θέσαµε φ = ωt+θ ) 

 

Επίσης βρίσκουµε ότι 

 

{ } ( ) ( )

( )

( ) ( )

E X X
a

t θ s θ

a
t θ s θ

a
t s

a
t s

t s = + + =

− =

= + = −

∫

∫

2

0

2

2

0

2

2 2

2

2

2 2

π
ω ω

π
ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

π

π

cos cos

( cos cos cos cos

cos cos cos

 dθ

- sin t sinθ)  sin s sinθ  dθ

sin t sin s
 

 

Από τις σχέσεις αυτές συνεπάγεται ότι η χρονοσειρά είναι δεύτερης - τάξης στάσιµη. 

Επειδή η θ θεωρείται σταθερά  για µία απλή πραγµάτωση, αν εκτιµηθεί µία φορά 

από υπάρχουσες τιµές της Xt , τότε όλες οι επόµενες τιµές της Xt θα είναι τελείως 

καθορισµένες. Είναι λοιπόν φανερό ότι το παραπάνω µοντέλο ορίζει µία καθαρώς 

καθορισµένη διεργασία. Αναφέρουµε, στο σηµείο αυτό, ότι όλες οι στάσιµες 

διεργασίες που ορίζονται από τα ARMA µοντέλα είναι καθαρώς µη - καθορισµένες 

(non - deterministic ή probabilistic) διεργασίες. 
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Η χρονοσειρά Xt , όπως ορίζεται παραπάνω, γίνεται πιο ενδιαφέρουσα και 

δεν είναι πλέον καθαρώς καθορισµένη αν προσθέσουµε ένα τυχαίο σφάλµα (µία 

καθαρώς τυχαία διεργασία) ως εξής: 

      

Xt = acos(ωt+θ)+Zt (7.10)

    

Το µοντέλο αυτό περιγράφει µία συνηµιτονοειδή ταλάντωση µε περιοδικότητα ω. 

 

2.   Να δειχθεί ότι για µία ΜΑ(1) ανέλιξη ρ(1)≤1/2. 

 Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης ρ(1) µιας ΜΑ(1) ανέλιξης δίνεται από τη 

σχέση 21
)1(

θ
θρ
+

= . Επειδή θθ 21 2 ≥+  συνεπάγεται ότι  

 

2
1

2
)1( =≤

θ
θρ  

  

3.   ∆ίνεται το µοντέλο 2211 −− ++= tttt zzzx θθ . 

(α)  Αν οι ρίζες της εξίσωσης 01 2
21 =++ BB θθ  είναι µιγαδικές, δηλ. της µορφής 

φα ie−  και φα ie , να βρεθεί για ποια τιµή του α το µοντέλο είναι αντιστρέψιµο. 

(β)  Να δειχθεί ότι οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης ρ(1) και ρ(2) δίνονται από τις 

σχέσεις : 

( ) ( )4222 cos41cos12)1( αφαφααρ +++−=  

 

( )422 cos41)2( αφααρ ++=  

 

Το πρώτο µέρος αποδεικνύεται ως εξής : 

(α) Για να είναι το µοντέλο αντιστρέψιµο πρέπει οι ρίζες του διωνύµου 

01 2
21 =++ BB θθ  να είναι απολύτως µεγαλύτερες από την µονάδα. Στην περίπτωση 

µας, επειδή οι ρίζες είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί, θα πρέπει το µέτρο του 

µιγαδικού αριθµού να είναι µεγαλύτερο από τη µονάδα, δηλαδή 

1sincos 22222 >==+=− ααφαφαα φie . 

Οι ρίζες ενός διωνύµου δίνονται από τη σχέση  
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2

2
2

11

2

2
2

11

2
4

2
4

θ
θθθ

θ
θθθ −−±−

=
−±− i

 (επειδή οι ρίζες είναι µιγαδικές) 

 

Θα ισχύει λοιπό 

2

1

2
cos

θ
θ

φα −=      και    
θ

θθ
φα

2
4

sin 2
2

1 +−
=  

 

Από τις σχέσεις αυτές βρίσκουµε 

2

2 1
θ

α =     και    φαθ cos2 1
1

−−=  

(β)  Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι οι συντελεστές ρ(1) και ρ(2) δίνονται από τις 

σχέσεις 

2
2

2
1

211

1
)1(

θθ
θθθ

ρ
++

+
=    και   2

2
2

1

2

1
)2(

θθ
θ

ρ
++

=  

 

Αν στις σχέσεις αυτές θέσουµε θ2=α-2 και θ1=-2 α-1 cosφ, τότε βρίσκουµε εύκολα το 

ζητούµενο αποτέλεσµα. 

  

4.  Η εξίσωση του AR(2) µοντέλου δίνεται από την τύπο: 

 

X X X Zt t t t= + +− −

1
5

6
251 2

 

 

     Να υπολογισθεί ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης ρ(k) για  k = 0, ± 1, ±2,… 

 

Λύση: 

 Επειδή ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον τύπο  

 

ρ(k) = Α1 π1
|k|

 + Α2 π2
|k| 

 

θα πρέπει να υπολογίσουµε τις ποσότητες π1 , π2 και Α1 , Α2 . 
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Ως γνωστό π1 , π2  είναι οι ρίζες του διωνύµου  y2–(1/5)y–6/25 = 0.  Άρα βρίσκουµε 

π1 =3/5 και π2 = -2/5. Επίσης από τη θεωρία είναι γνωστό ότι: 

 

21

2
2

1

1
1

ππ

π

−

−
−

=
a

a

A       και  12 1 AA −= , 

 

οπότε λαµβάνουµε Α1 = 63/95 και Α2 = 32/95. 

Εποµένως ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης δίνεται από τον σχέση: 

 

( )
||||

5
2

95
32

5
3

95
63 kk

k 





−+






=ρ      για     ,...2,1,0 ±±=k  

 

5.  Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ενός ARMA(1,1) µοντέλου δίνεται από τς 

ακόλουθες σχέσεις 

( )( )
ϕθθ
θϕϕθρ

21
1)1( 2 ++

++
=  

     

ρ(k) = φ ρ(k–1)  (k=2, 3,…) 

 

Λύση: 

 Το µοντέλο ARMA(1,1) δίνεται από τον τύπο 

 

Xt – φXt-1 = Zt + θZt-1 (5.11)

      

Αν πολλαπλασιάσουµε την (7.11) µε Xt και πάρουµε τις µέσες τιµές, βρίσκουµε ότι: 

 

γ φγ σ θ φ θσz z( ) ( ) ( )0 1 2 2− = + +  

 

επειδή                    Ε X Z σ Ε X Z φ σt t z t t z{ } { } ( )= = +−
2

1
2και θ  . 
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Οµοίως βρίσκουµε, αν πολλαπλασιάσουµε την (711) µε Xt-1 και πάρουµε εκ νέου τις 

µέσες τιµές, ότι 

γ φγ θσz( ) ( )− − =1 0 2  

 

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς γ(0) και γ(1)=[γ(-1)] λαµβάνουµε 

 

γ σ φθ θ φ

γ σ φθ φθ φ

z

z

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) ( ) / ( )

0 1 2 1

1 1 1 1

2 2 2

2 2

= + + −

= + + −

 

Άρα  

( ) ( )
( )

( )( )
221

1
0
11

θϕθ
ϕθθϕ

γ
γρ

++
++

==  

 

Αν τώρα πολλαπλασιάσουµε την (7.11) µε Xt-k (k>1) και πάρουµε µέσες τιµές, 

βρίσκουµε ότι 

γ(k) = φγ(k-1) 

 

επειδή  E{Zt Xt-k} = E{Zt-1 Xt-k} = 0  για  k>1. 

 

Εποµένως  ρ(k) = φρ(k-1)  για  k=2, 3,… 

 

6.  Ας υποθέσουµε ότι το συσχετόγραµµα µιας χρονοσειράς που αποτελείται από 100 

παρατηρήσεις έχει r1=0.31, r2=0.37, r3=-0.05, r4=0.06, r5=-0.21, r6=0.11, r7=0.08,  

r8=0.05,  r9=0.12,  r10=-0.01. 

Να βρεθεί ένα ARMA µοντέλο που είναι κατάλληλο για την περίπτωση αυτή. 

 

Λύση: 

 Τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης έξω από το διάστηµα 2.0
100

2
±=

±  

είναι σηµαντικά διάφορες του µηδενός. Άρα οι τιµές r1=0.31 και r2=0.37 είναι 

σηµαντικές. Αυτό σηµαίνει ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης κόβεται απότοµα µετά 

από καθυστέρηση 2. Στην περίπτωση αυτή ένα δεύτερης τάξης ΜΑ µοντέλο είναι 

κατάλληλο. 
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