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Κεφάλαιο 1ο 
∆ειγµατοληψία 
 

1.1. Βασικές Έννοιες 

∆είγµα: Ένα γνήσιο υποσύνολο των στοιχείων του πληθυσµού ή 

των τιµών της µεταβλητής. 

∆ειγµατοληψία: Η διαδικασία λήψης ενός δείγµατος, δηλαδή ενός 

µέρους του συνόλου των πληροφοριών που µας ενδιαφέρουν. 

Η ευρεία χρήση των δειγµατοληψιών στην µελέτη των πληθυσµών 

αποδίδεται στους εξής λόγους: 

¾ Η µεγάλη χρονική διάρκεια λήψης δεδοµένων από έναν 

πληθυσµό καθιστά τα στοιχεία που έχουν ληφθεί να µην 

ανταποκρίνονται στην πραγµατικότητα 

¾ Τα σφάλµατα µέτρησης και επεξεργασίας αυξάνουν µε τον 

αριθµό των παρατηρήσεων µε αποτέλεσµα οι επιπλέον 

πληροφορίες να µην δίνουν την πραγµατική εικόνα του 

πληθυσµού. 

¾ ∆εν είναι δυνατή η χρήση της απογραφής όταν η 

παρατήρηση συνεπάγεται την καταστροφή της εξεταζόµενης 

µονάδας. 
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¾ Το κόστος παρατήρησης σε περίπτωση πληθυσµών είναι 

ιδιαίτερα υψηλό. 

Η δειγµατοληψία παρέχει πολλές πληροφορίες και σε ιδιαίτερα 

χαµηλό κόστος υπό τον όρο ότι το δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό. 

Ένα δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό όταν το κάθε στοιχείο του 

πληθυσµού έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί ως στοιχείο του 

δείγµατος. 

Η εξαγωγή συµπερασµάτων για τα χαρακτηριστικά του δείγµατος 

µε δεδοµένη την γνώση των χαρακτηριστικών του πληθυσµού και 

µέσω µαθηµατικής συλλογιστικής αποτελεί την απαγωγική 

συµπερασµατική 

Η δε αντίστροφή διαδικασία δηλαδή η εξαγωγή συµπερασµάτων 

για το σύνολο µε δεδοµένη τη γνώση για το υποσύνολο αποτελεί 

την επαγωγική στατιστική. 

Τυχαία µεταβλητή ορίζουµε µία συνάρτηση Χ έτσι ώστε σε κάθε 

στοιχείο s του δειγµατικού χώρου να αντιστοιχεί ένας πραγµατικός 

αριθµός Χ(s). 

 

1.2.  Κατανοµή πιθανότητας ∆ιακριτών τυχαίων µεταβλητών 

Αν Χ είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή τότε η συνάρτηση µάζας 

πιθανότητας ή η συνάρτηση πιθανότητας ή κατανοµή πιθανοτήτων 

της Χ είναι η συνάρτηση η οποία σε κάθε τιµή x i  της X αντιστοιχεί 
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την πιθανότητα εµφάνισης της τιµής x i  δηλαδή την  

και ικανοποιεί τις συνθήκες: 

)()( ii xXPxP =≡

i
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0)(
=
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∑
i

i
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xxP

 

Αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας F της τυχαίας µεταβλητής Χ 

είναι η συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε τιµή x i της Χ την 

αθροιστική πιθανότητα: )()( i
x

i xXPxF
i

= ∑  

Βασικές ιδιότητες αυτής είναι οι εξής: 

Ι)  ii xxF ∀≤≤ 1)(0

ΙΙ) Αν x1 < x2 τότε ( )21 )( xFxF ≤  

1.3. Κατανοµή Πιθανότητας Τυχαίων Συνεχών Μεταβλητών 

Αν X είναι µία τυχαία συνεχής µεταβλητή τότε η συνάρτηση f(x) 

ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς 

συνάρτηση πυκνότητας της Χ και ορίζουµε ότι: 

( ) dxxxxxP
x

x
∫=<<

2

1

)(21  

ισχύουν δε τα εξής: 
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Η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας F(x) ή συνάρτηση 

κατανοµής µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής χ ορίζεται ως: 

∫
∞−

=≤=
x

dttfxXPxF )()()(  

Βασικές ιδιότητες αυτής είναι οι εξής: 

)()()()()(
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dx
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Η κατανοµή πιθανοτήτων µιας τυχαίας µεταβλητής ονοµάζεται 

κατανοµή πληθυσµού. 

Οι δε παράµετροι της Χ ονοµάζονται παράµετροι του 

πληθυσµού. 

Αν Χ µία τυχαία µεταβλητή µε ορισµένη κατανοµή πιθανοτήτων και 

Χ1,Χ2,Χ3,….,Χν ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές κάθε µία από τις 

οποίες έχει την ίδια κατανοµή πιθανοτήτων µε την Χ τότε 

Χ1,Χ2,Χ3,….,Χν ονοµάζονται τυχαίο δείγµα µεγέθους ν από την 

µεταβλητή Χ. 

Μία τιµή του δείγµατος συµβολίζεται µε Χ1,Χ2,Χ3,…..,Χν και 

ονοµάζεται δειγµατικό σηµείο αφού οι τιµές µπορούν να 

θεωρηθούν ως οι συντεταγµένες ενός σηµείου στον ν-διάστατο 

Ευκλείδειο χώρο. 
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Στην περίπτωση συνεχών µεταβλητών µε συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την fx(x) η κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

θα δίνεται από την σχέση: 

)(),...()(),.......,( 2121 nxxxn xfxfxfxxxh =  

Σε περίπτωση διακριτών µεταβλητών µε συνάρτηση µάζας 

πιθανότητας Px(x), τότε η κοινή συνάρτηση πιθανότητας θα δίνεται 

από την σχέση: 

)().....()(),.....,( 212211 nxxxnn xPxPxPxXxXxXP ====  

Η κοινή συνάρτηση πιθανότητας παρέχει την πιθανότητα να 

προκύψουν οι τιµές του δείγµατος µε µία ορισµένη σειρά. 

Για τον ορισµό ενός τυχαίου δείγµατος απαιτείται µία τυχαία 

µεταβλητή Χ. Αν αυτό γίνει για ένα τυχαίο πείραµα το οποίο 

επαναλαµβάνεται άπειρες φορές τότε στατιστικό πληθυσµό 

αποτελούν οι τιµές του Χ σε όλες τις επαναλήψεις (ο αριθµός 

αυτός είναι άπειρος). 

Για πεπερασµένο αριθµό στοιχείων µε δεδοµένο ότι το 

χαρακτηριστικό οµαδοποιείται σε ορισµένη κατανοµή σχετικών 

συχνοτήτων τότε µε τυχαία λήψη εισάγεται και η τυχαιότητα στην Χ 

µε αποτέλεσµα η κατανοµή σχετικών συχνοτήτων να είναι η 

κατανοµή πιθανοτήτων της Χ. 

Βασικά χαρακτηριστικά που πρέπει να πληροί µία διαδικασία 

δειγµατοληψίας για να θεωρηθεί τυχαίο δείγµα είναι τα εξής: 
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¾ Κάθε δυνατό δείγµα ν στοιχείων θα πρέπει να έχει την ίδια 

πιθανότητα να ληφθεί 

¾ Οι λήψεις των στοιχείων να είναι ανεξάρτητες 

¾ Η κατανοµή του πληθυσµού να είναι η ίδια σε κάθε λήψη 

 

1.4. Η επιλογή ενός τυχαίου δείγµατος 

1.4.1. Η επιλογή τυχαίου δείγµατος από πεπερασµένο 

πληθυσµό 

∆ειγµατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση. Οι λήψεις των στοιχείων 

είναι ανεξάρτητες. 

Η δειγµατοληψία αυτή χρησιµοποιείται όταν θέλουµε να πάρουµε 

µία επιπλέον πληροφορία από ένα στοιχείο που δεν έχει ήδη 

ληφθεί. 

Όταν το µέγεθος του πληθυσµού είναι µεγάλο παίρνουµε πίνακες 

και επιλέγουµε µε τυχαίο τρόπο στοιχεία αυτού. 

Όταν είναι µικρό και τα στοιχεία µπορούν να αριθµηθούν βάζουµε 

π.χ. αριθµηµένα χαρτάκια σε ένα καπέλο τα αριθµούµε και 

επιλέγουµε τυχαία κάθε φορά ένα χαρτάκι. 

∆εν αποτελούν τυχαίο δείγµα ενός πληθυσµού όταν για 

παράδειγµα στεκόµαστε σε ένα πολυσύχναστο σηµείο ενός 

δρόµου και ρωτάµε τους περαστικούς για ένα δεδοµένο χρονικό 

διάστηµα. 
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1.4.2. Η επιλογή ενός τυχαίου δείγµατος από άπειρο 

πληθυσµό 

Πρόκειται για µία θεωρητική κατασκευή στην οποία θεωρούµε πως 

ένα ορισµένο πείραµα τύχης επαναλαµβάνεται απεριόριστα κάτω 

από τις ίδιες βασικές συνθήκες οπότε έχουµε ένα άπειρο 

πληθυσµό δυνατών αποτελεσµάτων. 

Εποµένως αν Χ είναι µία τυχαία µεταβλητή που ορίζεται για το 

πείραµα αυτό, το τυχαίο δείγµα µεγέθους ν από την Χ αντιστοιχεί 

σε ν επαναληπτικές µετρήσεις της Χ που γίνονται κάτω από τις 

ίδιες βασικές συνθήκες και το αποτέλεσµα της µιας δεν 

επηρεάζεται από τις άλλες. 

 

1.5.  Αξιοπιστία του τυχαίου δείγµατος 

Βασικό χαρακτηριστικό του δείγµατος πρέπει να είναι η 

αντιπροσωπευτικότητα του, δηλαδή να αποτελούν µία 

µικρογραφία του πληθυσµού. 

Στόχος των µεθόδων της δειγµατοληψίας είναι η αύξηση της 

αντιπροσωπευτικότητας του δείγµατος. 

Στην περίπτωση που από ένα πληθυσµό λαµβάνεται ένα τυχαίο 

δείγµα η πιθανότητα να προκύψει ένα µη αντιπροσωπευτικό 

δείγµα είναι µικρή και µετρήσιµη. 
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Η δε τυχαία δειγµατοληψία προστατεύει τους ερευνητές από ένα 

µη αντιπροσωπευτικό δείγµα αλλά µόνο πιθανοκρατικά. 

Σφάλµα δειγµατοληψίας: Η διαφορά µεταξύ της εκτίµησης µιας 

παραµέτρου του πληθυσµού που προκύπτει από τις 

παρατηρήσεις αυτής και της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου 

αποτελεί σφάλµα δειγµατοληψίας. Η δε πιθανότητα να εµφανισθεί 

η διαφορά αυτή είναι θετική. Η ύπαρξη της διαφοράς αυτής 

οφείλεται στο ότι δεν εξετάζουµε ολόκληρο τον πληθυσµό αλλά 

µόνο µέρος αυτού. 

Όταν η διαφορά µεταξύ της πραγµατικής τιµής της παραµέτρου και 

της εκτίµησης αυτής αποδίδεται σε ατέλειες στην διαδικασία 

συλλογής των παρατηρήσεων του δείγµατος αποτελεί συστηµατικό 

σφάλµα δειγµατοληψίας. Ειδικότερα σφάλµα δειγµατοληψίας 

µπορεί να προκληθεί στις ακόλουθες περιπτώσεις: 

¾ Όταν το ερωτηµατολόγιο µε το οποίο συλλέγονται οι 

πληροφορίες περιλαµβάνει κακοδιατυπωµένες ερωτήσεις 

¾ Όταν η συλλογή των στοιχείων γίνεται από µη ειδικευµένο 

προσωπικό 

¾ Όταν αγνοούνται τα άτοµα που αρνούνται να απαντήσουν. 

Τα άτοµα µε υψηλότερο επίπεδο εκπαίδευσης έχουν την τάση 

να απαντούν ενώ τα άτοµα µε χαµηλό εισόδηµα και επίπεδο 

εκπαίδευσης αρνούνται να απαντήσουν σε ερωτηµατολόγια µε 
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αποτέλεσµα το δείγµα να µην είναι αντιπροσωπευτικό όλων 

των κατηγοριών του πληθυσµού. 

¾ Όταν η επιλογή  γίνεται από ένα πλαίσιο δηλαδή µία 

εύχρηστη καταχώρηση στοιχείων του πληθυσµού το οποίο 

µπορεί να µην περιλαµβάνει ορισµένες κατηγορίες 

πληθυσµού. Το µέγεθος του σφάλµατος είναι συνάρτηση του 

ποσοστού των ατόµων του πληθυσµού που δεν είναι στον 

κατάλογο 

¾ Συστηµατικό σφάλµα εισάγεται όταν η δειγµατοληψία δεν 

γίνεται µε τυχαίο τρόπο αλλά µε την κρίση του ερευνητή ή 

όταν επιχειρείται τυχαία δειγµατοληψία χωρίς να 

ικανοποιούνται οι συνθήκες της. 

Κάθε πραγµατική συνάρτηση των τιµών του δείγµατος αποτελεί 

στατιστικό του δείγµατος . 

Παράδειγµα στατιστικών αποτελεί ο δειγµατικός µέσος 

 και η δειγµατική διακύµανση  . ∑
=

−

=
n

i
i nxx

1
/ )1/()( 22 −−=

−

∑ nxxs
n

i

Εποµένως το στατιστικό ως συνάρτηση τυχαίων µεταβλητών 

είναι τυχαία µεταβλητή η κατανοµή της οποίας ονοµάζεται 

κατανοµή δειγµατοληψίας . 
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Το στατιστικό που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση µιας 

άγνωστης παραµέτρου του πληθυσµού ονοµάζεται εκτιµητής 

και µία ορισµένη τιµή αυτού ονοµάζεται εκτίµηση.  
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Κεφάλαιο 2ο  

Θεωρητικές και Παράγωγες Κατανοµές στην 
δειγµατοληψία 
 

2.1. Γενικά 

 Μεταβλητή: Κάθε χαρακτηριστικό το οποίο µπορεί να 

µετρηθεί. 

Τιµές της µεταβλητής είναι οι ατοµικές µετρήσεις της µεταβλητής. 

Παράµετρος: Η τιµή ενός χαρακτηριστικού που πρέπει να 

εκτιµηθεί µε τη χρήση µέρους του πληθυσµού το οποίο καλείται 

δείγµα. 

Στατιστικές: Οι ποσότητες που προσδιορίζουν το δείγµα. 

Κατανοµές Συχνότητας: Αποδίδει τον τρόπο µε τον οποίο 

κατανέµονται οι παρατηρήσεις. 

2.2. Κανονική Κατανοµή ή κατανοµή Gauss 

Περιγραφή της Κανονικής Κατανοµής 

Η Κανονική Κατανοµή της πιθανότητας των τιµών της τυχαίας 

µεταβλητής Χ απεικονίζεται γραφικά µε τη µορφή κωδωνοειδούς 

καµπύλης η οποία φανερώνει την συχνή εµφάνιση των µεσαίων 

τιµών της Χ και την προοδευτική ελάττωση της συχνότητας 

εµφάνισης των ακραίων τιµών της Χ.     

Ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις στην κανονική κατανοµή: 
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P(Ζ≤  zo) = Φ(z0) 

P(Ζ  z≥ 0) = 1 - P(Ζ≤  zo) = 1 - Φ(z0) 

P(z1 ≤  Ζ ≤  z2) = Φ(z2)  - Φ(z1) 

 

 

Σχήµα 1: Χ ~ Ν(0,1) .Τυποποιηµένη Κανονική Κατανοµή και η αντίστοιχή 

της Κανονική Κατανοµή Ν(µ =3, σ =2 2 ) 2

 

Εφαρµογή της κανονικής κατανοµής (ενδεικτικές αναφορές) 

¾ Χρήση της κανονικής κατανοµής γίνεται για να ελεγχθεί αν 

µία τιµή προέρχεται από έναν πληθυσµό. 

 

Με σφάλµα α δίνεται η απόσταση – θέση της τιµής x µιας 

µεταβλητής Χ από το µέσο όρο µ του πληθυσµού των τιµών της Χ, 

που θεωρούµε ότι κατανέµονται κανονικά, εκφρασµένη σε αριθµό 

τυπικών αποκλίσεων σ του πληθυσµού µέσω της σχέσης: 
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x = µ - z
2
a σ   ή   x = µ + z−

x
2
a  σ  −

x

Το z
2
α  – Κριτήριο. Υπολογίζει την πιθανότητα προς τις δύο 

πλευρές της καµπύλης ώστε το σφάλµα α να αποτελείται κατά το 

µισό από τις µεγαλύτερες θετικές τιµές και το άλλο µισό από τις 

µεγαλύτερες αρνητικές τιµές. Άρα η εκτίµηση του χώρου µεταξύ 

των δύο σηµείων δίνει το ποσοστό των τιµών που περιέχονται 

ανάµεσα σε δύο σηµεία, δηλαδή την πιθανότητα που υπάρχει µία 

τιµή να περιλαµβάνεται µεταξύ των σηµείων αυτών. Πολλές φορές 

δίνεται η πιθανότητα µεταξύ ενός σηµείου και µέχρι το άκρο της 

κατανοµής, δίνεται δηλαδή η πιθανότητα που υπάρχει µία τιµή να 

είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη του σηµείου αυτού. 

Με την συγκεκριµένη πιθανότητα σφάλµατος α λαµβάνουµε τα 

όρια εµπιστοσύνης (
−

x  - z
2
a σ ,  + z−

x

−

x
2
a σ ) του µέσου µ του 

πληθυσµού. Tότε το x δεν προέρχεται από τον εν λόγω πληθυσµό 

µε σφάλµα α αν βρίσκεται εκτός του διαστήµατος ( x  - z

−
x

−

2
a σ ,  + 

z

−
x

−

x

2
a σ ). Όπου σ  = −

x
−
x n

σ  το τυπικό σφάλµα (τυπική απόκλιση) 

των µέσων όρων των µεγάλων δειγµάτων από τον πληθυσµό. 

Η ποσότητα z
2
a σ  καλείται ελάχιστη σηµαντική διαφορά (ΕΣ∆).  −

x
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¾ Χρήση της κανονικής κατανοµής γίνεται για να εκφρασθεί η 

δειγµατική κατανοµή του µέσου  πολλών ίσων δειγµάτων 

µεγάλου µεγέθους 

−

x

 

Οι δειγµατικές µέσες τιµές πολλών µεγάλων δειγµάτων  από ένα 

πληθυσµό δηµιουργούν την µεταβλητή 

−

ix

−

X  η οποία ακολουθεί την 

κανονική κατανοµή  Ν(µ,σ ) και συνεπώς καταλήγουµε στην 

Τυποποιηµένη Κανονική Κατανοµή  Ζ : 

n/2

n
xZ
/σ

µ−
=

−

 

Όπου 
n

σσ
χ

=−  το τυπικό σφάλµα των µέσων όρων των µεγάλων 

δειγµάτων:  

 

¾ Χρήση της κανονικής κατανοµής γίνεται για να εκφρασθεί η 

δειγµατική κατανοµή της διαφοράς των δύο µέσων όρων, 

δύο µεγάλου µέγεθος δειγµάτων από δύο πληθυσµούς 

αντίστοιχα. 
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Για τη σύγκριση των δύο µέσων όρων δύο µεγάλων δειγµάτων 

γίνεται χρήση της τυχαίας µεταβλητής Ζ η οποία ακολουθεί την 

τυπική κανονική κατανοµή: 

2

2
2

1

2
1

21

nn

xxZ
σσ

+

−
=

−−

    

Όπου 
2

2
2

1

2
1

nnd
σσ

σ +=   το τυπικό σφάλµα της διαφοράς των δύο 

µέσων όρων των µεγάλων δειγµάτων. 

 

2.3. Η  t - Κατανοµή. 
 
Περιγραφή της t – Κατανοµής 
  
Η t – Κατανοµή παρουσιάζει τις µορφές του παρακάτω σχήµατος  
2 , όπου ν (ν = n – 1)  oι βαθµοί ελευθερίας του δείγµατος 
µεγέθους n, του οποίου µελετάµε την κατανοµή πιθανότητας των 
τιµών του. 
 
                              f(t) 
                           )1,0(N
                              v=3       +∞=v
                                                     v=2 
                    v=1  
 
 
 
 
                              
 
                         0    tν,α               t 

 
Σχήµα 2: Η  t - student Κατανοµή 
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Όταν ο v είναι µεγάλος η κατανοµή t τείνει στην τυπική 
κανονική κατανοµή Ν (0,1). 
 
Έχουµε την δυνατότητα να πάρουµε από πίνακες τις τιµές t v,α της  
t  για τις οποίες γνωρίζουµε την πιθανότητα:  P[t≤  t v,α] = α. 
 

 
            (3)                    f(t)                        

                                                                  
[ ]

)(
][1

,

,

α,

αν

α

tF
tTP

tTP

v

v

=

=≥−=

=≤

      

 
 
 

∞+  
                        0         t ν,α            t ∞−
 
Σχήµα 3: Η  t - student Κατανοµή 

Επίσης πάλι από πίνακες µπορούµε να πάρουµε τις τιµές -t v,α/2        
και + t v,α/2 για τις οποίες γνωρίζουµε την πιθανότητα:  
 

[ ] atTtP vv −=≤≤− 12/,2/, αα  
 
             (2)                    f(t)                               
                                                                [ ]

α1
2/,2/,

−=

=≤≤− αα vv tTtP  

                                                      
                                                           α/2 
    
 
                 -t ∞− v,α/2       0       t v,α/2 ∞+      t 
 
Σχήµα 4: Η  t - student Κατανοµή 
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Εφαρµογή της t – κατανοµής (ενδεικτικές αναφορές) 

¾ Η t – κατανοµή εφαρµόζεται στην κατανοµή των µέσων  

δειγµάτων µικρού µεγέθους που προέρχονται από κανονικό 

πληθυσµό 

−

x

 

Η τυχαία µεταβλητή που χρησιµοποιείται είναι η εξής:  

t =  
ns

x
/

µ−
−

   ( µε n-1 βαθµούς ελευθερίας). 

 

¾ ∆ειγµατική κατανοµή της διαφοράς δύο µέσων όρων που 

αντιστοιχούν σε µικρού µεγέθους δείγµατα τα οποία 

προέρχονται αντίστοιχα από δύο κανονικούς πληθυσµούς  

 

Η τυχαία µεταβλητή που χρησιµοποιείται είναι η εξής:  

2

2
2

1

2
1

21

n
s

n
s

xxt

+

−
=

−−

 

Όπου 
2

2
2

1

2
1

n
s

n
ssd +=  το τυπικό σφάλµα της διαφοράς των δύο 

µέσων όρων των µικρών δειγµάτων. 
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2.4. Η Χ 2 – Κατανοµή 
 
Περιγραφή της Χ 2 – Κατανοµής 
 

Θεωρούµε τις τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2,……., Χv που είναι 
ανεξάρτητες µεταξύ τους και όπου η κάθε µια µεταβλητή έχει 
τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1). 

 
∆ηµιουργούµε την τυχαία µεταβλητή Χ2 = Χ1

2 + Χ2
2 +…..+ Χ v

 2. 
 
Η τυχαία αυτή µεταβλητή ακολουθεί µια κατανοµή που 

ονοµάζεται Χ - τετράγωνο κατανοµή ή Χ2 – κατανοµή. 
 

Η µορφή της κατανοµής των πιθανοτήτων των τιµών της τυχαίας 
µεταβλητής Χ2 που ακολουθεί Χ2 - κατανοµή παρουσιάζεται στο 
σχήµα 6 για τους διάφορους βαθµούς ελευθερίας ν. 
 
          f(x2) 
 
                    ν=1 
                      v=3       
  v=2                    v=6    v=20 
 
 
 
 
 
             0       5             10             20                       X2 

 
Σχήµα 6: Η  Χ2 - Κατανοµή  

 
Όταν v > 30 η κατανοµή της Χ2 είναι σχεδόν συµµετρική και 

λέµε ότι τείνει προς την κανονική. 
 
∆ίνονται πίνακες όπου παρουσιάζονται οι τιµές της Χ2

,αvx 2 για τις 
οποίες έχουµε την πιθανότητα  µε α δοσµένη 
πιθανότητα και v - βαθµοί ελευθερίας γνωστά. 

,α][ 2
,

2 =≥ αvxXP
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   f(x2) 
 
 
 
 
                            1-α                            α  
 
          0                                      x2

,αvx 2 
 

Σχήµα 8: Η  x2 κατανοµή 

Η αθροιστική συνάρτηση F(x2) εκφράζει το εµβαδόν  του 
τµήµατος αριστερά της . 2

,avx

 
   f(x2)                                                        ][)( 2

α,
22

vxXPXF ≤=

 
 
 
                                                                                          )(1α 2XF−=
 
 
 
      0                                    x2

,avx 2                

 

Σχήµα 7: Η  Χ2 κατανοµή  

Επίσης δίνονται από πίνακες οι τιµές 2

2
,αv
x ,  2

2
1, α
−v

x  για τις οποίες 

µε γνωστή πιθανότητα σφάλµατος α έχουµε ότι: 

][ 2

2
a,

22

2
1, vav

xXxP ≤≤
−

= 1-α 
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Εφαρµογή της Χ2 – κατανοµής (ενδεικτικές αναφορές) 

Η Χ2 – κατανοµή εφαρµόζεται στην: 

¾ Σύγκριση διακυµάνσεως µε γνωστό αριθµό 

¾ Σύγκριση Συχνοτήτων 

¾ Οµοιογένεια διωνυµικής σειράς 

 
2.5.    Η  F - Κατανοµή 
 
Περιγραφή της F – Κατανοµής 
  
    Έστω οι τυχαίες µεταβλητές Χ 1 , Χ  που ακολουθούν κατανοµές 

ΧV , Χ , δηµιουργούµε την τυχαία µεταβλητή Χ =
2

2
1

2
2V

22

11

/
/
vX
vX

2

 η οποία 

ακολουθεί την F – Κατανοµή µε δύο βαθµούς ελευθερίας το ν 1 , 
που είναι ο βαθµός ελευθερίας του αριθµητή και  το ν , που είναι ο 
βαθµός ελευθερίας του παρανοµαστή.   
 
    Υπάρχουν πίνακες που δίνουν τις κριτήριες τιµές F ν ,ν ; α , για 
τις διάφορες τιµές των α, ν 1 , ν , έτσι ώστε αν η τυχαία µεταβλητή Χ 
ακολουθεί F κατανοµή τότε: 

1 2

2

 
Ρ(Χ  F ν 1 , ν ;α) =  α  ≥ 2
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   f(x2)                                                      αανν −=≤ 1][ ;, 21

FXP   
 
 
 
                    1-α             αανν =≥ ][ ;, 21

FXP                                              
 
 
 
                      F ανν ;, 21               ∞+  

 
Σχήµα 10: Η F κατανοµή 
 

Επίσης δίνονται από πίνακες οι τιµές F ν 1 , ν ;2 2
a  και F ν 1 , ν ;1-2 2

a  

για τις οποίες έχουµε ότι αν η τυχαία µεταβλητή Χ που ακολουθεί F 
κατανοµή τότε: 
 

Ρ (F ν 1 , ν ;1-2 2
a

≤  Χ ≤  F ν 1 , ν 2 ;
2
a ) = 1- α 

 
Εφαρµογή της F κατανοµής (ενδεικτική αναφορά) 
 
Εφαρµόζεται σε τυχαίες µεταβλητές που παράγονται από τον λόγο 
των διασπορών δύο κανονικών πληθυσµών. 
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Κεφάλαιο 3ο 

Κατανοµές στατιστικών δείγµατος 
 
3.1. Κατανοµή µέσης τιµής δείγµατος 
 
Αν πάρουµε πολλά τυχαία δείγµατα µεγέθους n από ένα 
πληθυσµό τότε προκύπτει η τυχαία µεταβλητή 

−

X , από τις τιµές 
των µέσων τιµών των δειγµάτων. Όταν το δείγµα προέρχεται από 
κανονικό πληθυσµό Ν(µ, σ ) ανεξάρτητα από το µέγεθός του 

έχουµε ότι η

2

−

X  ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(µ, 
n

2σ ), το ίδιο 

ισχύει και στην περίπτωση που το δείγµα δεν προέρχεται από 
κανονικό πληθυσµό αλλά το µέγεθός του είναι µεγάλο n≥ 30. 
 

Τότε η Ζ = 

n

X
σ

µ
−

−    ή      Ζ =  

n
s

X
−

− µ    

 
ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. 
 
    Όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό, η διακύµανση του 
πληθυσµού άγνωστη και ο πληθυσµός, από όπου  προέρχεται 
το δείγµα, κανονικός τότε η τυχαία µεταβλητή: 
 

t =

n
s

X
−

− µ   

 
ακολουθεί την t-κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 
 
 
3.2. Κατανοµή διαφοράς µέσων τιµών δύο δειγµάτων 
 
   Αν πάρουµε δύο δείγµατα µεγάλα µεγέθους ν και κ µε µέσες 
τιµές  και και διακυµάνσεις s 2

1 , s  και οι πληθυσµιακές 
διακυµάνσεις είναι σ 1  , σ  αντίστοιχα τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y 2
2

2 2
2
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Ζ = 

κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX  ακολουθεί Ν(0,1). 

 
      Εφόσον οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις είναι άγνωστες 
αντικαθίστανται από τις δειγµατικές διακυµάνσεις s 1 , s  και έχουµε 
ότι η µεταβλητή: 

2 2
2

 

Ζ = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 

 
       
 Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε 
µέσες τιµές  και και διακυµάνσεις s 2

1 , s 2
2  αντίστοιχα 

προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες αλλά 
ίσες διακυµάνσεις σ 2

1  = σ  = σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y

2
2

2

t = 

κνκν
κν

µµ

11
2

)1()1(

)(
2
2

2
1

21

+
−+

−+−

−−−
−−

ss

YX  

 
 
ακολουθεί t-κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 
 
 
    Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ 
µε µέσες τιµές  και και διακυµάνσεις s 2

1 , s αντίστοιχα 
προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες και 
διαφορετικές διακυµάνσεις σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   τότε έχουµε ότι η 
µεταβλητή: 

2
2

 

t = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−
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ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας λ = 2(ν-1) όταν  
ν = κ  
 
 

και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) 

όταν ν≠ κ 
 
 
3.3. Κατανοµή διακύµανσης δείγµατος 
 
  Σύµφωνα µε την θεωρία η τυχαία µεταβλητή: 
 

X = 2
2

2)1(
σ
sn −   

 
 ακολουθεί την X κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 2

 
     Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα µεγέθους n 
θεωρείται κανονικός µε σ διασπορά και s 2  είναι η δειγµατική 
διακύµανση. 

2

  
 
3.4. Κατανοµή λόγου διακυµάνσεων δύο δειγµάτων   
 
     Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα 
µεγέθους n και m αντίστοιχα µε s 2

1 , s 2
2  τις δειγµατικές διακυµάνσεις 

τους από δύο κανονικούς πληθυσµούς µε σ 1 , σ   τις 
πληθυσµιακές διακυµάνσεις, τότε ισχύει ότι η τυχαία µεταβλητή: 

2 2
2

 

F = 2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ      

 
ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας 
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3.5. Κατανοµή ποσοστού (αναλογίας) δείγµατος 
 
    Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p = 

n
x   των στοιχείων 

στο µεγάλο δείγµα µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο 
χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την θεωρία το δειγµατικό 
ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
 
       ∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις 
τιµές p, ακολουθεί την κανονική κατανοµή:  
 
 

Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ − ) 

 
 
Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

 
Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
 

Ζ = 

n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

 
3.6. Κατανοµή διαφοράς ποσοστών (αναλογιών) δύο 

δειγµάτων 
 
    Έστω p 1= 

n
x    και  p 2 = 

l
y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες των 

στοιχείων, που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, δύο 
δειγµάτων µεγέθους n, l από δύο πληθυσµούς, όπου οι 
πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P 1 ,  P . πληθ 2 πληθ

       Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών P 1 -  
P  ακολουθούν κανονική κατανοµή: 

∆

2 ∆

 
 

Ν(P 1 -  P , πληθ 2 πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
− ) 
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Κεφάλαιο 4ο  
 

Εκτιµητική 
 

4.1. Σηµειακή εκτίµηση µιας άγνωστης παραµέτρου ενός 
πληθυσµού ως προς µια µεταβλητή. 

 
Όπως έχει αναφερθεί µέχρι τώρα για να µελετήσουµε ένα 

µεγάλο πληθυσµό ως προς κάποια µεταβλητή Χ καταφεύγουµε 
στην δειγµατοληψία. 

Λαµβάνουµε ένα δείγµα n - στοιχείων του πληθυσµού και 
µελετάµε αυτό ως προς την µεταβλητή Χ. Τα συµπεράσµατα που 
προκύπτουν χαρακτηρίζουν, µέσω της επαγωγικής σκέψης, και το 
πληθυσµό. 

Αυτό άλλωστε αποτελεί και τη βασική σκέψη της 
Επαγωγικής Στατιστικής της οποίας ένα από τα σπουδαιότερα 
κεφάλαια είναι αυτό της Εκτιµητικής. 

Σε κάθε δείγµα προσδιορίζονται οι στατιστικές παράµετροι 
αυτού, όπως είναι η µέση τιµή x , η διακύµανση s2, η τυπική 
απόκλιση s κλπ. 

Η τιµή µιας από αυτές τις παραµέτρους ονοµάζεται 
σηµειακή εκτιµήτρια της αντίστοιχης παραµέτρου του 
πληθυσµού. 

Γενικά αν ονοµάσουµε Θ
)
την σηµειακή εκτιµήτρια της 

αντίστοιχης παραµέτρου Θ του πληθυσµού αυτή θα πρέπει να 
ικανοποιεί κάποιες βασικές ιδιότητες. 

Καταρχήν επειδή µπορούµε να πάρουµε πολλά δείγµατα 
ίσου µεγέθους από τον πληθυσµό θα έχουµε και τις αντίστοιχες 
σηµειακές εκτιµήτριες των δειγµάτων αυτών για την άγνωστη 
παράµετρο του πληθυσµού. 

∆ηλαδή αν πάρουµε ν δείγµατα ίσου µεγέθους από τον 
πληθυσµό θα έχουµε και τις αντίστοιχες vΘ

)
 εκτιµήτριες της Θ. 

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι η εκτιµήτρια Θ
)
είναι και αυτή τυχαία 

µεταβλητή. Η τιµή της τυχαίας µεταβλητής Θ
)
σε ένα συγκεκριµένο 

i-δείγµα iΘ
)

 i =1,2,3,4,…,ν λέγεται σηµειακή εκτίµηση της 
παραµέτρου Θ. 
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Οι βασικές ιδιότητες που πρέπει να πληρούνται από την 
σηµειακή εκτιµήτρια Θ

)
είναι: 

 
i. Η Αµεροληψία: θα πρέπει δηλαδή η µέση τιµή της 

τυχαίας µεταβλητής Θ
)
να είναι η άγνωστη παράµετρος Θ : 

 
Ε (Θ

)
)=Θ. 
 

Αν Θ≠Θ)(
)

E τότε η εκτιµήτρια είναι µεροληπτική και έχουµε 
το σφάλµα µεροληψίας ή σφάλµα εκτίµησης: .)( Θ−Θ

)
E  

 
 
     ii. Η Αποτελεσµατικότητα: 
 
    Θα πρέπει η διακύµανση της αµερόληπτης εκτιµήτριας Θ

)
, η 

Var )(Θ
)

, και είναι µικρότερη ή ίση από την διακύµανση 
οποιαδήποτε άλλης αµερόληπτης εκτιµήτριας ∗Θ)(

)
:  

 
).()( ∗Θ≤Θ

))
VarVar  

 
     iii. Η συνέπεια: 
 

Μια σηµειακή εκτιµήτρια Θ
)
είναι συνεπής όταν το σφάλµα 

µεροληψίας και η διακύµανσή της τείνουν στο µηδέν καθώς το 
µέγεθος του δείγµατος n τείνει στο άπειρο: 

 

+∞→+∞→
=ΘΘ=Θ

nn
VarE .0)(lim)(lim

))
και   

 
4.2. Σηµειακές εκτιµήτριες της µέσης τιµής και της 

διακύµανσης ενός πληθυσµού ως προς µια µεταβλητή. 
 
i. Σηµειακή εκτίµηση της µέσης τιµής ενός πληθυσµού ως 
προς µια µεταβλητή. 

 
Έστω x1,x2,…..xn οι παρατηρήσεις της µεταβλητής Χ και µ η 

άγνωστη µέση τιµή του πληθυσµού. 
Έχουµε προσδιορίσει την δειγµατική µέση τιµή x , την 

σηµειακή εκτιµήτρια της µ του πληθυσµού, από τον τύπο: 
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xi
n

x
v

i
∑

=

=
1

1  

 
Αν πάρουµε πολλά δείγµατα ίσου µεγέθους µπορούµε να 

ορίσουµε την τυχαία µεταβλητή 
−

X : 
Xi

n
X

v

i
∑

=

=
1

1  

 
 όπου Χ1,Χ2,…..Χn τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµή την ίδια 

µε αυτή της Χ.  
 
Η µέση τιµή )(XE είναι µια αµερόληπτη σηµειακή εκτιµήτρια 

της πραγµατικής µέσης τιµής µ του πληθυσµού και ισχύει: 
                 
 

   ( ) ( )
n

XVarXE
2

, σµ ==  και τυπική απόκλιση 
n

σ . 

 
Στις συµµετρικές κατανοµές ως σηµειακή εκτιµήτρια µπορεί 

να ληφθεί και η διάµεσος Μ, διότι έχουµε: 
 

.)( µ=ME  
 
 

ii. Σηµειακή εκτίµηση της διακύµανσης ενός πληθυσµού ως 
προς µια µεταβλητή. 

 
Οµοίως η άγνωστη διακύµανση ενός πληθυσµού µεγέθους Ν  
 

σ2 
N

xxi
v

i

2

1
)( −

=
∑

=  

 
εκτιµάται από την διακύµανση ενός δείγµατος x1, x2,……..xn τιµών 
ως προς την µεταβλητή Χ του πληθυσµού. 
 

Η δειγµατική διακύµανση συµβολίζεται µε s2 και είναι 
σύµφωνα µε όσα αναφέρθησαν: 

 

                                      
1

)( 2

12

−

−
=

∑
=

n

xxi
s

v

i  
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Η δειγµατική αυτή διακύµανση είναι τυχαία µεταβλητή S2, 

επειδή µπορούµε να λάβουµε πολλά δείγµατα ίσου µεγέθους του 
πληθυσµού και να ορίσουµε έτσι τις αντίστοιχες διακυµάνσεις. 

 

1

)( 2

12

−

−
=

∑
=

n

XXi
S

v

i  

 
όπου Χi οι προαναφερόµενες τυχαίες µεταβλητές και X η 

µέση τιµή αυτών. 
Αποδεικνύεται ότι  δηλαδή η διακύµανση του 

δείγµατος s
,)( 22 σ=SE

2 είναι µια τιµή της τυχαίας µεταβλητής S2 που έχει 
µέση τιµή τη διακύµανση σ)( 2SE 2 του πληθυσµού. 

 
4.3. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της παραµέτρου Θ ενός 
πληθυσµού. 

 
Επειδή η δειγµατική σηµειακή εκτιµήτρια Θ

)
 της πραγµατικής 

τιµής Θ του πληθυσµού δεν µας  δίνει πληροφορίες περί του 
βαθµού ακρίβειάς της, δηλαδή πόσο κοντά στην τιµή Θ βρίσκεται, 
καταφεύγουµε στο να υπολογίσουµε ένα διάστηµα που µε κάποια 
προκαθορισµένη πιθανότητα θα περιέχει την άγνωστη τιµή του 
πληθυσµού. 

 
Το διάστηµα αυτό το ονοµάζουµε «διάστηµα 

εµπιστοσύνης» της τιµής Θ. 
 
Το διάστηµα αυτό (β, γ) είναι το διάστηµα στο οποίο 

εκτιµούµε ότι θα βρίσκεται η τιµή Θ του πληθυσµού µε ορισµένη 
πιθανότητα ή επίπεδο εµπιστοσύνης 1- α. 

                    
.1α01)Θ( ≤≤−=≤≤ µεαγβP  

 
Τα β, γ ονοµάζονται όρια εµπιστοσύνης και η πιθανότητα α 

καλείται επίπεδο σηµαντικότητας. 
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4.4. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ 
πληθυσµού. 
 
4.4.1. Μεγάλο ή µικρό δείγµα. Κανονικός πληθυσµός. Γνωστή 
η διασπορά σ2 του πληθυσµού.  
 
     Είναι δεκτό ότι εφόσον ο πληθυσµός που αντιστοιχεί στην 
τυχαία µεταβλητή Χ είναι κανονικής κατανοµής τότε και η 
δειγµατική εκτιµήτρια x  είναι κανονικής κατανοµής. 
     ∆ηλαδή ισχύει ότι η τυχαία µεταβλητή 

−

X , που παίρνει τιµές τις 
x , ακολουθεί την κανονική  κατανοµή ),(

n
N σµ . 

       Εποµένως η τυχαία µεταβλητή Ζ = 
n

X
/σ

µ−
−

 µε τιµές z = 
n

x
/σ

µ−  

ακολουθεί µια τυπική κανονική κατανοµή. 

       Η πιθανότητα η τιµή 
n

x
/σ

µ−
−

 να βρίσκεται µέσα σ’ ένα δοσµένο 

διάστηµα για παράδειγµα το + 1,96 δίδεται από τη σχέση:                     
 

.95,0)96,1()96,1(96,1
/

96,1 =−−=







≤

−
≤− φφ

σ
µ
n

xP  

 
Από την σχέση αυτή αν είναι γνωστή η σ µπορούµε να 

πούµε ότι: 
 

nxnx /96,1/96,1 σµσ +≤≤−
−−

 
 
δηλαδή η µέση τιµή µ του πληθυσµού µε πιθανότητα 95% 
βρίσκεται σε απόσταση n/96,1 σ±  από την  δειγµατική µέση τιµή 
x .  
 
Παρατήρηση: 

 
Μια άλλη ερµηνεία της σχέσεως αυτής είναι ότι «αν 

χρησιµοποιηθούν διάφορα δείγµατα µεγέθους n για τον 
προσδιορισµό «διαστηµάτων πιθανότητας 95%» τότε κατά µέσο 

 35



όρο το 95% από τα διαστήµατα αυτά θα περιέχουν την αληθινή 
τιµή µ. 
 

Σύµφωνα µε τα ανωτέρω αν συµβολίσουµε µε 1-α το 
προκαθορισµένο «επίπεδο εµπιστοσύνης» και µε 2/αz+ τις τιµές 
της τυπικής κανονικής µεταβλητής µε αντίστοιχες τιµές της 
Αθροιστικής Συνάρτησης κατανοµής α/2 και 1-α/2, όπως φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα: 
 

 
                                         f(x)       πυκνότητα 
 
 
 
 
 
 
      Εµβαδόν            Εµβαδόν             Εµβαδόν 
                   α/2             1-α               α/2 
                      - zα/2           0           zα/2          ( )nx // σµ−  

 
Σχήµα11. Τυπικής Κανονικής κατανοµής  
 
Τότε έχουµε την πιθανότητα: 
              

.1
/ 2/2/α α

σ
µ

α −=







≤

−
≤− z

n
xzP  

           

ή .12/2/ ασµσ
αα −=








+≤≤−

n
zx

n
zxP  

 
Μπορούµε να πούµε ότι υπάρχει εµπιστοσύνη επιπέδου 1-α 

ότι το διάστηµα που εκτιµήθηκε περιέχει την άγνωστη τιµή της µ. 
Το διάστηµα αυτό ονοµάζεται «διάστηµα εµπιστοσύνης της µ σε 
επίπεδο 1-α» και δίδεται από τη σχέση: 

      

 (Ι) .,)(),( 2/2/α1 ή
n

zx
n

zx γνωστσµεσσµ αα =







+−=>< −  
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Παρατήρηση: 
 
Η ανωτέρω σχέση ισχύει για κανονικές τυχαίες µεταβλητές 

που γνωρίζουµε τη σ. 
Για µη κανονικούς πληθυσµούς ισχύει προσεγγιστικά και ο 

βαθµός προσέγγισης αυξάνει όσο µεγαλώνει το µέγεθος του 
δείγµατος. 

 
Σχόλιο 
 
Η διαδικασία προσδιορισµού διαστηµάτων εµπιστοσύνης  

της µ, όταν η σ είναι γνωστή ακολουθεί τα εξής βήµατα: 
 

1ο : Επιλέγουµε το επίπεδο εµπιστοσύνης 1-α. 
 
2ο : Υπολογίζουµε την τιµή zα/2 από τον πίνακα της τυπικής 

κανονικής κατανοµής. 
       
                                     .

2
1z 1

2 





 −= − αφα  

 
3ο : Χρησιµοποιούµε τη σχέση (Ι) θέτοντας στη θέση του x  τη 

δειγµατική µέση τιµή των n - παρατηρήσεων. 
 

 
Παραδείγµατα. 
 

1. Η ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου σ’ ένα 
σταθµό µέτρησης ενός ποταµού έχει µετρηθεί για 30 ηµέρες. Από 
προηγούµενες εµπειρίες είναι γνωστό ότι η διασπορά της 
ηµερήσιας συγκέντρωσης είναι 4,2 (mg/l)2. Για τις 30 µετρήσεις η 
µέση δειγµατική τιµή ./52,2 lmgx =  
Να υπολογισθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης επιπέδου 99% για τη 
µέση ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου. Θεωρούµε ότι 
ο πληθυσµός των µετρήσεων της ηµερήσιας συγκέντρωσης 
διαλυµένου οξυγόνου κατανέµεται κανονικά. 
 

58,2)995,0(005,0299,0α1 1
005,0 ==→=→=− −φα z  
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.965,058,2
30

2,4
2 =⋅=ασ z

n
 

 
./)49,3,56,1()965,0,965,0(99.0 lmgxx =+−=>µ<  

 
Αυτό είναι το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο 99%. 
 
 
2. Σε ένα δείγµα 10 κουτιών παστεριωµένου γάλακτος 

που παράγει µια βιοµηχανία γάλακτος το µέσο βάρος των κουτιών 
είναι 250  γραµµάρια. Από προηγούµενες µετρήσεις είναι γνωστή 
η διακύµανση που παρατηρείται και ίση, µε 60  γραµµάρια . Να 
προσδιοριστεί το διάστηµα εµπιστοσύνης στο οποίο θα βρίσκεται 
το µέσο βάρος του συνόλου των κουτιών γάλακτος που 
παράγονται µε πιθανότητα 99,60%. Θεωρούµε ότι ο πληθυσµός 
των βαρών των κουτιών κατανέµεται κανονικά. 

2

 
Έχουµε .002,02996,0 =1 α→=α−  

 

Άρα .88,2)998,0(
2

1 11
002,0

2
==






 −== −− φαφα zz  

 

Επίσης .05,788,2
10
60

2
=⋅=⋅ α

σ z
n

 

 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης:  
 

⇒







+−=>< − n
zx

n
zx σσµ ααα

22
1 ,  

 
( ) ⇒+−=+−=>< )05,7250,05,7250(05,7,05,7996.0 xxµ  

 
( )05,257,95,242996.0 =>< µ  γραµµάρια. 

 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ µε πιθανότητα ή επίπεδο 

εµπιστοσύνης 99,6%. 
Αν ο πληθυσµός της ηµερήσιας συγκέντρωσης είναι 

κανονικός τότε το παραπάνω διάστηµα είναι ακριβές αν όχι τότε το 
δεχόµαστε προσεγγιστικά. 
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4.4.2. ∆είγµα µεγάλο. Μη κανονικός πληθυσµός. Η ∆ιασπορά 
του πληθυσµού γνωστή ή άγνωστη. 
 
           Όταν το δείγµα είναι µεγάλο σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό 

θεώρηµα η  τυχαία µεταβλητή Z = 
n

X
/σ

µ−
−

 µε τιµές z = 
n

x
/σ

µ−  

ακολουθεί µια τυπική κανονική κατανοµή. 
 
Συνεπώς το «διάστηµα εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο 

1-α» δίδεται επίσης από τη σχέση: 
      

(Ι) ,)(),( 2/2/α1 







+−=>< − n
zx

n
zx σσµ αα  

 
εφόσον η διακύµανση σ2  είναι άγνωστη αντικαθίσταται από 

την s οπότε καταλήγουµε στη σχέση: 2

 









+−=>< − )(),( 2/2/α1 n

szx
n
szx ααµ  

 

Εποµένως η διαδικασία επιλογής διαστήµατος εµπιστοσύνης 

για την εκτίµηση του µέσου ενός µη κανονικού πληθυσµού του 

οποίου το δείγµα είναι µεγάλο είναι η εξής: 

¾ Επιλέγεται το διάστηµα εµπιστοσύνης 1-α, µε α )1,0(∈ . 

¾ Υπολογίζεται το α/2-ποσοστιαίο σηµείο της κανονικής 

κατανοµής το za/2 

¾ Υπολογίζεται ο δειγµατικός µέσος  καθώς και µία εκτίµηση 

της διακύµανσης  του σ ως εξής: 

−

x

∧

σ
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







=
∧

άs
ό

διαφορετικ
γνωστσανσ

σ
,
,  

¾ Υπολογίζεται το z
∧

σ a/2/ n .  

¾ Έτσι λαµβάνεται το ακόλουθο αριθµητικό διάστηµα 

εµπιστοσύνης:  














+−

∧
−

∧
−

n
z

x
n

z
x aa σσ 2/2/ ,  

 
Παράδειγµα: 
 
    Η ηµερήσια συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου σ’ ένα σταθµό 
µέτρησης ενός ποταµού έχει µετρηθεί για 39 ηµέρες και είχαµε 
x =2,52 mg/l και s2=4,2 (mg/l)2 (άγνωστη η σ2). Να υπολογισθεί το 
διάστηµα εµπιστοσύνης επιπέδου 99% για τη µέση ηµερήσια 
συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου. 
 
           Το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση ηµερήσια 
συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου είναι:  1-α = 0,99→ α/2 = 
0,005. 
 

Άρα z
2
a  = 2,58 (παράρτηµα). 

 
Οπότε: 
 

    =









+−=><

39
2,4

58,252,2,
39

2,4
58,252,299.0µ  (1,67,  3,37) mg  ./ l

 
4.4.3. ∆είγµα µικρό. Κανονικός πληθυσµός. Η διασπορά του 
πληθυσµού σ2  άγνωστη. 
 

Για n µικρό πολύ π.χ. n < 10 τα διαστήµατα εµπιστοσύνης 
της µ από την (Ι) µε s2 στη θέση του σ2 είναι αρκετά ανακριβή 
(όταν δεν είναι γνωστή η διασπορά σ). 
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Όταν η κατανοµή του πληθυσµού της Χ είναι κανονική τότε 
και αν ακόµα ή σ2 δεν είναι γνωστή µπορούν να προσδιοριστούν 
ακριβή διαστήµατα εµπιστοσύνης για τη µ.  

Έχει αποδειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή 
ns

xtέT
/

µςτιµµε −
=  

έχει κατανοµή t µε n-1 βαθµούς ελευθερίας και µε συνάρτηση 
πυκνότητας f(t). 
 
 
                                             f(t)                  
                                                        

)1,0(N
n ∞=       

ns
xtέ
/

τ.µ.T µςτιµµε −
=  

                                                        n=6      
                                                                        n =2 
 
 
 
 
 
 

                                           0                           
ns

xt
/

µ−
=         

 
 
Σχήµα11. t - κατανοµής  

 
 

Η κατανοµή t είναι συµµετρική ως προς το µηδέν και έχει 
σχήµα παρόµοιο της κανονικής κατανοµής, όταν το n µεγαλώνει  

(ν = n -1 = βαθµοί ελευθερίας) τότε η κατανοµή t προσεγγίζει 
την κανονική κατανοµή. 

 
Έχουµε λοιπόν: 
 

.1
/ ,2/,2/α αµ

α −=




 ≤
−

≤− vv t
ns

xtP  

 
 

Το 
v

t
,2

α είναι η τιµή της τυχαίας µεταβλητής Τ που αντιστοιχεί 

σε τιµή της Αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής ίση µε 1-α/2, για v 
= n-1 βαθµούς ελευθερίας. Οι τιµές του tα/2,v δίδονται από πίνακα. 
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                                     f(t)             Η πιθανότητα 
                                                                  

                                                   .1,2/,2/ αµ αα −=







+≤≤−

n
stx

n
stxP vv

                                                                    
εµβαδό 
               α/2     1-α                           εµβαδού   α/2 
                     
                        0         t  vt ,2/α− v,2/α

 
Σχήµα12. t - κατανοµής  
 
 
Έτσι οδηγούµαστε στη σχέση 
 

              









+−=>< − )(),( ,2/,2/α1 n

stx
n
stx vv ααµ  

 
όπου  
 
x : δειγµατική µέση τιµή  
 
s: δειγµατική τυπική απόκλιση. Αυτό είναι το διάστηµα 

εµπιστοσύνης της µ, µε άγνωστη τη σ, σε επίπεδο 1-α. 
 
Παρατήρηση: Όταν ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας είναι 

πολύ µεγάλος τότε 
2,2

αα zvt → διότι η κατανοµή t τείνει τότε στην 

τυπική κανονική κατανοµή. 
 

Για την επιλογή εποµένως ενός αριθµητικού διαστήµατος 

εµπιστοσύνης του µέσου µ ενός κανονικού πληθυσµού µε 

άγνωστη διασπορά και που το δείγµα είναι µικρό, ακολουθείται η 

εξής διαδικασία: 
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¾ Επιλέγεται το διάστηµα εµπιστοσύνης 1-α, µε α )1,0(∈ . 

¾ Υπολογίζεται το α/2-ποσοστιαίο σηµείο της tn-1 κατανοµής το 

tn-1;a/2 

¾ Υπολογίζεται ο δειγµατικός µέσος   
−

x

¾ Υπολογίζεται το 
n

st an 2/;1−  

¾ Έτσι λαµβάνεται το ακόλουθο διάστηµα εµπιστοσύνης: 









+− −

−
−

−

n
St

x
n
St

x anan 2/;12/;1 ,  

 
Παράδειγµα: 
 
         Σε ένα δείγµα 20 κουτιών παστεριωµένου γάλακτος που 
παράγει µια βιοµηχανία γάλακτος το µέσο βάρος των κουτιών είναι 
250  γραµµάρια και η δειγµατική διακύµανση s2 = 56,25. Να 
προσδιοριστεί το διάστηµα εµπιστοσύνης στο οποίο θα βρίσκεται 
το µέσο βάρος του συνόλου των κουτιών γάλακτος που 
παράγονται µε πιθανότητα 99,80%. 

 
Γνωρίζουµε ότι: 
 









+−=>< − ),( ,2/,2/1 n

stx
n
stx vv αααµ  

 

19120

001,0
2

998,01

=−=

=→=−

v

αα  

 
 

.883,319,001,0
,2

== tt
v

α  

 
.512,6

20
5,7883,3

,2
==

n
st

v
α  
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      Άρα ( ) ⇒+−=>µ< kgr512,6250,512,6250998,0  
( kgr512,256,488,243998,0 =>µ< ) , το διάστηµα εµπιστοσύνης. 

 
Μονόπλευρα όρια εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή µ. 
 
   Η διακύµανση – διασπορά σ  γνωστή, Κανονικός 
πληθυσµός:  

2

 
Χρησιµοποιείται η τ.µ. Z µε τιµές z =

n
x
σ

µ−  που ακολουθεί τυπική 

κανονική κατανοµή. 
 
Ορίζουµε το κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ σε επίπεδο  
1-α. 
 

).1(, 1 αφσ
αα −=








− −z

n
zx  

                          
* Αυτό προκύπτει από το ότι πρέπει: 
            

  .1 α
σ

µ
α −=








≤

−
= z

n
xP , άρα   .1 ασµ α −=








−≥

n
zxP   

  
 µε  ).1(1 αφα −= −z

 
 
Αυτό δηλώνει ότι η µέση τιµή του πληθυσµού θα είναι 

µεγαλύτερη από το όριο αυτό µε πιθανότητα 1-α. 
 
 

Οµοίως υπολογίζεται και το ανώτατο όριο εµπιστοσύνης 
της µ, επιπέδου 1- α. 

                   
  

).1(, 1 αφσ
αα −=








+ −z

v
zx  

 
Σε περίπτωση µεγάλου δείγµατος και άγνωστης πληθυσµιακής 
διασποράς ορίζονται αντίστοιχα το κατώτατο και ανώτατο όριο 
εµπιστοσύνης της µ, επιπέδου 1-α όπως τα παραπάνω, εφόσον 
αντικατασταθεί η σ µε την s.  
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Η διακύµανση σ άγνωστη (µικρό δείγµα): 2

  
Χρησιµοποιείται η t -κατανοµή για τον προσδιορισµό ανώτατου 
και κατώτατου ορίου εµπιστοσύνης της µ. 
 
 

Κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ, επιπέδου 1-α. 
                   

vv t
n
stx ,, , αα−   από πίνακα. 

 
Ανώτατο όριο εµπιστοσύνης της µ, επιπέδου 1-α. 
                   

vv t
n
stx ,, , αα+  από πίνακα  

 
 

Παράδειγµα. 
 
Τα εργαστηριακά αποτελέσµατα 100 δοκιµίων χάλυβα Α36 

που διαλέχτηκαν τυχαία δείχνουν για την τάση ροής µια µέση τιµή 
2/2200 cmkpx =  και µια τυπική απόκλιση . 2/220 cmkp

Να προσδιορισθεί το κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µέσης 
τιµής µ της τάσης ροής του χάλυβα αυτού σε επίπεδο 95%. 
 

Λόγω µεγάλου µεγέθους n = 100    σ ~ s = 220. 
 
      1  .65,1)95,0()05,01(05,095,0α 11

05,0 ==−=→=→=− −− φφα z

 
οπότε το κατώτατο όριο εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ της τάσης 
ροής του χάλυβα αυτού σε επίπεδο 95% είναι: 

 
.2164

100
22065,12200 kgr

n
zx =−=−

σ
α  

 
Γενική παρατήρηση: 
 
Οι αποφάσεις ή εκτιµήσεις στη Στατιστική έχουν στοχαστικό 

χαρακτήρα και δεν αποτελούν αποδείξεις. 
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Έτσι εκτιµούµε ότι ο µέσος ενός πληθυσµού ).,( 111 βα=>µ< α−

),α( 11 β

 
∆ηλαδή ότι ο µέσος µ βρίσκεται στο διάστηµα δίνοντας 
συγχρόνως την πιθανότητα σφάλµατος αυτής της εκτίµησης. 

Έτσι λέµε ότι σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% = 1-α η µέση 
τιµή µ του πληθυσµού ανήκει στο διάστηµα: (1,36 ,  2,18). 
 
4.5. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης της διαφοράς των 
µέσων τιµών δύο πληθυσµών. 
 
4.5.1. ∆είγµατα ανεξάρτητα µεγάλα, πληθυσµιακές διασπορές 
σ 1  , σ  γνωστές ή άγνωστες 2 2

2

 
Αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα µεγάλα µεγέθους ν και κ 
µε µέσες τιµές  και , διακυµάνσεις s 2

1 , s  και οι πληθυσµιακές 
διασπορές είναι γνωστές σ , σ  αντίστοιχα, τότε έχουµε ότι η 
µεταβλητή: 

−

x
−

y 2
2

2
1

2
2

 

Ζ = 

κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX    ακολουθεί Ν(0,1). 

 
 

Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά 
µ 1- µ των δύο πληθυσµών όταν οι διασπορές τους είναι 
γνωστές είναι: 

2

 
−

x  -  - Ζ
−

y
2
a κ

σ
ν
σ 2

2
2
1 + ≤  µ 1- µ  2 ≤

−

x  -  + Ζ
−

y
2
a κ

σ
ν
σ 2

2
2
1 +  

 
      Εάν οι πληθυσµιακές διασπορές είναι άγνωστες 
αντικαθίστανται από τις δειγµατικές διακυµάνσεις s 1 , s  και έχουµε 
ότι η µεταβλητή: 

2 2
2

 

Ζ = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 
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Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά 
µ 1- µ των δύο πληθυσµών όταν οι διασπορές τους είναι 
άγνωστες είναι: 

2

 
−

x  -  - Ζ
−

y
2
a κν

2
2

2
1 ss

+  ≤  µ 1- µ  2 ≤   -  + Ζ
−

x
−

y
2
a κν

2
2

2
1 ss

+  

 
 
 4.5.2.   ∆είγµατα µικρά ανεξάρτητα, κανονικοί πληθυσµοί µε 
άγνωστες αλλά ίσες διασπορές σ 1  = σ  = σ  2 2

2
2

 
Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε 
µέσες τιµές  και  και διακυµάνσεις s 2

1 , s  αντίστοιχα 
προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες αλλά 
ίσες διασπορές σ  = σ  = σ   έχουµε ότι η µεταβλητή: 

−

x
−

y

2
2

2
2

2
1

2

 

t = 

κνκν
κν

µµ

11
2

)1()1(

)(
2
2

2
1

21

+
−+

−+−

−−−
−−

ss

YX  

 
 
ακολουθεί t - κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 
 
Τότε ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά 
µ 1- µ των δύο πληθυσµών όταν οι διασπορές τους είναι 
άγνωστες αλλά ίσες είναι: 

2

 
−

x  -  - t
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  ≤  µ 1- µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  

 
 

όπου s = 
2

)1()1( 2
2

2
1

−+
−+−

κν
κν ss  
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4.5.3. ∆είγµατα µικρά ανεξάρτητα, κανονικοί πληθυσµοί µε 
άγνωστες και διαφορετικές διασπορές σ 2

1  ≠  σ . 2
2

 
Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε 
µέσες τιµές  και  και διακυµάνσεις s 2

1 , s  αντίστοιχα 
προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες και 
διαφορετικές διασπορές σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   έχουµε ότι η µεταβλητή: 2
2

 

t = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 

 
ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας λ = 2(ν-1) όταν 
ν = κ 
 
 

και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) 

όταν ν≠ κ 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1- 
µ 2 των δύο πληθυσµών όταν οι διασπορές τους είναι άγνωστες 
και διαφορετικές σ 1  ≠  σ   είναι: 2 2

2

 
 

−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1- µ 2  ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν = κ 

 
ή  

 
−

x  -  - t
−

y
2

;αλ κν

2
2

2
1 ss

+  ≤  µ 1- µ  2 ≤    -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

κν

2
2

2
1 ss

+   για ν κ ≠
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Παραδείγµατα: 
 

i. ∆ύο εργοστάσια κατασκευάζουν το ίδιο εξάρτηµα για µια µηχανή. 
Παίρνουµε ένα δείγµα 30 εξαρτηµάτων από το πρώτο 

εργοστάσιο και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος τους είναι 700 
kgr και έχουν δειγµατική διακύµανση 400 kgr . Λαµβάνουµε 
επίσης ένα δείγµα 40 εξαρτηµάτων από το δεύτερο εργοστάσιο και 
βρίσκουµε ότι έχει µέσο βάρος 720 kgr µε δειγµατική διακύµανση 
450 kgr . 

2

2

Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 - µ2 
των πραγµατικών µέσων των πληθυσµών µε πιθανότητα 99%. 
Ποιου εργοστασίου το εξάρτηµα είναι βαρύτερο κατά µέσο όρο; 

 
Έχουµε 720700 21 == xx  
 

450,400 2
2

2
1 == ss  

.40,30 21 == nn  
 

.58,2)995,0(
2

1005,0
2

01,099,01α 11

2
α ==






 −=→=→=−= −− φαφα z  

 

5833,24
40
450

30
400

2

2
2

1

2
1

2

2

1

=+=+=
−

−
− n

s
n
ss

XX

 

 
20,9581,4 21

21

−=−=−−
−

xxs
xx

 

 
9581,458,2209581,458,220 21 ⋅+−<µ−µ<⋅−−  

 
21,779,32 21 −<µ−µ<−  ή   .21,779,32 21 >µ−µ>  

 
Το εξάρτηµα του δεύτερου εργοστασίου είναι βαρύτερο κατά 

µέσο όρο. 
 

 
ii. Αν στο πιο πάνω παράδειγµα γνωρίζουµε ότι ύστερα από 
µετρήσεις οι διακυµάνσεις των πληθυσµών είναι   
τότε το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ

480420 2
2

2
1 == καισσ

1 - µ2, µε 
πιθανότητα 99%, θα είναι: 
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2
αz =2,58 

→=+=+=− 26
40
480

30
420

2

2
2

1

2
12

21 nnxx
σσσ 099,5

21
=−xxσ  

 
099,558,220099,558,220 21 ⋅+−<µ−µ<⋅−−  

 
16,3384,616,33 21 ⇒−<µ−µ<− .84,612 >−> µµ  

 
iii. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο 
κονσερβοποιίας και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700  
γρ. µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε επίσης ένα δεύτερο 
δείγµα 18 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο 
κονσερβοποιίας και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720  
γρ. µε διακύµανση 450  γρ. 

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των 
πραγµατικών µέσων βαρών των κονσερβών που παράγονται στα 
δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%.  
   Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των δύο 
εργοστασίων είναι κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των βαρών 
των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι άγνωστες αλλά ίσες. 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά 
 µ - µ των δύο πληθυσµών όταν οι διακυµάνσεις τους είναι 
άγνωστες αλλά ίσες είναι: 

1 2

 
−

x  -  - t
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  ≤  µ 1- µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;2 α
κν −+

s
κν
11

+  

 
 

όπου s = 
2

)1()1( 2
2

2
1

−+
−+−

κν
κν ss  

 
Έχουµε 720,700 == yx  
 

450,400 2
2

2
1 == ss ,   .18,10 21 == nn  , n 1  + n - 2 = 26,  2

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  και t

2
;2 α

κν −+
=  2,779 
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s = 
26

450)118(400)110( −+−  = 21,62 

 
 

s
κν
11

+ = 21,62 * 0,39 = 8,54 

 
            2021 −=− xx  
 

54,8779,22054,8779,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  
 

73,373,43 21 −<−<− µµ  
 
iv. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο 
κονσερβοποιίας και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700 γρ. 
µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε επίσης ένα δεύτερο δείγµα 
10 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο κονσερβοποιίας και 
διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720 γρ. µε διακύµανση 450 
γρ . 

2

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των 
πραγµατικών µέσων βαρών των κονσερβών που παράγονται στα 
δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%. 
     Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των 
δύο εργοστασίων είναι κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των 
βαρών των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι άγνωστες και 
διαφορετικές. 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1- 
µ 2 των δύο πληθυσµών, όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες 
και διαφορετικές σ 1  ≠  σ   και τα δείγµατα είναι ίσα είναι: 2 2

2

 
 

−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1- µ 2  ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν = κ 

 
 Έχουµε 720,700 == yx  

 
450,400 2

2
2
1 == ss ,   10,10 21 == nn ,  

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  , λ = 2(10-1) = 18 
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και t
2

;αλ
=  2,878 

 

             
10
450

10
400

+ = 9,22 

 
22,9878,22022,9878,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  

 
ή 
 

- 46,54 < µ 1  - µ < 6,54 2

 
v. Παίρνουµε ένα δείγµα 10 κονσερβών από ένα εργοστάσιο 
κονσερβοποιίας και διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 700 γρ. 
µε διακύµανση 400 γρ . Λαµβάνουµε επίσης ένα δεύτερο δείγµα 
16 κονσερβών από ένα δεύτερο εργοστάσιο κονσερβοποιίας και 
διαπιστώνουµε ότι το µέσο βάρος είναι 720 γρ. µε διακύµανση 450 
γρ . 

2

2

     Να βρεθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1-µ2 των 
πραγµατικών µέσων βαρών των κονσερβών που παράγονται στα 
δύο εργοστάσια  µε πιθανότητα 99%. 
     Θεωρούµε ότι οι πληθυσµοί των βαρών των κονσερβών των 
δύο εργοστασίων είναι κανονικοί και ότι οι διακυµάνσεις των 
βαρών των κονσερβών στα δύο εργοστάσια είναι άγνωστες και 
διαφορετικές. 
 
Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διαφορά µ 1- 
µ 2 των δύο πληθυσµών όταν οι διακυµάνσεις τους είναι άγνωστες 
και διαφορετικές σ 1   σ   και τα δείγµατα είναι άνισα είναι: 2 ≠ 2

2

 
−

x  -  - t
−

y
2

;αλ νν

2
2

2
1 ss

+ ≤  µ 1- µ  2 ≤   -  + t
−

x
−

y
2

;αλ
 

νν

2
2

2
1 ss

+   για ν  κ ≠

 
 Έχουµε 720,700 == yx  

 
450,400 2

2
2
1 == ss ,   16,10 21 == nn   

005,0
2

,01,099,01α ==−=
α  , 

 

 52



λ = 

116

)
16
450(

110

)
10
400(

)
16
450

10
400(

22

2

−
+

−

+
 = 20 

 
 

και t
2

;αλ
=  2,845 

 

       
10
450

10
400

+ = 9,22 

 
22,9845,22022,9845,220 21 ⋅+−<−<⋅−− µµ  

 
ή 

- 46,23 < µ 1  - µ < 6,23 2

 
 
4.5.4.∆είγµατα µικρά εξαρτηµένα (ζευγαρωτές παρατηρήσεις). 
Κανονικοί πληθυσµοί. 
 
Για δείγµατα µικρά εξαρτηµένα (ζευγαρωτές παρατηρήσεις) 
που προέρχονται από µετρήσεις της ίδιας οµάδας σε δυο 
διαφορετικές χρονικές στιγµές (ζευγαρωτές παρατηρήσεις) 
ορίσουµε x i και y i , i=1,2,….,n τις παρατηρήσεις στα δύο δείγµατα 
και δηµιουργούµε τις αντίστοιχες διαφορές z i  = x i - y i , i=1,2,….,n 
που τις θεωρούµε διαφορετικές. Ο πληθυσµός από όπου πήραµε 
τα ζεύγη θεωρείται κανονικός.  
Θεωρούµε έναν πρώτο πληθυσµό µε µέση τιµή µ 1  (ο οποίος 
προσδιορίζεται πάντα από τις πρώτες παρατηρήσεις x i ) και έναν 
δεύτερο πληθυσµό µε µέση τιµή µ (ο οποίος προσδιορίζεται 
πάντα από τις δεύτερες παρατηρήσεις y i ). 

2

 
    Οι παρατηρήσεις z iακολουθούν την t – κατανοµή µε n - 1 
βαθµούς ελευθερίας. 

Η µεταβλητή t = 

n
s
Z
Z

−

 που ακολουθεί t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς  

ελευθερίας 
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    Ένα 100(1-α)%  διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά µ 1- 
µ είναι: 2

 
−

Z  - t
2

;1 an− n
sz  ≤  µ 1- µ = µ  2 Z ≤  

−

Z  - t
2

;1 an− n
sz  

 
Όταν το δείγµα είναι µεγάλο τότε έχουµε : t

2
;1 an−

= Ζ
2
a  

 
Παράδειγµα: 
 
Έχουµε τις παρακάτω ζευγαρωτές παρατηρήσεις:  
 
 
Χ:     4         5      6      4,2      5,2      5,3     6,4     4,8     5,3     5 
Y:     4,9    4,8    5,7     5         6        5.2     6,5     5,9     4,8    5,7 
 
Να βρεθεί ένα 90% διάστηµα εµπιστοσύνης για την πραγµατική 
διαφορά . 
 
 Έχουµε  Ζ:  -0,9    0,2   0,3  -0,8    -0,8   0,1  -0,1   -1,1   0,5   -0,7 
 
 Και  

−

Z  = -0,33 ,  S = 0,72 , t 9 = 1,833 Z 05,0;

 
Εποµένως ένα  90% διάστηµα εµπιστοσύνης για την πραγµατική 
διαφορά µ - µ  είναι: 1 2

 
−

Z - t  S /05,0;9 Z n  ≤  µ 1- µ = µ  2 Z ≤
−

Z + t 9  S /05,0; Z n  
 
ή    
      

-0,33 - 1,833 x 0,72/ 3,16 ≤  µ 1- µ = µ  2 Z ≤  -0,33 + 1,833 x 0,72/ 
3,16 

 
                                                   ή 
 

-0,75 ≤  µ 1- µ = µ  2 Z ≤  0,09 
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4.6. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για την διακύµανση 
του πληθυσµού 
 
Στην θεωρία διατυπώθηκε ότι η µεταβλητή: 
 

X = 2
2

2)1(
σ
sn −  

 
ακολουθεί την X 2 κατανοµή µε n-1 βαθµούς. 
 
Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα θεωρείται κανονικός 
µε σ  και s η δειγµατική διακύµανση. 2 2

 
    Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για την διακύµανση σ  
του πληθυσµού είναι: 

2

 

2

2
;1

2)1(

an
X

sn

−

−
≤  σ 2 ≤  2

2
1;1

2)1(

an
X

sn

−−

−  

 
Ακολουθείται η εξής διαδικασία για τον υπολογισµό του 

διαστήµατος: 

¾ Επιλέγεται το διάστηµα εµπιστοσύνης 1-α, µε α )1,0(∈ . 

¾ Υπολογίζεται το ποσοστιαία σηµεία της Χ2
2/1;1

2
2/;1 anan xx −−− και 2

n-1 

κατανοµής 

¾ Υπολογίζονται οι τιµές 2
2/1;1

2

2
2/;1

2 )1(,)1(

anan x
Sn

x
Sn

−−−

−−  

¾ Έτσι λαµβάνεται το ακόλουθο αριθµητικό διάστηµα 

εµπιστοσύνης:  











 −−

−−−
2

2/1;1

2

2
2/;1

2 )1(,)1(

anan x
Sn

x
Sn  
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Παράδειγµα: 
     
Ένα δείγµα από 51 αγρότες παρουσιάζει διακύµανση των ετήσιων 
εισοδηµάτων τους s 2 = 156 ευρώ .  Να βρεθεί ένα 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης  για την διακύµανση σ  των ετήσιων εισοδηµάτων 
του πληθυσµού των αγροτών. 

2

2

 
Έχουµε ότι:  
 

2

2
;1

2)1(

an
X

sn

−

−
≤  σ 2 ≤  2

2
1;1

2)1(

an
X

sn

−−

−  

ή 
 

42,71
156)151( − ≤  σ 2 ≤

36,32
156)151( −  

 
   [Χ  = 71,42 ,  Χ  = 32,36] 2

025,0;50
2

975,0;50

 
ή 

 
109,21  ≤  σ 2 ≤  241,04 

 
4.7. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τον λόγο των 
διακυµάνσεων δύο πληθυσµών 
 
     Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα 
µεγέθους n και m αντίστοιχα µε s 2

1 , s 2
2  τις δειγµατικές διακυµάνσεις 

από δύο κανονικούς πληθυσµούς αντίστοιχα µε σ 1  , σ   τις 
πληθυσµιακές διακυµάνσεις τότε ισχύει ότι η µεταβλητή: 

2 2
2

 

F = 2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ   

 
 ακολουθεί την F κατανοµή µε n -1 και m -1 βαθµούς ελευθερίας 
 
Οι πληθυσµοί είναι κανονικοί. 
 
    Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τον λόγο των 
διακυµάνσεων σ 1 ,σ    των δύο πληθυσµών είναι: 2 2

2
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2
;1,12

2

2
1

2
2

2
1

2
;1,1

2
2

2
1 1

anm
amn

F
s
s

Fs
s

−−
−−

≤≤
σ
σ  

 
Παράδειγµα: 
 
    Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες 
της Ελλάδας και εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα 
ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n = 31, S 1 = 220 ευρώ  και m = 41, S = 200 ευρώ  2 2 2

2
2

   Να βρεθεί ένα 98% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τον λόγο των 
πραγµατικών διακυµάνσεων σ 1 , σ    των ετήσιων εισοδηµάτων 
των αγροτικών πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της 
Ελλάδας. 

2 2
2

 
Έχουµε ότι: 
 

2
;1,12

2

2
1

2
2

2
1

2
;1,1

2
2

2
1 1

anm
amn

F
s
s

Fs
s

−−
−−

≤≤
σ
σ  

 
F = 2,2   F = 2,3 01,0;40,30 01,0;30,40

 

3,2
200
220

2,2
1

200
220

2
2

2
1 ≤≤

σ
σ  

 
ή 
 

53,250,0 2
2

2
1 ≤≤

σ
σ  

 
4.8. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης αναλογίας σε 
πληθυσµό. 

      Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p  = ∆ n
x   των στοιχείων 

στο µεγάλο δείγµα µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο 
χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την θεωρία το δειγµατικό 
ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
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       ∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις 
τιµές p , ακολουθεί την κανονική κατανοµή:  ∆

 

Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ − ) 

 
 
Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

       Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
 

Ζ = 

n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

   
  Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για το ποσοστό 
(αναλογία) του πληθυσµού είναι: 

 

n
zP

n
z

)1()1(

22

∆∆
∆

∆∆
∆

−
+≤≤

−
⋅−

ρρ
ρ

ρρ
ρ απληθα  

 
 
Παράδειγµα: 
 

Ο αριθµός των ελαττωµατικών προϊόντων µιας µεταποιητικής 
βιοµηχανίας αγροτικών προϊόντων που εντοπίσθηκαν σ’ ένα 
δείγµα 300 προϊόντων είναι 24 προϊόντα.  

Να βρεθούν τα όρια µέσα στα οποία θα βρίσκεται το 
πραγµατικό ποσοστό P πληθ  των ελαττωµατικών προϊόντων της 
συνολικής παραγωγής µε πιθανότητα 98%. 

 
Έχουµε n = 300 , m = 24 → . 08,0%8

300
24

===∆ρ

 
Οπότε 1- p ∆ = 0,92. 
 

.33,2)99,0(
2

1
01,0

2

02,098,01
11

2

==





 −=→







=

=−=
−− φαφα

α

a
z  

 

0157,0
300

92,008,0)1(
=

⋅
=

−⋅ ∆∆

n
ρρ  
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33,20157,008,033,20157,008,0 ⋅+<<⋅− πληθP  

 
%.6,11%34,41165,00434,0 <<⇒<< πληθπληθ PP  

 
 
4.9. Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη διαφορά των  
αναλογιών στοιχείων δύο πληθυσµών. 

 
    Έστω ρ 1 = ∆ n

x    και   ρ = 2 ∆ l
y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες 

των στοιχείων, που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, 
δύο µεγάλων δειγµάτων µεγέθους n, l από δύο πληθυσµούς, 
όπου οι πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P ,  P . 1 πληθ 2 πληθ

       Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών P 1 -  
P  ακολουθούν κανονική κατανοµή: 

∆

2 ∆

 

Ν(P 1 -  P , πληθ 2 πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
− ) 

 
  Ένα 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά των 
ποσοστών (αναλογιών) των δύο πληθυσµών P 1 ,  P είναι: πληθ 2 πληθ

 

ρ - ρ - Ζ1 ∆ 2 ∆
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ
≤  P - P  ρ - ρ + 

Ζ

1 πληθ 2 πληθ ≤ 1 ∆ 2 ∆

2
a n

1−(∆  
l

)1() 2211 ∆∆∆ −
+

ρρρρ

 
 
Παράδειγµα: 
 
Παίρνουµε δύο µεγάλα δείγµατα µιας ποικιλίας ενός φυτού από 
δύο διαφορετικούς πληθυσµούς και εξετάζουµε πόσα από αυτά 
ασθένησαν µέσα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Τα 
δεδοµένα που προέκυψαν ήταν: Από τα n=120 του πρώτου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 12 και από τα m=130 του δεύτερου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 18. Να βρεθεί ένα 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης  για τη διαφορά των πραγµατικών ποσοστών 
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(αναλογιών) των ασθενούντων φυτών των δύο πληθυσµών P 1 ,  
P . 

πληθ

2 πληθ

 
 
Έχουµε ότι: 
 

p 1- p - Ζ2
2
a ln

)1()1( 2211 ∆∆∆∆ −
+

− ρρρρ
≤  P 1 - P 2  p 1-p + 

Ζ

πληθ πληθ ≤ 2

2
a ln

)1() 2211 ∆∆∆ −
+

− ρρρρ 1(∆  

 
ρ = 12/120 = 0,1,  ρ =  18/130 = 0,14 1 ∆ 2 ∆

 
Έχουµε: ρ 1 - ρ = -0,04 ∆ 2 ∆

 
Ζ = 1,96 025,0

 

130
86,014,0

120
9,01,0 xx

+ = 0,04 

 
Άρα ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης  για τη διαφορά των 
πραγµατικών ποσοστών (αναλογιών) των ασθενούντων φυτών 
των δύο πληθυσµών P 1 ,  P είναι: πληθ 2 πληθ

 
-0,04 – 1,96 x 0,04 ≤ P 1 - P 2πληθ πληθ ≤  -0,04 + 1,96 x 0,04 

 
ή 
 

-0,118 ≤ P 1 - Pπληθ 2 πληθ ≤  0,038 
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                                                                                             Κεφάλαιο 5ο    
 
Έλεγχοι υποθέσεων                                                                   
 
5.1 . Γενικά  
 
    Εκτός του προσδιορισµού του διαστήµατος εµπιστοσύνης µιας 
αγνώστου παραµέτρου Θ του πληθυσµού πολλές φορές απαιτείται 
να κάνουµε υποθέσεις για την τιµή που µπορεί να πάρει η Θ, τις 
οποίες και ελέγχουµε. 
    Σηµαντικό ρόλο στον έλεγχο της υπόθεσης που κάνουµε για την 
άγνωστη παράµετρο Θ του πληθυσµού παίζει η εκτιµήτρια θ και 
το στατιστικό του ελέγχου από το δείγµα. 
     Καταρχήν η υπόθεση που διατυπώνουµε για την άγνωστη 
παράµετρο Θ του πληθυσµού καλείται Η 0και είναι της µορφής:  
Η 0 : Θ = θ  όπου  θ  είναι µια συγκεκριµένη τιµή που υποθέτουµε 
ότι µπορεί να πάρει η Θ. 

* *

Η υπόθεση αυτή ελέγχεται αν ισχύει η όχι και καλείται µηδενική 
υπόθεση. 
Οι εναλλακτικές υποθέσεις είναι τις µορφής  Η 1 : Θ ≠  θ , Η : Θ > 
θ , Η 1 : Θ < θ *  

*
1

*

 
      Έτσι διαµορφώνονται οι ακόλουθες υποθέσεις προς έλεγχο: 
 
Η 0 : Θ = θ  *

Η 1 : Θ  θ *   έχουµε τότε δίπλευρο έλεγχο. ≠
 
Η 0 : Θ = θ  *

Η 1 : Θ > θ *    έχουµε τότε µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) 
 
Η 0 : Θ = θ  *

Η 1 : Θ < θ *     έχουµε τότε µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) 
 
      Για τον έλεγχο υπολογίζεται η απορριπτική περιοχή R της 
Η ,δηλαδή η περιοχή στα σηµεία τη οποίας η Η  απορρίπτεται.      0 0

      Αυτή προσδιορίζεται από την κατανοµή που ακολουθεί το 
στατιστικό του ελέγχου, το σφάλµα α που λαµβάνεται υπόψη 
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και η µορφή του ελέγχου που γίνεται (δίπλευρος ή µονόπλευρος 
δεξιά ή αριστερά). 
      
      Συνεπώς τα στοιχεία ενός ελέγχου µηδενικής υπόθεσης είναι 
τα ακόλουθα: 
 

1. Ορισµός της µηδενικής υπόθεσης 
2. Ορισµός της εναλλακτικής υπόθεσης 
3. Ορισµός του στατιστικού του ελέγχου από το δείγµα 
4. Ορισµός της απορριπτικής περιοχής R της Η  0

5. Εξαγωγή συµπερασµάτων. 
 
5.2. Σφάλµατα – στάθµη σηµαντικότητας – περιοχή 
απόρριψης της Η  0

 
     Το α είναι η πιθανότητα να απορρίψουµε  την Η ενώ είναι 
σωστή: 

0

 
α = Ρ(απόρριψη της Η / Η σωστή) 0 0

 
Το α καλείται και σφάλµα τύπου Ι. 
       
Το β είναι η πιθανότητα να δεχτούµε  την Η ενώ είναι λάθος: 0

 
β = Ρ(αποδοχή της Η / Η λάθος) 0 0

 
Το β καλείται και σφάλµα τύπου ΙΙ. 
        
Το γ = 1 – β και εκφράζει την πιθανότητα απόρριψης της 
Η όταν η Η είναι πράγµατι λάθος. 0 0

Το γ καλείται και ισχύς του στατιστικού του ελέγχου. 
        
 Η απορριπτική περιοχή της R της Η ορίζεται βάσει του 
σφάλµατος α που καλείται στάθµη σηµαντικότητας ή επίπεδο 
σηµαντικότητας (σ. σ). 

0

      Συγκεκριµένα επίπεδο σηµαντικότητας α ενός ελέγχου 
µηδενικής υπόθεσης Η  ονοµάζουµε π.χ την πιθανότητα να 
παρατηρηθεί µια τιµή του στατιστικού του ελέγχου, που έδωσε το 
δείγµα, µεγαλύτερη από την κριτήρια τιµή που παίρνουµε από 
τους πίνακες και η οποία προσδιορίζεται από το µέγεθος του 

0
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δείγµατος και την κατανοµή που ακολουθεί το στατιστικό ελέγχου 
µε το οποίο ελέγχουµε τη µηδενική υπόθεση. 
      ∆ηλαδή η πιθανότητα Ρ(Υ>y / Η σωστή), όπου Υ η τ.µ που 
αντιστοιχεί στο στατιστικό και y η κριτήρια τιµή του στατιστικού από 
τους πίνακες. Η πιθανότητα αυτή αναφέρεται σε µονόπλευρους 
ελέγχους ενώ σε δίπλευρους ελέγχους η πιθανότητα 
διπλασιάζεται. 

0

     Η υπόθεση Η απορρίπτεται  εάν η παρατηρούµενη 
πιθανότητα α = Ρ(απόρριψη της Η / Η σωστή) που προκύπτει 
από την τιµή του στατιστικού είναι µικρότερη µιας ορισµένης 
στάθµης σηµαντικότητας που ορίσαµε για να ελέγξουµε την 
µηδενική υπόθεση. 

0

0 0

 
      Πως ορίζεται το στατιστικό και η απορριπτική περιοχή R  
       
      Εάν η εκτιµήτρια θ ακολουθεί κανονική κατανοµή ή 
προσεγγιστικά κανονική κατανοµή τότε βάσει της θεωρίας η 
µεταβλητή: 
 

Ζ = 
τ

θθ *−
 ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. 

 
Όπου τ το τυπικό σφάλµα (τυπική απόκλιση) της κατανοµής της 
εκτιµήτριας θ. 
 

Η υπόθεση Η απορρίπτεται όταν Ζ = 0 τ

θθ *−
> Ζ

2
a  µε α το επίπεδο 

σηµαντικότητας του ελέγχου (δίπλευρος έλεγχος). 
 
     Γενικά όταν το δείγµα προέρχεται από κανονικό πληθυσµό µε 

την προϋπόθεση ότι ισχύει η Η η µεταβλητή Χ = 0 τ
θθ *−

0

 

ακολουθεί γνωστή κατανοµή µε περιοχή απόρριψης της Η εκεί 
όπου: 
 

Χ = 
τ

θθ *− > Φ ,  Χ = α τ
θθ *−  < - Φ   ή   α X =

τ
θθ *− > Φ

2
α  

 
όταν οι εναλλακτικές υποθέσεις είναι αντίστοιχα: 
 
Η 1 : Θ > θ *  ,  Η 1 : Θ < θ   ή  Η 1 : Θ * ≠  θ *    
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Οι Φ  , Φα

2
α  που παίρνονται από πίνακες είναι τιµές της κατανοµής   

που ακολουθεί η µεταβλητή:  
 

Χ = 
τ

θθ *−  

 
Για τις οποίες έχουµε : 
 

Ρ(Χ = 
τ

θθ *−  > Φ ) = α, Ρ(Χ = α τ
θθ *− < -Φ ) = α και  α

 

Ρ( X =
τ

θθ *− > Φ
2
α ) = α 

 
 Προσδιορισµός της απορριπτικής περιοχής των υποθέσεων: 

Η 0 : µ = µ  0

Η 1 : µ > µ               Μονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 0

 
Η 0 : µ = µ  0

Η 1 : µ < µ               Μονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 0

 
Η 0 : µ = µ  0

Η 1 : µ > µ               ∆ίπλευρος έλεγχος  0
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5.3. Έλεγχοι υποθέσεων 
 
5.3.1.  Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού 
 
5.3.1.1. Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού 
(όταν n 30 και η διασπορά του πληθυσµού να είναι γνωστή ή 
άγνωστη). 

≥

 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις 
ακόλουθες µορφές: 
 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ  µ     δίπλευρος έλεγχος. ≠ *

 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ > µ      µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) *

 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ < µ       µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) *
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      Ο σηµειακός εκτιµητής του µ είναι το . Όταν το δείγµα 
προέρχεται από κανονικό πληθυσµό Ν(µ, σ ) ανεξάρτητα από το 
µέγεθός του έχουµε ότι η 

−

x
2

−

X  ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(µ, 

n

2σ

≥

), το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που το δείγµα δεν 

προέρχεται από κανονικό πληθυσµό αλλά το µέγεθός του είναι 
n 30. 
 
     Το στατιστικό για τον έλεγχο είναι το: 
 

Ζ = 

n

X
σ

µ−
−

        ή        Ζ = 

n
s

X µ−
−

 

 
που ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. 
 
Στην πράξη παίρνουµε: 
 

Ζ =

n

x
σ

µ *−
−

      ή       Ζ = 

n
s

x *µ−
−

 

 
      
Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους 
είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  },  

για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > z } και  a

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z a } 
 
5.3.1.2. Έλεγχος υπόθεσης για τη µέση τιµή του πληθυσµού 
(όταν n<30 και η διασπορά του πληθυσµού να είναι 
άγνωστη). 
 
    Όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό, η διακύµανση του 
δείγµατος άγνωστη και ο πληθυσµός από όπου  προέρχεται το 
δείγµα κανονικός τότε η µεταβλητή: 
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t = 

n
s

X µ−
−

 ακολουθεί την t κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας. 

 
Η µεταβλητή αυτή παίρνεται ως το στατιστικό ελέγχου για τις 
παρακάτω υποθέσεις και οι τιµές της στην πράξη είναι: 
 

t = 

n
s

x *µ−
−

 

 
Οι έλεγχοι υποθέσεων:  
 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ  µ     δίπλευρος έλεγχος. ≠ *

 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ > µ      µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) *

 
Η 0 : µ = µ  *

Η 1 : µ < µ       µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) *

 
(µ είναι η τιµή που υποθέτουµε ότι µπορεί να πάρει το µ) *

 
έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
Για δίπλευρο έλεγχο R = { >t t 1−n ;

2
a  },  

Για µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {t > t } και  ;1−n a

 
Για µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {t < - t } ;1−n a

 
Παραδείγµατα: 
 
1. Παίρνουµε  ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n = 40 εργατών µε 
µέση ηµερήσια αµοιβή  = 28 ευρώ. Θεωρούµε ότι οι ηµερήσιες 
αµοιβές των εργατών κατανέµονται κανονικώς Ν(29,4 ). 
Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό 
είναι µικρότερη του 29.  

−

x
2
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Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α = 0,05)  
 
Η 0 : µ = 29 
Η 1 : µ < 29     µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 

R = {z < - z }   µε   Ζ =a

n

X
σ

µ−
−

 = 

40
4

2928 − = -1,58 

 
Έχουµε z a = z = 1,64 και εφόσον - z a < Ζ = -1,58 δεν 
απορρίπτουµε την Η  

05,0

0

 
2. Παίρνουµε ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n = 50 εργατών µε 
µέση ηµερήσια αµοιβή  = 38 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 6 . 
Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό 
είναι µεγαλύτερη του 39.  

−

x 2

 
Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α=0,05)  
 
Η 0 : µ = 39 
Η 1 : µ > 39       µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 

R = {z > z }   µε   Ζ =a

n

X
σ

µ−
−

 = 

50
6

3938 − = -1,18 

 
Έχουµε z = z = 1,64 και εφόσον z = z = 1,64 > Ζ = -1,18 a 05,0 a 05,0

 
δεν απορρίπτουµε την Η . 0

 
3. Παίρνουµε  ένα δείγµα ηµερήσιων αµοιβών n = 20 εργατών µε 
µέση ηµερήσια αµοιβή  = 33 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 6 . 
Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή στον πληθυσµό 
διαφέρει του 30.  

−

x 2
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Έχουµε τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης: (α=0,05)  
 
Η 0 : µ = 30 
Η 1 : µ 30     δίπλευρος έλεγχος  ≠
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 

R = { >t t 1−n ;
2
a  }, µε   t =

n

X
σ

µ−
−

 = 

20
6

3033 − = 2,24 

 
Έχουµε t 1−n ;

2
a  = t 19 = 2,093  και εφόσον t = 2,24 > t 19 = 2,093   025,0; 025,0;

 
απορρίπτουµε την Η . 0

 
5.3.2. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών µ 1 , 
µ δύο πληθυσµών 2

 
5.3.2.1. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών (δείγµατα µεγάλα ανεξάρτητα, διασπορές 
γνωστές ή άγνωστες)  
 
    Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε 
ότι: 
Αν πάρουµε δύο δείγµατα µεγάλα µεγέθους ν και κ µε µέσες τιµές 

 και  και διακυµάνσεις s 2
1 , s  αντίστοιχα τότε έχουµε ότι η 

µεταβλητή: 

−

x
−

y 2
2

Ζ = 

κ
σ

ν
σ

µµ
2
2

2
1

21 )(

+

−−−
−−

YX  ακολουθεί Ν(0,1). 

 
 

Εφόσον οι διακυµάνσεις είναι άγνωστες αντικαθίστανται από τις 
δειγµατικές διακυµάνσεις s 1 , s  και έχουµε ότι η µεταβλητή: 2 2

2
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Ζ = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 ακολουθεί Ν(0,1). 

 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο 
πληθυσµών (δείγµατα µεγάλα ανεξάρτητα, διασπορές γνωστές 
ή άγνωστες) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η 0 : µ  = µ  1 2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  > µ     µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 1 2

 
 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  < µ     µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 1 2

 
 
Χρησιµοποιείται ως στατιστικό ελέγχου το: 
 

Ζ = 

κ
σ

ν
σ 2

2
2
1 +

−
−−

yx   ή  Ζ = 

κν

2
2

2
1 ss
yx

+

−
−−

 

 
 
και έχουµε ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  },  

για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > z } και  a

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z a } 
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Παραδείγµατα: 
 
1. Από ένα πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε  
ένα δείγµα n = 40 ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια 
αµοιβή  = 33 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 6 2  και από ένα 
δεύτερο πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε ένα 
δεύτερο δείγµα n = 50 ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση 
ηµερήσια αµοιβή  = 30 ευρώ και δειγµατική διακύµανση 5 2 . 

Μπορούµε να πούµε ότι η µέση ηµερήσια αµοιβή µ

−

x

−

y

1 στον πρώτο 
πληθυσµό διαφέρει της µέσης ηµερήσιας αµοιβής µ 2 στον δεύτερο 
πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α=0,05)  
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών είναι ο ακόλουθος: 
 

Η 0 : µ1 = µ  2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 
R = { >z z

2
a  }, 

 
Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το 
στατιστικό 

Ζ = 

κν

2
2

2
1 ss
yx

+

−
−−

= 

50
25

40
36

3033

+

− = 2,54 

 
 
Έχουµε ότι:  z

2
a = 1,96 

Επειδή Ζ > z
2
a  απορρίπτεται η Η 0 . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας 

α = 5% δεν δεχόµαστε ότι µ 1= µ . 2

 
2. Από ένα πληθυσµό ηµερήσιων αµοιβών εργατών παίρνουµε  
ένα δείγµα n = 38 ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια 
αµοιβή  = 37 ευρώ. Από ένα δεύτερο πληθυσµό ηµερήσιων 

−

x

 71



αµοιβών εργατών παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα n = 45 
ηµερήσιων αµοιβών εργατών µε µέση ηµερήσια αµοιβή  = 34 
ευρώ. Γνωρίζουµε τις πληθυσµιακές διασπορές των ηµερήσιων 
αµοιβών ότι είναι 4 2 και 5 2 αντίστοιχα. Μπορούµε να πούµε ότι η 

µέση ηµερήσια αµοιβή µ

−

y

1 στον πρώτο πληθυσµό διαφέρει της 
µέσης ηµερήσιας αµοιβής µ 2 στον δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο 
σηµαντικότητας (α=0,05)  

κ
σ 2

2+

−
−

y

  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών είναι ο ακόλουθος: 

Η 0 : µ1 = µ  2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 
R = { >z z

2
a  }, 

 
Για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης χρησιµοποιούµε το 
στατιστικό 

Ζ = 

ν
σ 2

1

−

x = 

45
25

38
16

3437

+

−  = 3,03 

 
 
Έχουµε ότι: z

2
a = 1,96 

Επειδή Ζ > z
2
a  απορρίπτεται η Η 0 . Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας 

α=5% δεν δεχόµαστε ότι µ1 = µ . 2

 
5.3.2.2. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά ανεξάρτητα, διασπορές 
άγνωστες και ίσες)  
 
Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε ότι: 
Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε 
µέσες τιµές  και  και διακυµάνσεις s 2

1 , s  αντίστοιχα 
−

x
−

y 2
2
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προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες αλλά 
ίσες διακυµάνσεις σ 1  = σ  = σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 2 2

2
2

ν( 2
1

+

−

s

ν( 2
1

+
s

+κν

t = 

κνκν
κ

µµ

11
2

)1()1

)(
2
2

21

+
−

−+−

−−
−−

s

YX  

 
 
ακολουθεί t-κατανοµή µε ν+κ-2 βαθµούς ελευθερίας 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο 
πληθυσµών (δείγµατα µικρά ανεξάρτητα, διασπορές άγνωστες και 
ίσες) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η 0 : µ  = µ  1 2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  > µ    µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 1 2

 
 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  < µ     µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 1 2

 
Χρησιµοποιείται ως στατιστικό ελέγχου το: 

t = 

κνκν
κ 11

2
)1()1 2

2 +
−

−+−

−
−−

s
yx  

 
 
και έχουµε ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
Για δίπλευρο έλεγχο R = { >t t 2− ;

2
a  },  

Για µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {t > t } και  ;2−+κν a

 
Για µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) R = {t < - t } ;2−+κν a
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Παράδειγµα: 
 
    Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας 
σε  µια περιοχή παίρνουµε ένα δείγµα ν =16 στρεµµατικών 
αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370 κιλά/στρεµ. Από ένα δεύτερο 
πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  
µια άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ = 15 
στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι 
δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . Μπορούµε 

να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y
2 2

1 στον πρώτο 
πληθυσµό διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον 
δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α = 0,05). 
Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διασπορές είναι άγνωστες και ίσες. 
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών είναι ο ακόλουθος: 

Η 0 : µ1 = µ  2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 

t =

κνκν
κν 11

2
)1()1( 2

2
2
1 +

−+
−+−

−
−−

ss
yx = 

15
1

16
1

29
2704)115(1681)116(

340370

+
−+−

− = 0,34 

 
 
Η απορριπτική περιοχή είναι: 
 
R = { >t t 2−+κν ;

2
a  },   t 2−+κν ;

2
a  = t = 2,045 29 ; 025,0

Εφόσον t < t 2−+κν ;
2
a  δεν απορρίπτεται η  Η 0 . Άρα σε επίπεδο 

σηµαντικότητας α = 5%  δεχόµαστε ότι µ1 = µ  και δεν µπορούµε 
να ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 

2
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5.3.2.3. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά ανεξάρτητα, διασπορές 
άγνωστες και διαφορετικές) 
 
    Από τις κατανοµές των στατιστικών ενός δείγµατος γνωρίζουµε 
ότι: 
    Αν πάρουµε δύο δείγµατα µικρά ανεξάρτητα µεγέθους ν και κ µε 
µέσες τιµές  και  και διακυµάνσεις s 2

1 , s  αντίστοιχα 
προερχόµενα  από κανονικούς πληθυσµούς µε άγνωστες και 
διαφορετικές διασπορές σ 1  

−

x
−

y 2
2

2 ≠  σ   τότε έχουµε ότι η µεταβλητή: 2
2

t = 

κν

µµ
2
2

2
1

21 )(

ss

YX

+

−−−
−−

 

 
ακολουθεί t – κατανοµή µε βαθµούς ελευθερίας λ = 2(ν-1) όταν ν = 
κ  
 

και  λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 (στρογγυλεµένο στον πλησιέστερο ακέραιο) 

όταν ν≠ κ 
 
 
Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο 
πληθυσµών (δείγµατα µικρά ανεξάρτητα, διασπορές άγνωστες και 
διαφορετικές) είναι οι ακόλουθοι: 
 
 
Η 0 : µ  = µ  1 2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  > µ    µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 1 2

 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  < µ    µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 1 2
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Χρησιµοποιείται ως στατιστικό ελέγχου το: 

t = 

κν

2
2

2
1 ss
yx

+

−
−−

 

 
και έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
Για δίπλευρο έλεγχο R = { >t t λ ;

2
a  },  

Για µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {t > t } και  ;λ a

 
Για µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {t < - t } ;λ a

 
Παραδείγµατα: 
 
1. Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας 
σε  µια περιοχή παίρνουµε ένα δείγµα ν=16 στρεµµατικών 
αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370κιλά/στρεµ. Από ένα δεύτερο 
πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  
µια άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ=16 
στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι 
δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . Μπορούµε 

να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y
2 2

1 στον πρώτο 
πληθυσµό διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον 
δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α=0,05). 
Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διασπορές είναι άγνωστες και 
διαφορετικές. 
  
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών είναι ο ακόλουθος: 

Η 0 : µ1 = µ  2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 

t =

κν

2
2

2
1 ss
yx

+

−
−−

= 

16
52

16
41

340370
22

+

− = 1,81 
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η απορριπτική περιοχή είναι:         
 
R = { >t t λ ;

2
a },   t λ ;

2
a  = t = 2,042,      λ = 2(ν-1) = 30 30 ; 025,0

 
Εφόσον t < t λ ;

2
a  δεν απορρίπτεται η Η . Άρα σε επίπεδο 

σηµαντικότητας α=5%  δεχόµαστε ότι µ

0

1 = µ  και δεν µπορούµε να 
ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 

2

 
2. Από ένα πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων µιας καλλιέργειας 
σε  µια περιοχή παίρνουµε ένα δείγµα ν=10 στρεµµατικών 
αποδόσεων µε µέση τιµή  = 370κιλά/στρεµ. Από ένα δεύτερο 
πληθυσµό στρεµµατικών αποδόσεων της ίδιας καλλιέργειας σε  
µια άλλη περιοχή παίρνουµε ένα δεύτερο δείγµα κ=16 
στρεµµατικών αποδόσεων µε µέση τιµή  = 340 κιλά/στρεµ. Οι 
δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα 41 και 52 . Μπορούµε 

να πούµε ότι η µέση στρεµµατική απόδοση µ

−

x

−

y
2 2

1 στον πρώτο 
πληθυσµό διαφέρει της µέσης στρεµµατική απόδοση µ 2 στον 
δεύτερο πληθυσµό σε επίπεδο σηµαντικότητας (α=0,05). 
Θεωρούµε ότι οι πληθυσµιακές διασπορές είναι άγνωστες και 
διαφορετικές. 
 
Ο έλεγχος µηδενικής υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών είναι ο ακόλουθος: 

Η 0 : µ1 = µ  2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Χρησιµοποιείται το στατιστικό: 

t =

κν

2
2

2
1 ss
yx

+

−
−−

= 

16
52

10
41

340370
22

+

− = 1,63 

 
η απορριπτική περιοχή είναι:         
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R = { >t t λ ;
2
a  },   t λ ;

2
a  = t = 2,069 23 ; 025,0

 

λ = 

1

)(

1

)(

)(

2
2
22

2
1

2
2
2

2
1

−
+

−

+

κ
κ

ν
ν

κν
ss

ss

 = 23 

 
 
Εφόσον t < t λ ;

2
a  δεν απορρίπτεται η Η .  0

Άρα σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%  δεχόµαστε ότι µ1 = µ  και 
δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι διαφέρουν µεταξύ τους. 

2

 
5.3.2.4. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών 
δύο πληθυσµών (δείγµατα µικρά εξαρτηµένα)  
 
     Στην περίπτωση που έχουµε δείγµατα µικρά εξαρτηµένα που 
προέρχονται από µετρήσεις της ίδιας οµάδας σε δυο διαφορετικές 
χρονικές στιγµές (ζευγαρωτές παρατηρήσεις) ορίσουµε x i και y i , 
i=1,2,….,n τις παρατηρήσεις στα δύο δείγµατα και δηµιουργούµε 
τις αντίστοιχες διαφορές z i  = x i - y i , i=1,2,….,n. 
    Οι παρατηρήσεις z iακολουθούν την t – κατανοµή µε n - 1 
βαθµούς ελευθερίας. 
    Οι έλεγχοι υπόθεσης για τη διαφορά των µέσων τιµών δύο 
πληθυσµών (από όπου προέρχονται τα µικρά δείγµατα τα 
εξαρτηµένα) είναι οι ακόλουθοι: 
 
Η 0 : µ  = µ  1 2

Η 1 : µ  µ    δίπλευρος έλεγχος. 1 ≠ 2

 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  > µ    µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 1 2

 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  < µ     µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 1 2

 
χρησιµοποιούν ως στατιστικό ελέγχου το: 
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t = 

n
s
Z
Z

−

 που ακολουθεί t – κατανοµή µε n -1 βαθµούς ελευθερίας. 

 
και έχουν ως απορριπτικές περιοχές αντίστοιχα: 
 
Για δίπλευρο έλεγχο R = { >t t 1−n ;

2
a  },  

Για µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {t > t } και  ;1−n a

 
Για µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {t < - t } ;1−n a

 
Παράδειγµα: 
 
Έχουµε τις παρακάτω ζευγαρωτές παρατηρήσεις:  
 
Χ:     4         5      6      4,2      5,2      5,3     6,4     4,8     5,3     5 
Y:     4,9    4,8    5,7     5         6        5.2     6,5     5,9     4,8    5,7 
 
Να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση:  
 
Η 0 : µ  = µ   1 2

Η 1 : µ  < µ   µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά), 1 2

 
 σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0,05 
 
 Έχουµε  Ζ:  - 0,9    0,2   0,3  -0,8    -0,8   0,1  -0,1   -1,1   0,5   -0,7 
 
 και  

−

Z  = - 0,33 ,  S = 0,72 , t = 1,833 Z 05,0;9

t = 

n
s
Z
Z

−

 = 

10
72,0
33,0−  = -1,43 

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: R = {t < - t } ;1−n a

Επειδή όµως t > - t  δεν απορρίπτεται η Η : µ 1  = µ   ;1−n a 0 2
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5.4. Έλεγχος υπόθεσης για τη διασπορά ενός πληθυσµού 
 
   Στην θεωρία διατυπώθηκε ότι η µεταβλητή: 
 

X = 2
2

2)1(
σ
sn − ακολουθεί την X κατανοµή µε n-1 βαθµούς. 2

 
Ο πληθυσµός από όπου πάρθηκε το δείγµα θεωρείται κανονικός 
µε πληθυσµιακή διασπορά σ  και ελέγχεται αν η σ παίρνει την 
τιµή σ 2

0 . Όπου s η δειγµατική διακύµανση. 
2 2

2

 
Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις 
ακόλουθες µορφές: 
 
Η 0 : σ  = σ 2

0  2

Η 1 : σ  σ 2
0      δίπλευρος έλεγχος. 2 ≠

 
Η 0 : σ  = σ 2

0   2

Η 1 : σ  > σ 0      µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) 2 2

 
Η 0 : σ  = σ 2

0    2

Η 1 : σ  < σ 0       µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) 2 2

 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

X = 2
2

0

2)1(
σ

sn −  που ακολουθεί X κατανοµή µε n-1 βαθµούς 2

 
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους 
είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { X > χ 22

2
;1 an−
ή X 2 < χ 2

2
1;1 an −−

 },  

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {X > χ } και  2 2

an ;1−

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {X < χ } 2 2

an −− 1;1
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Παράδειγµα: 
 
     Ένα δείγµα από 51 αγρότες παρουσιάζει διακύµανση των 
ετήσιων εισοδηµάτων τους s 2 =156 ευρώ .  Η πληθυσµιακή 
διασπορά είναι η σ . 

2

2

 
Να ελεγχθεί η υπόθεση: 
 
Η 0 : σ  = 140 2

Η 1 : σ  140  2 ≠
 
Σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5%  
 
Έχουµε το στατιστικό:  
 

X = 2
2

0

2)1(
σ

sn − = 
140

156)151( − = 55,71 

 
[χ 2

2
;1 an−

 = Χ  = 71,42 ,  χ2
025,0;50

2

2
1;1 an −−

 = Χ  = 32,36] 2
975,0;50

 
Για τον δίπλευρο έλεγχο η απορριπτική περιοχή είναι: 
 
R = {X 2 > χ 2

2
;1 an−

 ή   X < χ2 2

2
1;1 an −−

 }, 

 
Εφόσον     χ 2

2
1;1 an −−

 < Χ < χ2 2

2
;1 an−

 η υπόθεση Η : σ  = 140 δεν 

απορρίπτεται. 

0
2

 
5.5. Έλεγχος υπόθεσης για το λόγο των διασπορών δύο 
πληθυσµών 
 
     
    Σύµφωνα  µε την θεωρία αν πάρουµε δύο δείγµατα ανεξάρτητα 
µεγέθους n και m αντίστοιχα µε s 2

1 , s 2
2  τις δειγµατικές διακυµάνσεις 

από δύο κανονικούς πληθυσµούς αντίστοιχα µε σ 1  , σ   τις 
πληθυσµιακές διασπορές τότε ισχύει ότι η µεταβλητή: 

2 2
2

 

F = 2
2

2
1

s
s

2
1

2
2

σ
σ   ακολουθεί την F κατανοµή µε n -1 και m -1 βαθµούς  
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ελευθερίας  
 
Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις 
ακόλουθες µορφές: 
 

Η 0 : 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ

≠  1      δίπλευρος έλεγχος 

 

Η 0 : 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  >  1      µονόπλευρος έλεγχος  

 
 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

F = 2
2

2
1

s
s  (όταν s 1  > s  ) 2 2

2

 
που ακολουθεί την F κατανοµή µε n-1 και m-1 βαθµούς ελευθερίας   
 
 

ή                                 F = 2
1

2
2

s
s  (όταν s  > s ) 2

2
2
1

 
που ακολουθεί την F κατανοµή µε m-1 και n-1 βαθµούς ελευθερίας  
 
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους 
είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = {F > F

2
;1,1 amn −−

},  

για τον µονόπλευρο έλεγχο  R = {F > F }   amn ;1,1 −−

 
Παραδείγµατα: 
 
1.  Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες 
της Ελλάδας και εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα 
ακόλουθα δεδοµένα: 
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n= 31, S 1 = 220 ευρώ  και m = 41, S 2

2 = 200 ευρώ  2 2 2

 
Να ελεγχθεί η υπόθεση: 
 

Η 0 : 2
2

2
1

σ
σ  = 1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ  >  1 σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 1% 

 
Όπου σ 1 , σ  οι πραγµατικές διασπορές των ετήσιων εισοδηµάτων 
των αγροτικών πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της 
Ελλάδας. 

2 2
2

 
Το στατιστικό ελέγχου είναι: 
 

F = 2
2

2
1

s
s = 1,1    (S 1 > S ) έχουµε F 30 = 2,2   2 2

2 01,0;40,

Εφόσον F <  F = 2,2   άρα η Η : 01,0;40,30 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 δεν απορρίπτεται. 

 
2. Πήραµε δύο δείγµατα αγροτών από δύο διοικητικές περιφέρειες 
της Ελλάδας και εξετάσαµε τα ετήσια εισοδήµατά τους. Είχαµε τα 
ακόλουθα δεδοµένα: 
 
n = 31, S 1  = 220 ευρώ  και m = 41, S  = 200 ευρώ  2 2 2

2
2

 
 
Να ελεγχθεί η υπόθεση: 
 

Η 0 : 2
2

2
1

σ
σ  =   1 

Η 1 : 2
2

2
1

σ
σ    1 σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 2% ≠

 
Όπου σ 1 , σ  οι πραγµατικές διασπορές των ετήσιων εισοδηµάτων 
των αγροτικών πληθυσµών στις δύο διοικητικές περιφέρειες της 
Ελλάδας. 

2 2
2

 
Το στατιστικό ελέγχου είναι: 
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F = 2
2

2
1

s
s = 1,1    (S 1 > S )  έχουµε F 30 = 2,2 ,  όπου  2 2

2 01,0;40, 2
a = 0,01 

Εφόσον  F <  F 30 = 2,2   άρα η Η : 01,0;40, 0 2
2

2
1

σ
σ  = 1 δεν απορρίπτεται. 

 
5.6. Έλεγχος υπόθεσης για το ποσοστό των στοιχείων ενός 
πληθυσµού 
 
  Αν  εκτιµήσουµε το ποσοστό (αναλογία) p = 

n
x   των στοιχείων στο 

µεγάλο δείγµα µεγέθους n που έχουν κάποιο συγκεκριµένο 
χαρακτηριστικό, τότε σύµφωνα µε την  
 
θεωρία το δειγµατικό ποσοστό κατανέµεται κανονικά: 
 
∆ηλαδή η δειγµατική µεταβλητή P ∆ , που παράγεται από τις τιµές 
p, ακολουθεί την κανονική κατανοµή:  
 

Ν(P , πληθ n
Pp )1( πληθπληθ − ) 

 
Όπου P το πραγµατικό ποσοστό στον πληθυσµό.  πληθ

 
Συνεπώς έχουµε ότι η µεταβλητή:  
 

Z = 

n
PP

PP

)1( πληθπληθ

πληθ

−

−∆     ακολουθεί την Ν(0,1). 

 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις 
ακόλουθες µορφές: 
 
Η 0 : P  = p  πληθ

*

Η 1 : P  p      δίπλευρος έλεγχος. πληθ ≠ *

 
Η 0 : P  = p   πληθ

*

Η 1 : P > p        µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) πληθ
*

 
Η 0 : P  = p   πληθ

*

Η 1 : P < p         µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) πληθ
*
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Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

Z = 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆    που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. 

    
  Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους 
είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  },  

για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > z } και  a

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z a } 
 
Παράδειγµα: 

 
   Ο αριθµός των ελαττωµατικών προϊόντων µιας µεταποιητικής 
βιοµηχανίας αγροτικών προϊόντων που εντοπίσθηκαν σ’ ένα 
δείγµα 300 προϊόντων είναι 24 προϊόντα.  
   Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 2% η µηδενική 
υπόθεση ότι το πραγµατικό ποσοστό P πληθ των ελαττωµατικών 
προϊόντων της συνολικής παραγωγής είναι µεγαλύτερο του 10%. 
 
Η 0 : P  = 0,10  πληθ

Η 1 : P  > 0,10     µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) πληθ

 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι το: 
 

Ζ = 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆ που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. 

 
     Η απορριπτική περιοχή είναι: R = {z > z }  a

   
     Έχουµε n = 300 , m = 24 → .08,0%8

300
24

===∆ρ  

 

( ) .06,2)98,0(1
02,098,01 11 ==−=→



=−= −− φφ

α
az

a
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Ζ = 

n
pp

pp

)1( **

*

−

−∆ = 

300
90,0*10,0
10,008,0 − = -1 

 
    Εφόσον  z < z  δεν απορρίπτεται η Η : P  = 0,10 , άρα δεν 
µπορούµε να ισχυριστούµε ότι το πραγµατικό ποσοστό P πληθ των 
ελαττωµατικών προϊόντων της συνολικής παραγωγής είναι 
µεγαλύτερο του10%. 

a 0 πληθ

 
5.7. Έλεγχος υπόθεσης για τη διαφορά των  ποσοστών των 
στοιχείων δύο  πληθυσµών 
 
Έστω p 1= 

n
x    και  p 2 = 

l
y   είναι οι  δειγµατικές αναλογίες των 

στοιχείων, που έχουν κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό, δύο 
δειγµάτων µεγέθους n, l από δύο πληθυσµούς, όπου οι 
πραγµατικές αναλογίες είναι αντίστοιχα  P 1 ,  P . πληθ 2 πληθ

   Τότε έχουµε ότι οι διαφορές των δειγµατικών µεταβλητών  
P 1  -  P  ακολουθούν κανονική κατανοµή: ∆ 2 ∆

 

Ν(P 1 -  P , πληθ 2 πληθ l
PP

n
PP )1()1( 2211 πληθπληθπληθπληθ −

+
− ) 

 
   Οι έλεγχοι υποθέσεων στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τις 
ακόλουθες µορφές: 
 
Η 0 : P 1 =  P  πληθ 2 πληθ

Η 1 : P 1   P     δίπλευρος έλεγχος. πληθ ≠ 2 πληθ

 
Η 0 : P 1 =  P   πληθ 2 πληθ

Η 1 : P 1 >  P        µονόπλευρος έλεγχος (δεξιά) πληθ 2 πληθ

 
Η 0 : P 1 =  P  πληθ 2 πληθ

Η 1 : P 1 <  P        µονόπλευρος έλεγχος (αριστερά) πληθ 2 πληθ

 
Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι η µεταβλητή: 
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Z = 
)11(

21

ln
pq

pp

+

− ∆∆    η οποία  ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή 

 
όπου p = 

ln
yx

+
+  εκτιµά την P = P 1 =  P  και q = 1- p πληθ 2 πληθ  

 
Οι απορριπτικές περιοχές για τους προαναφερόµενους ελέγχους 
είναι αντίστοιχα: 
 
Για τον δίπλευρο έλεγχο R = { >z z

2
a  },  

για τον µονόπλευρο έλεγχο (δεξιά) R = {z > z } και  a

 
για τον µονόπλευρο έλεγχο (αριστερά) R = {z < - z a } 
 
Παράδειγµα: 
 
    Παίρνουµε δύο µεγάλα δείγµατα µιας ποικιλίας ενός φυτού από 
δύο διαφορετικούς πληθυσµούς και εξετάζουµε πόσα από αυτά 
ασθένησαν µέσα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Τα 
δεδοµένα που προέκυψαν ήταν: Από τα n=120 του πρώτου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 12 και από τα m =130 του δεύτερου 
δείγµατος  ασθένησαν τα 18. 
 
Να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση  
 
Η 0 : P 1 =  P  πληθ 2 πληθ

Η 1 : P 1   P    πληθ ≠ 2 πληθ

 
σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%. 
  
Έχουµε ότι: 
 
p 1 = 12/120 = 0,1,  p =  18/130 = 0,14 και  p 1 - p = - 0,04 ∆ 2 ∆ ∆ 2 ∆

 
z

2
a = Ζ = 1,96 025,0

 
p = 

ln
yx

+
+ = 0,12 ,  q = 0,88 
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Ζ =
)11(

21

ln
pq

pp

+

− ∆∆ = 
)

130
1

120
1(88,0*12,0

14,01,0

+

− = - 0,98 

 
Η απορριπτική περιοχή είναι: R = { >z z

2
a  } 

Εφόσον z η  Η : P 1 =  P δεν απορρίπτεται. <z
2
a 0 πληθ 2 πληθ

 
5.8. Έλεγχος υπόθεσης και διάστηµα εµπιστοσύνης 
 
   Εάν υπολογίσουµε το 100(1-α) % διάστηµα εµπιστοσύνης µιας 
παραµέτρου Θ (µ, σ, p) ενός πληθυσµού τότε για τον έλεγχο 
µηδενικής υπόθεσης  Η 0 : Θ = θ (η εκτιµήτριά της από ένα δείγµα) 
µπορούµε να πούµε ότι: 
 
     Αν το θ ανήκει στο 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης της 
παραµέτρου Θ τότε η : 
 

Η : Θ = θ   γίνεται δεκτή, αλλιώς απορρίπτεται 0

 
    Η εναλλακτική υπόθεση είναι πάντα η  Η 1 : Θ≠ θ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 88



 
                                                                                             Κεφάλαιο 6ο    
 
Απλή Παλινδρόµηση                                                                   
 
 
6.1. Παλινδρόµηση 
 
Η απλή παλινδρόµηση αποδίδει τον υπολογισµό του εξαρτηµένου 

παράγοντα από τον ανεξάρτητο Η παλινδρόµηση χαρακτηρίζεται 

και ως εξίσωση συµµεταβολής και µπορεί να πάρει τις εξής 

µορφές: 

 

• Γραµµική: Εκφράζεται από µία εξίσωση α΄ βαθµού και 

αποδίδεται από µία ευθεία.   

 

• Μη γραµµική ή καµπυλόγραµµη: Εκφράζεται από µία 

εξίσωση µη γραµµική η οποία µπορεί να έχει την µορφή ενός 

πολυωνύµου µιας λογαριθµικής ή µιας εκθετικής εξίσωσης.  

 

Επιπλέον, η γραµµική παλινδρόµηση διακρίνεται σε απλή και 

πολλαπλή παλινδρόµηση. 

 

Απλή παλινδρόµηση: Η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι συνάρτηση 

µόνο µιας ερµηνευτικής µεταβλητής Y = aX + b. 

 

Πολλαπλή παλινδρόµηση: Η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι 

συνάρτηση περισσότερων του ενός ερµηνευτικών µεταβλητών 

(π.χ. κ - ερµηνευτικών µεταβλητών) Y = a 1X 1+ a X +……+ a X  2 2 k k

Y 
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 Υπάρχουν µορφές που µετασχηµατίζονται σε πολλαπλές ή απλές 

παλινδροµήσεις όπως: 

 
Y = a + BΧ + cX2   µε  (X2  = Y) 
  

Y = a + BΧ + cX2 + dX3   µε  (X2  = Y, X3 = Z ) 
  
Y = a + BX + cX2 + dX3 + eX4  µε  (X2  = Y, X3 = Z, X4 = F ) 
 
Y = aXb   ή LogΥ = Logα + bLogΧ   µε  0 < a < 1, X > 0                                           

 

 
 

 Παρατήρηση:  

Για να προσδιοριστούν οι παραπάνω εξισώσεις, όπως και 

άλλων µορφών, πρέπει να προσδιοριστούν οι συντελεστές α, b, c, 

d, e,…, µε βασικό µέληµα ότι η κάθε εξίσωση να έχει την καλύτερη 

δυνατή προσαρµογή µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

 

 

 
6.2. Απλή Παλινδρόµηση 

Η µελέτη της ευθύγραµµης παλινδρόµησης xY βα +=  εστιάζεται 

στην εκτίµηση των συντελεστών α και β µε τη βοήθεια της χρήσης 

µιας σειράς δεδοµένων. Ειδικότερα στόχος είναι η εξίσωση να 

εµφανίζει την καλύτερη προσαρµογή στα εν λόγω δεδοµένα. 

Ο συντελεστής α αποτελεί τον σταθερό όρο ενώ ο συντελεστής β 

αποτελεί τον συντελεστή κλίσης. Ο σταθερός όρος εκφράζει την 

τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής όταν η τιµή της ανεξάρτητης είναι 

ίση µε το µηδέν, ενώ ο συντελεστής κλίσης εκφράζει την µεταβολή 

της εξαρτηµένης µεταβλητής όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή 

µεταβληθεί κατά µία µονάδα. Οι εκτιµήσεις των συντελεστών µε 

 90



την χρήση της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων δίνονται από 

τις σχέσεις: 

( )
( )∑ ∑

∑ ∑ ∑
−

−
=

∧

nxx

nyxxy

/

/
22

β  

 

n
X

n
Y

XY ∑∑ ∧∧∧

−=−= ββα  

Έτσι εκτιµάται η απλή παλινδρόµηση: 

xy
∧∧

+= βα  

σύµφωνα µε την οποία η εξαρτηµένη µεταβλητή Υ παλινδροµεί 

πάνω στην ανεξάρτητη µεταβλητή Χ.  

6.3. Καµπυλόγραµµη Παλινδρόµηση 

Οι µορφές της καµπυλόγραµµης παλινδρόµησης είναι η υπερβολή, 

η εκθετική, η λογαριθµική µορφή καθώς και κάποιες για τις οποίες 

θα γίνει µια απλή αναφορά. 

1. Υπερβολή 

Η εξίσωση της δίνεται από την σχέση: 

x
Y

βα +
=

1   ή  x
Y

βα +=
1  

Σύµφωνα µε τη δεύτερη εξίσωση υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ 

της ανεξάρτητης και της αντίστροφης της εξαρτηµένης µεταβλητής. 

Οι εκτιµήσεις του σταθερού όρου και του συντελεστή κλίσης 

δίνονται από τις σχέσεις: 
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( ) nxx

n
y

x
y
x

/

/11

22 ∑∑

∑ ∑ ∑
−









−

=
∧

β  

 

n
x

n
y ∑∑ ∧∧

−= βα

1

 

Με αυτό τον τρόπο προκύπτει η εκτιµηµένη εξίσωση της 

παλινδρόµησης: 

 

x
Y

∧∧

+= βα1  

 

2. Εκθετική ή λογαριθµική µορφή 

3. Η συναρτησιακή σχέση της εκθετικής ή λογαριθµικής µορφής 

είναι:  

βαXY =  

Με λογαρίθµιση και των δυο µελών της εξίσωσης καθώς και µε 

τη χρήση των ιδιοτήτων των λογαρίθµων είναι δυνατός ο 

γραµµικός µετασχηµατισµός της αρχικής σχέσης. Ειδικότερα, η 

σχέση που προκύπτει είναι η εξής: 

XY logloglog βα +=  
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Η εξίσωση εκτιµάται µε τη βοήθεια της µεθόδου των ελαχίστων 

τετραγώνων. Οι εκτιµήσεις του γραµµικά µετασχηµατισµένου 

υποδείγµατος δίνονται από τις σχέσεις: 

 

( )
( )∑ ∑

∑ ∑ ∑
−

−
=

∧

nxx

nyxyx

/))(log())(log(

/)log()(log()log()log(
22

β  

 

n
X

n
Y ∑∑ ∧∧

−=
))(log())(log(

)log( βα  

 

Με αυτόν τον τρόπο εκτιµάται η εξίσωση της εκθετικής 

παλινδρόµησης: 

XY logloglog
∧∧

+= βα  

6.4.  Άλλες µορφές µη γραµµικών εξισώσεων  

Α) Αντίστροφη συνάρτηση:  

X
Y 1βα +=   

Ο γραµµικός µετασχηµατισµός είναι δυνατός όταν θέσουµε 

Χ΄=1/Χ.  Άρα η τροποποιηµένη γραµµική µορφή της 

παλινδρόµησης είναι: Y 'Xβα += . 

Β) Μια άλλη µορφή είναι η εξής:  

xeY βα=  
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Μέσω του γραµµικού µετασχηµατισµού προκύπτει η εξίσωση 

παλινδρόµησης:   

XaY β+= lnln  

Η εν λόγω εξίσωση εκτιµάται µε χρήση της µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων. Εποµένως η εκτιµηµένη εξίσωση παλινδρόµησης θα 

είναι η εξής: 

XY
∧∧

+= βα**  µε lnY = Y  και  * = µε την εκτίµηση του lnα  *
^
a

Από την σχέση  * = εκτίµηση του lnα προκύπτει η . 
^
a

^
a

 

6.5. Πολλαπλή Παλινδρόµηση 

Η εν λόγω παλινδρόµηση αφορά µία εξαρτηµένη µεταβλητή η 

οποία είναι συνάρτηση πολλών ερµηνευτικών µεταβλητών. Θα 

εξεταστεί µία παλινδρόµηση τριών µεταβλητών:  

ZXY γβα ++=  

Οι εκτιµήσεις των τριών συντελεστών δίνονται από τις σχέσεις: 

 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]22222

22

///

////

∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑
∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑

−−−−

−−−−−
=

∧

nzxxznzznxx

nzxxznzyyznyxxynzz
β

 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]22222

22

///

////

∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑
∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑

−−−−

−−−−−
=

∧

nzxxznzznxx

nzxxznyxxynzyyznxx
γ
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n
zxy∑ ∑∑

∧∧
∧ −−

=
γβ

α  

6.6. Πολυµεταβλητή καµπυλόγραµµη παλινδρόµηση 

Η εξίσωση αυτής της µορφής παλινδρόµησης δίνεται από την 

σχέση: Y .  2cXX ++= βα

Ο γραµµικός µετασχηµατισµός της σχέσης αυτής είναι εφικτός µε 

την αντικατάσταση z = 2X . 

6.7.  Ο βαθµός συσχέτισης 

Κατά την εκτίµηση της εξίσωσης παλινδρόµησης σηµαντικά 

βήµατα είναι τα εξής:  

• ο έλεγχος της ικανότητας προσαρµογής της εξίσωσης της 

παλινδρόµησης στα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν για 

την εκτίµηση αυτής.  

• Η εφαρµογή κριτηρίων σηµαντικότητας (έλεγχοι υποθέσεων 

για τους συντελεστές της εξίσωσης) 

Ο έλεγχος της ικανότητας προσαρµογής είναι δυνατός µε την 

γραφική απεικόνιση των σηµείων των δεδοµένων. Πιο 

συγκεκριµένα, τα δεδοµένα αποδίδονται µέσω του διαγράµµατος 

διασποράς και στην συνέχεια αναζητούµε την µορφή της 

καµπύλης που προσαρµόζεται στα δεδοµένα αυτά. 
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Επιπλέον, ο έλεγχος της καλής προσαρµογής είναι δυνατός και µε 

την εκτίµηση του µεγέθους της διασποράς των σηµείων του 

δείγµατος γύρω από την γραµµή παλινδρόµησης. 

Η εκτίµηση του µεγέθους της διασποράς είναι δυνατή µε τα εξής 

µέτρα: 

• Το σφάλµα εκτίµησης της εξαρτηµένης µεταβλητής y. 

• Τον συντελεστή συσχέτισης 

• Τον συντελεστή προσδιορισµού 

 

6.8.  Το σφάλµα εκτίµησης της εξαρτηµένης µεταβλητής y. 

Ο τύπος που χρησιµοποιείται είναι ο εξής:  

n

YY
Se

∑ 





 −

=

∧ 2

. 

Το εν λόγω σφάλµα εκτιµά την απόκλιση των εκτιµηθέντων τιµών 

της εξαρτηµένης µεταβλητής από τις τιµές των δεδοµένων, 

παρέχοντας το µέγεθος της διασποράς, των υπό εξέταση σηµείων, 

γύρω από τη γραµµή παλινδρόµησης. 

Βασικά χαρακτηριστικά του εν λόγω µέτρου διασποράς είναι τα 

ακόλουθα: 

1. Αναφέρεται στην απλή παλινδρόµηση 
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2. Η προσαρµογή βελτιώνεται όσο µικρότερο είναι το σφάλµα 

εκτίµησης. 

3. Η χρήση αυτού του µέτρου προαπαιτεί την εκτίµηση της 

εξίσωσης παλινδρόµησης. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Y 

Ε1
’ 

Ε2
’ 

2SE 

3SE 

Ε1 

Ε2 

Ε3 

Ε3
’ 

 

 

Τα ποσοστά

τα αντίστοιχ

Στη ζώνη (-s

Στην ζώνη (

 

SE 
 

X 

SE 
2SE 

3SE 

 των σηµείων που ανήκουν σε κάθε ζώνη δίνονται από 

α ποσοστά: 

.e., s.e.) ανήκει το 68% των σηµείων 

-2s.e., +2s.e.) ανήκει το 95% των σηµείων 
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Στην το ζώνη (-3s.e., +3s.e.) ανήκει 99% των παρατηρήσεων. 

 

6.9. Ο συντελεστής συσχέτισης 

Η µαθηµατική σχέση που δίνει τον συντελεστή γραµµικής 
συσχέτισης είναι η ακόλουθη: 
 

( )
( ) 



 −−

−
=

∑ ∑∑∑
∑ ∑ ∑

]/][/)([

/
2222 nyynxx

nyxxy
r  

 

Βασικά χαρακτηριστικά του συντελεστή συσχέτισης είναι τα εξής: 

 

• Χρησιµοποιείται µόνο για την απλή παλινδρόµηση 

• ∆εν προαπαιτείται η εκτίµηση της εξίσωσης παλινδρόµησης 

• Οι τιµές που παίρνει ανήκουν στο διάστηµα [-1, 1]. 

• Αύξηση του συντελεστή συσχέτισης συνεπάγεται βελτίωση 

της προσαρµογής της εξίσωσης παλινδρόµησης.  

 

Πράγµατι όταν το µέγεθος του συντελεστή συσχέτισης τείνει προς 

τη µονάδα σε απόλυτη τιµή τότε αυξάνει η ικανότητα 

προσαρµογής, ενώ όταν ο συντελεστής συσχέτισης προσεγγίζει το 

µηδέν τότε είτε δεν υπάρχει γραµµική συσχέτιση είτε η σχέση των 

χ και y περιγράφεται από καµπυλόγραµµη σχέση.  
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Όταν η τιµή του r είναι θετική τότε η συσχέτιση µεταξύ των δύο 

µεταβλητών είναι θετική. Άρα η σχέση των δύο µεταβλητών 

περιγράφεται από µία ευθεία γραµµή µε θετική κλίση. 

Όταν η τιµή του r είναι αρνητική τότε η συσχέτιση µεταξύ των δύο 

µεταβλητών είναι αρνητική. Άρα η σχέση των δύο µεταβλητών 

περιγράφεται από µία ευθεία γραµµή µε αρνητική κλίση. Οι δύο 

σχέσεις  αποδίδονται γραφικά στα σχήµατα που ακολουθούν: 

 

 

 

 

 

r<0 

χ 

r>0 

Y 

χ 

 

Ο συντελεστής συσχέτισης στην ουσία εκφράζει τη διασπορά κατά 

γενικό τρόπο. 

Πράγµατι, µικρή τιµή του συντελεστή συσχέτισης σηµαίνει µεγάλη 

διασπορά των σηµείων γύρω από τη γραµµή παλινδρόµησης, ενώ 

µεγάλη τιµή του συντελεστή συσχέτισης σηµαίνει µικρή διασπορά 

των σηµείων γύρω από τη γραµµή παλινδρόµησης και άρα καλή 

προσαρµογή του υποδείγµατος.  
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6.10. Ο συντελεστής προσδιορισµού γραµµικής 

παλινδρόµησης 

Ο συντελεστής προσδιορισµού εκφράζεται ως το πηλίκο της 

µεταβλητότητας που οφείλεται στην παλινδρόµηση προς την 

συνολική µεταβλητότητα.  

Ειδικότερα, ο συντελεστής προσδιορισµού εκφράζει το ποσοστό 

της συνολικής µεταβλητότητας που µπορεί να ερµηνευθεί από την 

παλινδρόµηση. Για παράδειγµα αν r2 = 0,88 τότε το 88% της 

µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής ερµηνεύεται από την 

παλινδρόµηση ενώ το 12% ερµηνεύεται από τυχαίους παράγοντες. 

Ειδικότερα ο τύπος που χρησιµοποιείται για τον συντελεστή 

προσδιορισµού είναι ο εξής:        

∑
∑

∧

−= 2

2

2 1
y
u

r  

6.11. Ο συντελεστής προσδιορισµού µη γραµµικής 

(καµπυλόγραµµης) παλινδρόµησης 

Ο τύπος που χρησιµοποιείται για τη δεδοµένη µορφή 

παλινδρόµησης (Y ) είναι ο ακόλουθος: 2xX γβα ++=

( )[ ] ( )[ ]
( )∑ ∑

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑
−

−+−
=

∧∧

nyy

nxyyxnyxxy
r

/

//
22

22
2 γβ  
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6.12. Έλεγχος στατιστικής σηµαντικότητας του συντελεστή 

συσχέτισης 

Η στατιστική σηµαντικότητα του συντελεστή συσχέτισης δηλώνει 

την συσχέτιση των µεταβλητών Χ και Υ. Ο έλεγχος αυτός είναι 

απαραίτητος µε δεδοµένο ότι η τιµή και µόνο του συντελεστή 

συσχέτισης δεν αποδίδει την συσχέτιση των δύο µεταβλητών αφού 

µεγάλη τιµή αυτής µπορεί να είναι αποτέλεσµα της επίδρασης 

άλλων αιτιών. 

Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου απαιτείται η χρήση του 

κριτηρίου t. 

Ο έλεγχος της στατιστικής σηµαντικότητας του συντελεστή 

συσχέτισης γίνεται ως εξής: 

∆ιατυπώνεται η υπόθεση και γίνεται έλεγχος αυτής: 

0:
0:

1 ≠
=

ρ
ρ

H
Ho  

Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η εξής: 

21
2
r

nrt
−

−
=  

ρ: ο συντελεστής συσχέτισης στον πληθυσµό 

r: ο συντελεστής συσχέτισης στο δείγµα 

n: το µέγεθος του δείγµατος 
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Το επίπεδο σηµαντικότητας και συνεπώς το σφάλµα τύπου Ι είναι 

α%. Η κριτική τιµή που χρησιµοποιείται είναι η ta/2, n-2 όπου n-2 είναι 

οι βαθµοί ελευθερίας του ελέγχου. 

• Αν , απορρίπτουµε την H2,2/ −> natt o και άρα ο συντελεστής 

συσχέτισης είναι στατιστικά σηµαντικός (υπάρχει γραµµική 

συσχέτιση µεταξύ των δύο µεταβλητών). 

• Αν  αποδεχόµαστε την H2,2/ −< natt o και άρα ο συντελεστής 

συσχέτισης δεν είναι στατιστικά σηµαντικός (δεν υπάρχει 

γραµµική σχέση µεταξύ των µεταβλητών). 

 

6.13.  Έλεγχος στατιστικής σηµαντικότητας της διαφοράς 

µεταξύ των δύο συντελεστών συσχέτισης 

Η µηδενική υπόθεση που ελέγχουµε και η εναλλακτική είναι οι 

εξής: 

211

21

:
:

ρρ
ρρ

≠
=

H
Ho  

Για τον έλεγχο αυτό απαιτείται η χρήση του κριτηρίου z ως προς 

και τις δύο πλευρές. Έστω r1, r2  είναι οι συντελεστές συσχέτισης. Οι 

τιµές των συντελεστών συσχέτισης κανονικοποιούνται µε τη χρήση 

του τύπου:   

r
rz

−
+

=
1
1log

2
1  
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Στην συνέχεια υπολογίζεται η τυπική απόκλιση της διαφοράς των 

δύο z.  

∆ηλαδή: 

3
1

3
1

21
21 −

+
−

=− nnzzσ  

Η στατιστική Ζ µε τιµές z που χρησιµοποιείται είναι η εξής: 

21

21

zz

zz
Z

−

−
=

σ
 

Λαµβάνουµε α% το επίπεδο σηµαντικότητας. 

• Αν , απορρίπτουµε την Hazz > o και άρα οι συντελεστές 

συσχέτισης διαφέρουν στατιστικά σηµαντικά . 

• Aν  αποδεχόµαστε την Hazz < o και άρα οι συντελεστές 

συσχέτισης δεν διαφέρουν στατιστικά σηµαντικά. 

 

Ασκήσεις Γεωργικού Πειραµατισµού 

 

1.) Οι αποδόσεις 10 πειραµατικών τεµαχίων σε κιλά είναι 8, 12, 10, 

14, 11, 13, 12, 9, 9, 7.  Να βρεθεί  

α) ο µέσος όρος  

β) η τυπική απόκλιση  

γ) το τυπικό σφάλµα των µέσων όρων  
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δ) Τα 95% όρια εµπιστοσύνης µεταξύ των οποίων βρίσκεται ο 

µέσος του πληθυσµού  

 

xi vi xi vi Xi
2 Vixi

2 

7 1 7 49 49 

8 1 8 64 64 

9 2 18 81 162 

10 1 10 100 100 

11 1 11 121 121 

12 2 24 144 288 

13 1 13 169 169 

14 1 14 196 196 

 ∑ iν =10 ∑ ii xν 105  ∑ 2
ii xν 1149 

 

Το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό ενώ οι τιµές των 

παραµέτρων που πρέπει να υπολογιστούν είναι οι εξής: 

5,10
10
105

=== ∑
n
x

x iiν
 

27,2
1

)( 2
2 =

−

−
= ∑

n
xx

s i  

72,0==
n
ssx  

α=5%, β.ε.=10-1=9, 262,2025,0,9 =t  
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Άρα το αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης θα είναι το εξής: 









+− −

−
−

−

n
St

x
n
St

x anan 2/;12/;1 ,  = [8,37, 11,63]. 

 

2) ∆ίνονται τα βάρη σε κιλά ενός τυχαίου δείγµατος 15 κολοκυθιών 

µε µέσο όρο x  = 11,8 και διακύµανση  =2,06.  2s

α) Να βρεθεί η πιθανότητα ένα κολοκύθι στην τύχη να ζυγίζει 

µεταξύ 9 και 14  κιλά.  

β) Να βρεθεί η πιθανότητα ο µέσος όρος του πληθυσµού των 

κολοκυθιών να βρίσκεται στο διάστηµα (11, 13). Ο πληθυσµός 

θεωρούµε ότι είναι κανονικός µε µ=12 και σ=2.   

 

α) Αναζητούµε το 





 −

<<
−

=≤≤
σ

µ
σ

µ 149)149( zPXP = 0,775 

β) Έχουµε ότι: 41,0==
n
ssx . 

Με α% επίπεδο σηµαντικότητας το διάστηµα εµπιστοσύνης θα 

δίνεται από την σχέση: 









+− −

−
−

−

n
St

x
n
St

x anan 2/;12/;1 ,  = [ ]41,08,11,41,08,11 1,2/1,2/ −− +− nana tt  

Επειδή θέλουµε το κάτω όριο να είναι 11 και το άνω όριο να είναι 

13 από τις σχέσεις: 

11,8  -  t
1,

2
−na

=11 και  11,8 +  t
1,

2
−na

= 13 
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για το t a  βρίσκουµε την τιµή 2,492 τιµή που αντιστοιχεί σε 2% 

επίπεδο σηµαντικότητας. 

1,2/ −n

* Αν το µέγεθος του δείγµατος ήταν 64 τότε έπρεπε να το 

διάστηµα εµπιστοσύνης να υπολογισθεί µε τη χρήση της 

κανονικής κατανοµής. 

 Πιο συγκεκριµένα θα έχουµε: 

179,0==
n
ssx  

Ενώ για α% επίπεδο σηµαντικότητας το διάστηµα εµπιστοσύνης 

θα δίνεται από την σχέση:   

 









+−

−−

n
Sz

x
n
Sz

x aa 2/2/ , = [ ]179,08,11,179,08,11 2/2/ aa zz +−  

 

Τότε για το κάτω όριο να είναι 11 και το άνω όριο να είναι 13 από 

τις σχέσεις το z  που βρίσκεται είναι 3,09 τιµή  αντιστοιχεί σε 0,5% 

επίπεδο σηµαντικότητας. 

 

3)     Το µέσο ύψος των φυτών µιας ποικιλίας καλαµποκιού 

βρέθηκε ίσο µε 95,14  εκατοστά. Η τυπική απόκλιση του µέσου 

όρου είναι . Να εξεταστεί αν ισχύει η µηδενική υπόθεση: 2,1=−
x

σ
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50,90:
50,90:

1

0

≠
=

µ
µ

H
H  

∆ίνονται n = 49 και α = 5%. 

Η στατιστική που χρησιµοποιείται η Ζ µε τιµές z: 

87,3
/

=
−

=
n

xz
σ

µ  

Έχουµε ότι . Συνεπώς z > z96,105,0 =z 0,05  , άρα απορρίπτουµε την 

µηδενική.  

* Αν το δείγµα είναι µικρό (n=25) τότε χρησιµοποιούµε την T 

µεταβλητή µε τιµές t που ακολουθεί την t – student κατανοµή. 

 

 76,2
/

=
−

=
n

xt
σ

µ  

 

Έχουµε 064,224,025,0 =t . Άρα και πάλι επειδή  t > , απορρίπτεται 

η µηδενική υπόθεση. 

24,025,0t

 

4) Να ελεγχθεί αν δύο ποικιλίες κριθαριού έχουν τον ίδιο µέσο όρο 

για τα δείγµατα των οποίων έχουµε: 

6449
50,8044,70

10.9214,95

21

2
2

2
1

21

==
==

==

nn

XX

σσ  

 107



Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η Ζ µε τιµές τις z και 

ακολουθεί κανονική κατανοµή: 

 

85,1
642,1
04,3

2

2
2

1

2
1

21 ==

+

−
=

nn

xxz
σσ  

Έχουµε z0.05 = 1,96 

Επειδή z < z0.05 αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση και άρα οι 

µέσοι όροι των δύο δειγµάτων δεν διαφέρουν σηµαντικά. 

* Έστω ότι τα δύο δείγµατα είναι µικρά και τα παίρνουµε από 

δύο κανονικούς πληθυσµούς που θεωρούµε ότι έχουν άγνωστες 

αλλά ίσες διασπορές. Έχουµε ότι: 

1625
45,6344,70
10,9214,95

21

2
2

2
1

21

==
==

==
−−

nn
ss
xx

  

Σε αυτήν την περίπτωση η στατιστική που χρησιµοποιούµε είναι η 

Τ µε τιµές τις t και ακολουθεί t – student κατανοµή: 

99,0
06,3
04,3

2

21

21

21 ==
+

−
=

s
nn
nn
xxt

 

Όπου s = 2

2
)1()1(

21

2
22

2
11

−+
−+−

nn
snsn  = 91,11 

Έχουµε t0.05;39 = 2,020 
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Επειδή t < t0.05;39 αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση και άρα οι 

µέσοι όροι των δύο δειγµάτων δεν διαφέρουν σηµαντικά. 

 

5) Στη ζυθοποιία η µορφή και το µέγεθος των κόκκων του 

κριθαριού παίζουν µεγάλο ρόλο. Για την αγορά του κριθαριού η 

εταιρία  θέτει ως προϋπόθεση η διακύµανση του µεγέθους των 

κόκκων να µη διαφέρει από το σ2
0 = 22,56. Το δείγµα για το οποίο 

πρέπει να αποφασιστεί είναι µεγέθους 28 µε δειγµατική 

διακύµανση s2=36,48. Να εξεταστεί  αν θα αγοραστούν οι κόκκοι 

από την εταιρία για πιθανότητα 5%. 

Ορίζουµε τις υποθέσεις: 

Η µηδενική υπόθεση  είναι:            H0: σ2 = σ0
2 

Η εναλλακτική υπόθεση είναι:        H1:  σ2   2
0σ≠

Η στατιστική που θα χρησιµοποιηθεί είναι η : 

2X = 2
2
0

)1(1 Sn −
σ

 

n -1= 27, s2  = 36,48, σ2
0 = 22,56 

Με αντικατάσταση προκύπτει η τιµή της στατιστικής: 

2X = 2
2
0

)1(1 Sn −
σ

= 43,66 

Η κριτική τιµή  19,4327;025,0
2 =X
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Επειδή η τιµή της στατιστικής υπερβαίνει την κριτική τιµή η 

µηδενική υπόθεση δεν µπορεί να γίνει αποδεκτή και για το λόγο 

αυτό την απορρίπτουµε και άρα δεν θα επιλεχθεί από την εταιρία η 

ποικιλία αυτή του κριθαριού. 

 

6) Μία γραπτή εξέταση δίνεται σε µία τάξη του Πανεπιστηµίου για 

να συγκριθεί η µεταβλητότητα της επίδοσης φοιτητών και 

φοιτητριών. Στο δείγµα συµµετέχουν 20 φοιτητές και 28 φοιτήτριες 

και έχουµε ότι οι δειγµατικές διακυµάνσεις είναι αντίστοιχα: 

80,2
1

)( 2
2

1 =
−

−
= ∑

n
xx

s i  

94,1
1

)( 2
2

2 =
−

−
= ∑

n
xx

s i  

Έστω σ 1 , σ2 2
2

 οι πληθυσµιακές διακυµάνσεις των φοιτητών και των 

φοιτητριών. 

Ελέγχουµε τις υποθέσεις: 

H0:  σ 1 / σ2 2
2

 = 1 

H1:  σ 1 / σ   1 2 2
2

≠

Σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 10%  

Η στατιστική που θα χρησιµοποιηθεί είναι η : 

2
2

2
1

s
sF = , µε βαθµούς ελευθερίας  n1-1=19, n2-1=27 

Η κριτική τιµή που θα χρησιµοποιηθεί είναι η εξής:  63,205,0;27,19 =F
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Έχουµε F = 1,44 < 63,205,0;27,19 =F , άρα αποδεχόµαστε την µηδενική 

υπόθεση και συνεπώς οι δύο διακυµάνσεις είναι ίδιες για 10% 

επίπεδο σηµαντικότητας. 

 

7) Ένα κέντρο παραγωγής σπόρων συγκεντρώνει σπόρους ενός 

φυτού όταν αυτοί παρουσιάζουν φυτρωτική ικανότητα τουλάχιστον 

50%. Ένας παραγωγός προσέφερε σπόρους από τους οποίους σε 

µία σχετική δοκιµή από τους 54 φυτρώνουν οι 25. Ερωτάται αν το 

ποσοστό φυτρώµατος πληροί τους όρους ώστε η συγκέντρωση να 

παραλάβει το σπόρο και να υπάρχει η πιθανότητα να πέσει έξω 

τουλάχιστον 5%. 

 

∆ιατυπώνουµε τις υποθέσεις: 

Η µηδενική υπόθεση              H0:  p = p0
 

Η εναλλακτική υπόθεση         H1:  p ≠  p0  

 

Η στατιστική που χρησιµοποιείται είναι η Z µε τιµές z: 

544,0
068,0

5,0463,0
)1( 00

0
−=

−
=

−

−
=

n
pp

p
n
x

z  

Έχουµε p = 
n
x  = 0,463,  p0 = 0,5 
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Έχουµε ότι , εποµένως 96,1025,0 =z 025,0zz −>  και άρα το δείγµα 

πληροί τους όρους της συγκεντρώσεως, εφόσον δεν απορρίπτεται 

η µηδενική υπόθεση. 

 

8) ∆ύο ορµόνες δοκιµάστηκαν για την εκτίµηση της ικανότητας 

τους να αυξήσουν τη ριζοβολία των µοσχευµάτων. Στην ορµόνη Α 

εµβαπτίστηκαν 55 µοσχεύµατα από τα οποία ριζοβόλησαν τα 32 

ενώ στην ορµόνη Β εµβαπτίστηκαν 68 από τα οποία ανέπτυξαν 

ρίζες τα 38. Μπορεί να λεχθεί για πιθανότητα 5% πως οι δύο 

ορµόνες είναι εξίσου αποτελεσµατικές; 

 

∆ιατυπώνουµε τις υποθέσεις: 

Η µηδενική υπόθεση             H0:  p1= p2 

Η εναλλακτική υπόθεση        H1:  p1 ≠ p2 

 

Το στατιστικό ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι: 
 
 

Ζ = 
)11(

21

ln
pq

pp

+

− ∆∆    ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή 

 
όπου p = 

21

21

nn
xx

+
+  εκτιµά την P =  P = P και q = 1- p 1 πληθ 2 πληθ  

 
Η απορριπτική περιοχή είναι:  R = { >z z

2
a  },  
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Έχουµε ότι: 

p 1 = ∆ 58,0
55
32

1

1 ==
n
x  ,  p = ∆2 558,0

68
38

2

2 ==
n
x   και p =

21

21

nn
xx

+
+  = 57,0

6855
3832

=
+
+   

µε q = 0,43 

Άρα 75,2
00,0
022,0

008,0
558,058,0

21

2

2

1

1

−=
−

=
−

=
+

−
=

n
pq

n
pq

n
x

n
x

z  

 

Έχουµε , εποµένως 96,1025,0 =z 025.0zz −p  και άρα οι δύο ορµόνες 

διαφέρουν ως προς την αποτελεσµατικότητά τους 

 

9) Από µία ποικιλία σταριού εκτιµήθηκαν δύο χαρακτηριστικά του 

κόκκου, το βάρος και το µήκος. Να εκτιµηθεί η εξίσωση που 

εκφράζει το βάρος ως συνάρτηση του µήκους του κόκκου, το 

σφάλµα εκτίµησης, ο συντελεστής συσχέτισης και ο συντελεστής 

προσδιορισµού. Τα δεδοµένα δίνονται αναλυτικά στις δύο πρώτες 

στήλες του πίνακα που ακολουθεί: 
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x y x -  
−

x       (x - )  
−

x 2 y -  
−

y x*y (y - )  
−

y 2

5 1,6 -7,5 56,25 -0,775 5,8125 0,600625 

5 2,2 -7,5 56,25 -0,175 1,3125 0,030625 

5 1,4 -7,5 56,25 -0,975 7,3125 0,950625 

10 1,9 -2,5 6,25 -0,475 1,1875 0,225625 

10 2,4 -2,5 6,25 0,025 -0,0625 0,000625 

10 2,6 -2,5 6,25 0,225 -0,5625 0,050625 

15 2,3 2,5 6,25 -0,075 -0,1875 0,005625 

15 2,7 2,5 6,25 0,325 0,8125 0,105625 

15 2,8 2,5 6,25 0,425 1,0625 0,180625 

20 2,6 7,5 56,25 0,225 1,6875 0,050625 

20 2,9 7,5 56,25 0,525 3,9375 0,275625 

20 3,1 7,5 56,25 0,725 5,4375 0,525625 

150 ∑ 28,5 0 375 0 27,75 ( )∑ =− 2yyi 3,0025∑ =ix =iy ( ) =−∑ 2xxi ∑ =yx*

 

Με εφαρµογή των τύπων θα έχουµε: 

 

( )
( )

074,0
/

/
221 =

−

−
=

∑ ∑
∑ ∑ ∑∧

nxx

nyxxy
β  , συντελεστής συµµεταβολής 

 

n
X

n
Y

XYo
∑∑ ∧∧∧

−=−= 11 βββ =1,45 
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n

YY
Se

∑ 





 −

=

∧ 2

=2,41 

 

( )
[ ]∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
−−

−
=

nyynxx

nyxxy
r

/)(][/)([

/
2222

827,0=  και r = 0,827  2 2

 

Από τα παραπάνω διαπιστώνουµε την ύπαρξη σηµαντικής θετικής 

γραµµικής συσχέτισης. 

 

10) Έστω ένα δείγµα των Χ, Υ µε n = 14 και r = 0,65. Να εξεταστεί 

αν υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ των δύο µεταβλητών σε 

επίπεδο σηµαντικότητας 5%. 

∆ιατυπώνουµε τις υποθέσεις: 

0:
0:

1 ≠
=

ρ
ρ

H
Ho  

Έχουµε r = 0,65,  r2 = 0,4225 

Για α = 5%, και β.ε = 14 - 2 = 12, ισχύει: t0,05;12 = 2,179 

Για τον υπολογισµό της στατιστικής χρησιµοποιούµε τον τύπο: 

96,2
76,0
25,2

1
2
2

==
−

−
=

r
nrt > 2,179 
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εποµένως απορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση και άρα η 

συσχέτιση µεταξύ των δύο µεταβλητών είναι στατιστικά σηµαντική. 

 

11) Έστω δύο δείγµατα των Χ, Υ και των Ζ, Υ. Τα αντίστοιχα 

µεγέθη των δειγµάτων είναι n 1= 34 n = 28, ενώ οι συντελεστές 

συσχέτισης είναι r

2

1= 0,89, r2= 0,93. Να ελεγχθεί αν οι συντελεστές 

συσχέτισης διαφέρουν στατιστικά σηµαντικά σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 5%. 

∆ιατυπώνουµε τις υποθέσεις: 

211

21

:
:

ρρ
ρρ

≠
=

H
Ho  

  

Έχουµε =
−
+

=
1

1
1 1

1log
2
1

r
rz 0,617  και  72,0

1
1log

2
1

2

2
2 =

−
+

=
r
rz  

Επίσης υπολογίζουµε το τυπικό σφάλµα: 

               
3

1
3

1

21
21 −

+
−

=− nnzzσ  = 0,268 

Η στατιστική ελέγχου Ζ που παίρνει τιµές z ακολουθεί την κανονική 

κατανοµή: 

21

21

zz

zz
Z

−

−
=

σ
= 384,0−  

Έχουµε 384,0=z , z0,025 = 1,96. 
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 Εφόσον έχουµε  384,0=z  < z0,025 = 1,96 αποδεχόµαστε τη 

µηδενική υπόθεση και άρα δεν διαφέρουν στατιστικά σηµαντικά σε 

α=5% οι συντελεστές συσχέτισης. 
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