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Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Σύγκριση μη-γραμμικής SOR-Jacobi

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές εξισώσεις

μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Gauss-Seidel, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k+1
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην περίπτωση

της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i
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Κατασκευή

Θεωρώντας και μια παράμετρο χαλάρωσης, το

επαναληπτικό σχήμα γίνεται

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki )

Η παραπάνω μέθοδος έχει νόημα μόνο όταν οι εξισώσεις fi
έχουν μοναδικές λύσεις στη δοσμένη περιοχή
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x4

x5

x0

κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x1

x1 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x2

x2 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x3

x3 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x4

x4 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x5
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Γεωμετρική ερμηνεία

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία μέχρι να βρούμε ένα

σημείο που προσεγγίζει τη λύση x∗ = (x∗1 , x
∗
2 )

Σταματάμε όταν πληρείται ένα ή περισσότερα κριτήρια

τερματισμού
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Κριτήρια τερματισμού

Μη σύγκλιση της μεθόδου

Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το δεδο-

μένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων

Σύγκλιση της μεθόδου

Δύο διαδοχικές προσεγγίσεις, κοντά (ακρίβεια ε) η μία στην άλλη

‖xk+1 − xk‖ ≤ ε2

Η νόρμα της Fn κοντά στο 0

‖Fn(x
k+1)‖ ≤ ε1

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει
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Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Σύγκριση μη-γραμμικής SOR-Jacobi Μονοβηματικές και m-βηματικές

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n-διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i
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fi (x
k
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Κατασκευή

Θεωρώντας και μια παράμετρο χαλάρωσης, το

επαναληπτικό σχήμα γίνεται

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki )

Η παραπάνω μέθοδος έχει νόημα μόνο όταν οι εξισώσεις fi
έχουν μοναδικές λύσεις στη δοσμένη περιοχή
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Κατασκευή

Θεωρώντας και μια παράμετρο χαλάρωσης, το

επαναληπτικό σχήμα γίνεται

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki )

Η παραπάνω μέθοδος έχει νόημα μόνο όταν οι εξισώσεις fi
έχουν μοναδικές λύσεις στη δοσμένη περιοχή
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0

επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1

Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1

Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1

Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3
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x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία μέχρι να βρούμε ένα

σημείο που προσεγγίζει τη λύση x∗ = (x∗1 , x
∗
2 )

Σταματάμε όταν πληρείται ένα ή περισσότερα κριτήρια

τερματισμού
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Γεωμετρική ερμηνεία

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία μέχρι να βρούμε ένα

σημείο που προσεγγίζει τη λύση x∗ = (x∗1 , x
∗
2 )

Σταματάμε όταν πληρείται ένα ή περισσότερα κριτήρια

τερματισμού
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Κριτήρια τερματισμού

Μη σύγκλιση της μεθόδου

Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το δεδο-

μένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων

Σύγκλιση της μεθόδου

Δύο διαδοχικές προσεγγίσεις, κοντά (ακρίβεια ε) η μία στην άλλη

‖xk+1 − xk‖ ≤ ε2

Η νόρμα της Fn κοντά στο 0

‖Fn(x
k+1)‖ ≤ ε1

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει
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Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το δεδο-

μένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων
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Η νόρμα της Fn κοντά στο 0

‖Fn(x
k+1)‖ ≤ ε1

Προσοχή
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Συγκριση μεθόδων

Και οι δυο μέθοδοι εφαρμόζονται για την επίλυση ενός συστήματος της

μορφής Fn(x) = On.

Το υπολογιστικό κόστος και των δύο συσχετίζεται με την επίλυση n
μη-γραμμικών εξισώσεων μίας μεταβλητής σε κάθε επανάληψη.

΄Οσον αφορά τη μη-γραμμική SOR, είναι ξεκάθαρο ότι οι εξισώσεις δε
μπορούν να επιλυθούν ανεξάρτητα η μία από την άλλη

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0 (1)

η i-οστή εξίσωση (i = 2, 3, . . .) απαιτεί στην ίδια επανάληψη k τη λύση της
i − 1 εξίσωσης.

΄Οσον αφορά τη μη-γραμμική Jacobi, είναι ξεκάθαρο ότι οι εξισώσεις
μπορούν να επιλυθούν ανεξάρτητα η μία από την άλλη στην ίδια

επανάληψη

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0 (2)

όπου η επίλυση της i-οστής εξίσωσης (i = 1, 2, . . .) δεν απαιτεί την επίλυση
κάποιας άλλης εξίσωσης.
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Συγκριση μεθόδων

Κατά συνέπεια, το υπολογιστικό κόστος της μη-γραμμικής Jacobi
κατανέμεται καλύτερα σε σχέση με αυτό της μη-γραμμικής SOR.

Η κατανομή αυτή έγκειται στην αξιοποίηση διαφορετικών υπολογιστικών

μηχανών.

Οπότε, όταν έχουμε στη διάθεσή μας παράλληα ή κατανεμμημένα

υπολογιστικά συστήματα, που επιτρέπουν την παράλληλη εκτέλεση

προγραμμάτων σε διαφορετικούς επεξεργαστές, η μη-γραμμική Jacobi
υπερέχει της μη-γραμμικής SOR.
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Περιγραφή και ανάπτυξη μεθόδων

Τόσο η μη-γραμμική SOR όσο και η μη-γραμμική Jacobi αξιοποιούν κάποια
άλλη αριθμητική μέθοδο για την επίλυση των εν γένει μη-γραμμικών

εξισώσεων μίας μεταβλητής.

Οι μέθοδοι θα λέμε ότι είναι ακριβείς, εάν το σφάλμα για τον υπολογισμό

της προσεγγιστικής λύσης x̂ είναι μηδέν.

Ανάλογα με τη μέθοδο αριθμητικής επίλυσης που θα χρησιμοποιήσουμε για

τις (1) και (2), το όνομα της μη-γραμμικής Jacobi και μη-γραμμικής SOR
προσαρμόζεται κατάλληλα.

Εάν για την αριθμητική επίλυση των μη-γραμμικών εξισώσεων μίας

μεταβλητής αξιοποιήσουμε τη γνωστή μέθοδο των Newton-Raphson, τότε οι
μέθοδοι καλούνται αντίστοιχα ως μη-γραμμική Jacobi-Newton και
μη-γραμμική SOR-Newton.

Αν ο αριθμός των επαναλήψεων που θα εφαρμόσουμε την αριθμητική

μέθοδο επίλυσης μη-γραμμικών εξισώσεων μία μεταβλητής είναι m, τότε οι
μέθοδοι καλούνται m- βηματική (μη-γραμμική) Jacobi-Newton και
m-βηματική (μη-γραμμική) SOR-Newton αντίστοιχα. Αν m = 1, τότε οι
παραπάνω μέθοδοι καλούνται μονοβηματικές.
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Μονοβηματικές SOR-Newton και Jacobi-Newton

Για την κατανόηση της παραπάνω διαδικασίας θα κατασκευάσουμε τη

μονοβηματική (μη-γραμμική) SOR-Newton.

Για την κατασκευή αυτής της μεθόδου αξιοποιούμε τη γνωστή μέθοδο των

Newton-Raphson για την επύλυση των μη-γραμμικών εξισώσεων μίας
μεταβλητής.

Εφόσον η μέθοδος είναι μονοβηματική αξιοποιούμε τη μέθοδο

Newton-Raphson μόνο για ένα βήμα (επανάληψη).

Υπενθυμίζουμε ότι το επαναληπτικό σχήμα της μεθόδου Newton-Raphson
είναι το εξής

xk+1 = xk − f (xk)

f ′(xk)
(3)

Η μέθοδος που περιγράφεται από τη σχέση (3) εφαρμόζεται για την

προσέγγιση της λύσης x της εξίσωσης

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0
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Μονοβηματικές SOR-Newton και Jacobi-Newton

Με την εφαρμογή της (3) προσεγγίζουμε τη λύση x̂i με εφαρμογή ενός
βήματος της Newton-Raphson.

Ακολούθως, αντικαθιστούμε την x̂i στη σχέση

xk+1
i = xk

i + ωk(x̂i − xk
i ) (4)

με την εφαρμογή της (3) στην αντίστοιχη εξίσωση μίας μεταβλητής της

μεθόδου μη-γραμμικής SOR, η αρχική εκτίμηση της λύσης θεωρούμε πως
είναι η xk

i .

Ως εκ τούτου, η αντίστοιχη συναρτησιακή τιμή της σχέσης (3) θα είναι η

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

Καθώς οι συνιστώσες της προσεγγιστικής τιμής της λύσης είναι σταθερές,

λαμβάνοντας αντίστοιχα τις τιμές xk+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i+1, ..., x

k
n η

συναρτησιακή τιμή της παραγώγου στη σχέση (3) διαμορφώνεται ως εξής

∂i fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )
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Μονοβηματικές SOR-Newton και Jacobi-Newton

Εφόσον η εφαρμογή της Newton-Raphson γίνεται μόνο για μία επανάληψη,
η προσέγγιση της k + 1 επανάληψης της σχέσης (3) διαμορφώνεται ως εξής

x̂i = xk
i −

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

∂i fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

η οποία ισοδύναμα γράφεται ως

x̂i − xk
i = −

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

∂i fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

Τελικά, με αντικατάσταση της παραπάνω διαφοράς στη σχέση (4)

παίρνουμε τη ζητούμενη μονοβηματική (μη-γραμμική) SOR-Newton

xk+1
i = xk

i − ωk

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

∂i fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

(5)
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Μονοβηματικές SOR-Newton και Jacobi-Newton

Κατ΄ αντιστοιχία με τη διαδικασία που περιγράψαμε παραπάνω μπορούμε

να λάβουμε τη μονοβηματική (μη-γραμμική) Jacobi-Newton, της οποίας το
επαναληπτικό σχήμα περιγράφεται από την ακόλουθη επαναληπτική σχέση

xk+1
i = xk

i − ωk
fi (x

k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

∂i fi (xk
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x

k
i , x

k
i+1, ..., x

k
n )

(6)

η οποία ισοδύναμα, μπορεί να γραφεί ως ακολούθως

xk+1
i = xk

i − ωk
fi (x

k)

∂i fi (xk)
(7)
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Θεώρημα σύγκλισης

Θεώρημα

Θεωρούμε τη συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση

Fn = (f1, f2, . . . , fn) : An⊂ Rn → Rn
σε ένα ανοικτό σύνολο S0 ⊂ An της

πραγματικής τιμής της λύσης x∗, το οποίο ικανοποιεί τη σχέση Fn(x∗) = On.

Αν το Ιακωβιανό μητρώο της συνάρτησης JFn είναιM-μητρώο στη λύση x∗,
τότε οι ακολουθίες των σημείων που παράγονται από την οικογένεια

μη-γραμμικών SOR μεθόδων συγκλίνουν στην πραγματική τιμή της λύσης
αρκεί η παράμετρος χαλάρωσης ωk ∈ (0, 1].

Ορισμός

Το μητρώο J καλείταιM-μητρώο όταν είναι αντιστρέψιμο και για το μητρώο
J−1
ισχύει J−1 ≥ 0 και ακόμα, jkl ≤ 0, για κάθε k, l = 1, 2, 3, . . . , n για k 6= l .
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Σας ευχαριστώ πολύ για την προσοχή σας!
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