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Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

επίλυση εξίσωσης ⇔ εύρεση σταθερών σημείων
Το πρόβλημα της επίλυσης εξισώσεων σχετίζεται με το πρόβλημα του

υπολογισμού σταθερών σημείων μιας συνάρτησης.

Το πρόβλημα υπολογισμού σταθερών σημείων

Δεδομένης της f : [a, b] ⊂ R → R
να βρεθεί κάποιο σημείο r ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f (r) = r

επίλυση εξίσωσης ⇒ εύρεση σταθερών σημείων

1 με κάποια αριθμητική μέθοδο θέλουμε να επιλύσουμε την

f (x) = 0
2 επιλύουμε την f (x) = g(x)− x και βρίσκουμε τη λύση r
3 επειδή f (r) = 0

⇒ g(r)− r = 0 ⇒ g(r) = r

4 το r είναι σταθερό σημείο της g(x)

εύρεση σταθερών σημείων ⇒ επίλυση εξίσωσης

1 με κάποια αριθμητική μέθοδο θέλουμε να βρούμε ένα σταθερό

σημείο για την g(x)
2 ψάχνουμε g(x) = x
3 επειδή g(x)− x = 0,

θέτουμε f (x) = g(x)− x

,

καταλήγουμε

f (x) = 0
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Θεώρημα (΄Υπαρξη σταθερών σημείων)

Αν η συνάρτηση g : [a, b] ⊂ R → [a, b] είναι συνεχής στο διάστημα [a, b],
τότε η g έχει ένα σταθερό σημείο στο [a, b].

Θεώρημα (Μοναδικότητα σταθερών σημείων)

Αν υπάρχει η πρώτη παράγωγος g
′
(x) της συνάρτησης g στο (a, b) και

υπάρχει μια σταθερά p < 1 τέτοια ώστε να ισχύει∣∣∣g ′
(x)
∣∣∣ ≤ p, για όλα τα x ∈ (a, b)

τότε το σταθερό σημείο που ανήκει στο [a, b] είναι μοναδικό.

Γενική επαναληπτική μέθοδος

Μπορούμε να προσεγγίσουμε ένα σταθερό σημείο της συνάρτησης g(x)

επιλέγοντας μια αρχική προσέγγιση x0

δημιουργείται μια ακολουθία όρων {xk}∞k=0 από τη σχέση

xk+1 = g(xk), k = 0, 1, 2, ...
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Προσοχή

Ο μετασχηματισμός της εξίσωσης f (x) = 0 στη μορφή
x = g(x) δεν είναι μοναδικός

Η γενική επαναληπτική μέθοδος δε συγκλίνει για

οποιαδήποτε συνάρτηση g(x)

Αιτίες αποτυχίας σύγκλισης γενικής επαναληπτικής μεθόδου

1 Η συνάρτηση g(x) απειρίζεται.

2 Η συνάρτηση g(x) ταλαντώνεται.
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Γεωμετρική ερμηνεία
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x3 = g(x2)
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Φέρνουμε την y = x

Βρίσκουμε το g(x0) Βρίσκουμε το g(x1) Βρίσκουμε το g(x2)
y = x1 Τομή y = x y = x2 Τομή y = x y = x3 Τομή y = x

κάθετη στον x
′
x κάθετη στον x

′
x κάθετη στον x
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Κριτήρια τερματισμού

Μη σύγκλιση της μεθόδου

Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το

δεδομένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων

Σύγκλιση της μεθόδου

Δύο διαδοχικές προσεγγίσεις, κοντά (ακρίβεια ε) η μία στην
άλλη

|xn − xn−1| < ε

Η τιμή της f (x) κοντά στο 0

|f (xn)| < ε

Σχετικό σφάλμα μικρότερο από την ακρίβεια ε

|xn−xn−1|
|xn| < ε, xn 6= 0

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει
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Η τιμή της f (x) κοντά στο 0

|f (xn)| < ε

Σχετικό σφάλμα μικρότερο από την ακρίβεια ε

|xn−xn−1|
|xn| < ε, xn 6= 0

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης

x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας

MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου

ε η ακρίβεια που θέτουμε
2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα

3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT

Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)

Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)
Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)
Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)
Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)
Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας

g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε η ακρίβεια που θέτουμε

2 Θέτουμε k = −1 και πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα
3 Ανανεώνουμε το k (k = k + 1) και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα

4 Ελέγχουμε αν k > MIT
Αν δεν ισχύει, θέτουμε xk+1 = g(xk) και συνεχίζουμε στο
επόμενο βήμα

Αν ισχύει πηγαίνουμε στο βήμα 6

5 Ελέγχουμε ένα ή περισσότερα κριτήρια τερματισμού (έστω

|xk+1 − xk | ≤ ε)
Αν δεν ισχύουν, συνεχίζουμε στο βήμα 3

Αν ισχύουν πηγαίνουμε στο βήμα 6

6 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
g(xk) η τιμή της συνάρτησης για την προσέγγιση

k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi

Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

g ο τύπος της συνάρτησης
x0 η πρώτη προσέγγιση της ρίζας
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Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές εξισώσεις

μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Gauss-Seidel, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k+1
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην περίπτωση

της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i
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Κατασκευή

Θεωρώντας και μια παράμετρο χαλάρωσης, το

επαναληπτικό σχήμα γίνεται

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki )

Η παραπάνω μέθοδος έχει νόημα μόνο όταν οι εξισώσεις fi
έχουν μοναδικές λύσεις στη δοσμένη περιοχή
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x4

x5

x0

κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x1

x1 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x2

x2 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x3

x3 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x4

x4 κρατάμε x2 σταθερό κρατάμε x1 σταθερό Εύρεση x5
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Γεωμετρική ερμηνεία

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία μέχρι να βρούμε ένα

σημείο που προσεγγίζει τη λύση x∗ = (x∗1 , x
∗
2 )

Σταματάμε όταν πληρείται ένα ή περισσότερα κριτήρια

τερματισμού
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Κριτήρια τερματισμού

Μη σύγκλιση της μεθόδου

Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το

δεδομένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων

Σύγκλιση της μεθόδου

Δύο διαδοχικές προσεγγίσεις, κοντά (ακρίβεια ε) η μία στην
άλλη

‖xk+1 − xk‖ ≤ ε2

Η νόρμα της Fn κοντά στο 0

‖Fn(xk+1)‖ ≤ ε1

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει
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Αλγόριθμος

1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

2 Θέτουμε k = −1
3 Ελέγχουμε αν k < MIT
Αν δεν ισχύει, πηγαίνουμε στο βήμα 9. Διαφορετικά, αυξάνουμε

το k και συνεχίζουμε στο επλομενο βήμα

4 Ελέγχουμε αν ‖Fn(x
k)‖ ≤ ε2

Αν δεν ισχύει, συνεχίζουμε στο επόμενο βήμα. Διαφορετικά,

πηγαίνουμε στο βήμα 9

5 Θέτουμε i = 0

6 Αν ισχύει i < n, αυξάνουμε το i και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα. Διαφορετικά, πηγαίνουμε στο βήμα 8

7 Βρίσκουμε τη λύση x̂i της μονοδιάστατης μη-γραμμικής εξίσωσης
fi (x

k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k+1
i+1 , ..., x

k+1
n ) = 0 ως προς x , θέτουμε

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki ) και πήγαινε στο βήμα 6

8 Ελέγχουμε αν ‖xk+1
i − xki ‖ ≤ ε1

Αν δεν ισχύει, συνεχίζουμε στο βήμα 3. Διαφορετικά,

πηγαίνουμε στο βήμα 9

9 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων
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7 Βρίσκουμε τη λύση x̂i της μονοδιάστατης μη-γραμμικής εξίσωσης
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k+1
1 , xk+1

2 , ..., xk+1
i−1 , x , x

k+1
i+1 , ..., x

k+1
n ) = 0 ως προς x , θέτουμε

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki ) και πήγαινε στο βήμα 6
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i − xki ‖ ≤ ε1
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9 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων
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Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Βιβλιογραφία

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Βιβλιογραφία

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Βιβλιογραφία

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Βιβλιογραφία

Κατασκευή

Αναγάγουν το πρόβλημα της επίλυσης ενός n− διάστατου
μη-γραμμικού συστήματος σε απλούστερες μη-γραμμικές

εξισώσεις μιας μεταβλητής

Προέρχονται από τη γραμμική Jacobi, η οποία υπολογίζει την
επόμενη συνιστώσα xk+1

i , επιλύοντας ως προς xi τη γραμμική
εξίσωση

i−1∑
j=1

αijx
k
j + αiixi +

n∑
j=i+1

αijx
k
j − bi = 0

Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στην

περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης συστημάτων μη-γραμμικών

εξισώσεων

Σε αυτή την περίπτωση, το xk+1
i επιτυγχάνεται λύνοντας τη

μη-γραμμική εξίσωση μιας μεταβλητής

fi (x
k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0

όπου μεταβλητές σταθερές

Αν η λύση της παραπάνω σχεσης είναι η x̂i , θέτουμε

xk+1
i = x̂i



Γενική επαναληπτική Μη γραμμική SOR Μη γραμμική Jacobi Βιβλιογραφία

Κατασκευή

Θεωρώντας και μια παράμετρο χαλάρωσης, το

επαναληπτικό σχήμα γίνεται

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki )

Η παραπάνω μέθοδος έχει νόημα μόνο όταν οι εξισώσεις fi
έχουν μοναδικές λύσεις στη δοσμένη περιοχή
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0

επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία

x1

x2

·
x0

x1

x2

x3

x0 επιλύουμε ως x2 και x1

Εύρεση x1

x1 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x2

x2 επιλύουμε ως x2 και x1 Εύρεση x3
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Γεωμετρική ερμηνεία
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Γεωμετρική ερμηνεία

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία μέχρι να βρούμε ένα

σημείο που προσεγγίζει τη λύση x∗ = (x∗1 , x
∗
2 )

Σταματάμε όταν πληρείται ένα ή περισσότερα κριτήρια

τερματισμού
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Γεωμετρική ερμηνεία
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Κριτήρια τερματισμού

Μη σύγκλιση της μεθόδου

Η τελική τιμή του δείκτη επαναλήψεων, μεγαλύτερη από το

δεδομένο μέγιστο αριθμό επαναλήψεων

Σύγκλιση της μεθόδου

Δύο διαδοχικές προσεγγίσεις, κοντά (ακρίβεια ε) η μία στην
άλλη

‖xk+1 − xk‖ ≤ ε2

Η νόρμα της Fn κοντά στο 0

‖Fn(xk+1)‖ ≤ ε1

Προσοχή

Ανάλογα με τη φύση της συνάρτησης, μπορεί να ισχύει κάποιο

κριτήριο τερματισμού και η μέθοδος να αποκλίνει
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Αλγόριθμος

Είσοδοι-΄Εξοδοι

Είσοδοι

n το πλήθος των εξισώσεων και των αγνώστων
Fn(x) ο τύπος της συνάρτησης
x0 η αρχική προσέγγιση της ρίζας
ωk οι παράμετροι χαλάρωσης

MIT το μέγιστο πλήθος επαναλήψεων της μεθόδου
ε1 η ακρίβεια που θέτουμε για το x
ε2 η ακρίβεια που θέτουμε για την Fn(x)

΄Εξοδοι

xk η τελευταία προσέγγιση της ρίζας
Fn(x

k) η τιμή της συνάρτησης στην k επανάληψη
k το πλήθος επαναλήψεων που έγιναν
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1 Καθορισμός εισόδων μεθόδου

2 Θέτουμε k = −1
3 Ελέγχουμε αν k < MIT
Αν δεν ισχύει, πηγαίνουμε στο βήμα 9. Διαφορετικά, αυξάνουμε

το k και συνεχίζουμε στο επλομενο βήμα

4 Ελέγχουμε αν ‖Fn(x
k)‖ ≤ ε2

Αν δεν ισχύει, συνεχίζουμε στο επόμενο βήμα. Διαφορετικά,

πηγαίνουμε στο βήμα 9

5 Θέτουμε i = 0

6 Αν ισχύει i < n, αυξάνουμε το i και πηγαίνουμε στο επόμενο
βήμα. Διαφορετικά, πηγαίνουμε στο βήμα 8

7 Βρίσκουμε τη λύση x̂i της μονοδιάστατης μη-γραμμικής εξίσωσης
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k
1 , x

k
2 , ..., x

k
i−1, x , x

k
i+1, ..., x

k
n ) = 0 ως προς x , θέτουμε

xk+1
i = xki + ωk(x̂i − xki ) και πήγαινε στο βήμα 6

8 Ελέγχουμε αν ‖xk+1
i − xki ‖ ≤ ε1

Αν δεν ισχύει, συνεχίζουμε στο βήμα 3. Διαφορετικά,

πηγαίνουμε στο βήμα 9

9 Τερματισμός μεθόδου και επιστροφή εξόδων
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Σας ευχαριστώ πολύ για την προσοχή σας!
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