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Στατιστική, αλλά… με τα ακραία - πως;
Θεωρία ακραίων τιμών - Extreme Value Theory (EVT) 

 Οι συνήθεις κατανομές (π.χ., Gamma, Gauss) δεν επαρκούν για τη περιγραφή των ακραίων.
 Ενδείκνυνται διαφορετικές κατανομές για την (ακριβέστερη) περιγραφή των ακραίων τιμών μιας 

διεργασίας.
 Η θεωρία ακραίων τιμών αφορά κατά κανόνα τη μοντελοποίηση γεγονότων χαμηλής πιθανότητας 

και μεγάλου αντίκτυπου.

Γιατί?



Γιατί στατιστική ανάλυση ακραίων τιμών;

• Πιθανοτική αντιμετώπιση - άμεσα συνδεμένα με στατιστικές έννοιες (π.χ., τυχαία 
μεταβλητή, ουρά κατανομής)

• Γεγονότα χαμηλής πιθανότητας εμφάνισης και μεγάλης αβεβαιότητας (αλλά συνήθως με 
μεγάλο αντίκτυπο).

1. Man can believe the impossible, but man can never believe the improbable ~ Oscar Wilde (Intentions, 1891) 

2. Il est impossible que l’improbable n’arrive jamais ~ Emil J. Gumbel (1891-1966) 
EN: It is impossible that the improbable never happens

Ακραία γεγονότα 

• Επάρκεια/προσαρμογή έναντι φυσικών, ή μη, κινδύνων (π.χ., πλημμύρες, ξηρασία, 
κλιματική αλλαγή, χρεωκοπία).

• Σχεδιασμός και διαχείριση έργων υποδομής.
• Χρηματοοικονομική αξιολόγηση ρίσκου για έργα και επενδύσεις.
• … και άλλοι πολλοί ακόμα λόγοι.

Συνήθεις εφαρμογές



Υπενθύμιση βασικών εννοιών στατιστικής



Τυχαίες μεταβλητές – και άλλα παραδείγματα

Τυχαίες μεταβλητές 
• Υδροκλιματικές διεργασίες 
 βροχόπτωση, 
 απορροή, 
 Θερμοκρασία,
 Χρόνος μεταξύ συμβάντων πλημμύρων,
 Εξάτμιση,
 Στάθμη υπόγειων υδάτων

• Οικονομία
 Οικονομικοί δείκτες
 Μετοχές

• Μηχανική
 Συχνότητα και μέγεθος σεισμών
 Καταπόνηση και παραμόρφωση υλικών Κουγιουμτζής Δ., Χρονοσειρές, Τμήμα Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Η/Υ, Α.Π.Θ.



Συνεχείς και διακριτές τυχαίες μεταβλητές

Loucks, D. P., E. van Beek, J. R. Stedinger, J. P. M. Dijkman and M. T. Villars, (2005), Water 
Resources Systems Planning and Management: An Introduction to Methods, Models and 
Applications, UNESCO, Paris, 676 p, http://hdl.handle.net/1813/2804 

Διακριτές τ.μ.: Όταν το σύνολο από το οποίο 
μπορεί να πάρει τιμές η τ.μ. μπορεί να θεωρηθεί 
πεπερασμένο (ή μετρήσιμα άπειρο).
–ௗ αριθμός βροχερών ημερών σε ένα μήνα
(0,1,2….30)
–ௗ Χρόνος (πλήθος ετών) μεταξύ δύο πλημμυρικών
επεισοδίων (1,2….)

Συνεχείς τ.μ.: Όταν το σύνολο από το οποίο μπορεί 
να πάρει τιμές η τ.μ. μπορεί να θεωρηθεί άπειρο 
(η τ.μ. μπορεί να πάρει τιμές σε συνεχή κλίμακα)
–ௗ βροχόπτωση
–ௗ Απορροή
–ௗ βροχόπτωση «άνω κατωφλίου» 
–ௗ Θερμοκρασία



Τυχαία μεταβλητή (τ.μ.) - Συνάρτηση κατανομής

Αριστερή «ουρά» 
Ελάχιστα ακραία

Κύριο σώμα

Δεξιά «ουρά» 
Μέγιστα ακραία

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
𝑓௑ 𝑥 = 𝑑𝐹௑ 𝑥 𝑑𝑥⁄

(Probability Density function – PDF )

(Αθροιστική) Συνάρτηση κατανομής
𝐹௑ 𝑥 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)

(Cumulative Distribution function - CDF)

Συνάρτηση επιβίωσης
𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 > 𝑥 = 1 − 𝐹 𝑥

(Survival function - SF)

Συνάρτηση επιβίωσης = συμπληρωματική συνάρτηση 
κατανομής = πιθανότητα υπέρβασης

𝑃 𝑋 > 𝑥 = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) 𝐹 𝑥 = 1 − 𝐹 𝑥

Μια τυχαία μεταβλητή 𝑋 περιγράφεται πλήρως από την 
συνάρτηση κατανομής – από την οποία και προκύπτουν όλες οι 
ιδιότητες και χαρακτηριστικά της μεγέθη (π.χ., ακραία, ροπές 
τύπου δύναμης).

Πιθανότητα υπέρβασης 
𝑃 𝑋 > 1 = 0.3

Πιθανότητα ΜΗ υπέρβασης 
𝑃 𝑋 ≤ 1 = 0.7

0.7

0.3Αντίστροφη 
συνάρτηση 
κατανομής 
𝑥 = 𝐹௑

ିଵ ȉ



Το ποσοστημόριο xu (ή αλλιώς αντίστροφη συνάρτηση κατανομής)

 Οποιοδήποτε σημείο xu τέτοιο ώστε:

0 ≤ 𝑢 ≤ 1

λέγεται u-ποσοστημόριο ή ποσοστιαίο σημείο της
τ.μ. 𝑥 ή της κατανομής της.

Όταν η τ.μ. 𝑥 είναι συνεχής, το u-ποσοστημόριο 
είναι κάθε σημείο xu που ικανοποιεί την 
εξίσωση 𝐹௫ 𝑥௨ = 𝑢 𝑥௨ = 𝐹௫

ିଵ(𝑢).

To u-ποσοστημόριο για 𝑢 =  0.50 λέγεται 
διάμεσος, ενώ για 𝑢 =  0.25 και u =  0.75 τα 
σημεία λέγονται πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο. 

Παράδειγμα:
Η ICDF (QF) της καταμομής Weibull δίνεται από την σχέση:

𝑥௨ = 𝐹௫
ିଵ 𝑢 = 𝑄௫ 𝑢 = 𝑏 − ln 1 − 𝑢

ଵ
௔, 0 ≤ 𝑢 ≤ 1

Inverse cumulative distribution function (ICDF) ή Quantile Function (QF)



Ιστογράμματα συχνοτήτων
Κλιμακωτή συνάρτηση που ορίζεται από τη σχέση 𝑓௑

෡ 𝑥 =
௡౟

௡୼
,    𝑐௜ ≤ 𝑥 ≤

𝑐௜ାଵ 𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 1, … , 𝑘 όπου k το πλήθος διαστημάτων, μεγέθους Δ, στα οποία έχει 
χωριστεί το δείγμα.
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Εμπειρική συνάρτηση κατανομής

Κλιμακωτή συνάρτηση που ορίζεται από τη 
σχέση:

𝐹෠௑ 𝑥 =
𝑛୶

𝑛
όπου 𝑛𝑋 το πλήθος των σημείων του 
δείγματος που είναι μικρότερα ή ίσα με την 
τιμή x, και 𝑛 το συνολικό πλήθος του 
δείγματος.

 Για την αμερόληπτη εκτίμηση της 
πιθανότητας υπέρβασης χρησιμοποιείται 
συχνά η κατάταξη τύπου Weibull (plotting 
position):

𝐹෠௑ 𝑥 =
𝑛௫

𝑛 + 1
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Συνάρτηση κατανομής – Βασικές παράμετροι

Παράμετρος Θέσης (𝒄)
(EN: Location)

Παράμετρος κλίμακας (𝒃)
(EN: scale)

Παράμετρος σχήματος (𝒂)
(EN: shape)

Κύριοι τύποι παραμέτρων:

Σημείωση: 1) Η παράμετρος σχήματος (𝑎) είναι εκείνη που καθορίζει τη συμπεριφορά της κατανομής στα άκρα 
(extremes – δεξιά ή αριστερή ουρά). 2) Υπάρχουν κατανομές με περισσότερες από μία παραμέτρους σχήματος 
(π.χ., Burr type XII, Generalized Gamma, κ.α.).

Παράδειγμα: CDF Weibull (3 παραμέτρων)

𝐹 𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1 − exp −
𝑥 − 𝑐

𝑏

௔



«Κλασσικές» συναρτήσεις κατανομών

• Ομοιόμορφη (Uniform)
• Κανονική/Γκαουσιανή (Normal/Gaussian)
• Exponential
• Gamma
• Weibull
• Log-Normal
• Logistic
• Beta (φραγμένη στο (0,1))
• Kumaraswamy (φραγμένη στο (0,1))
• Bernoulli (διακριτή)
• Poisson (διακριτή)
• Binomial (διακριτή)

Beta

Gaussian
Weibull

Uniform



Έστω τ.μ. 𝑥 με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (PDF) 𝑓௫ τότε, ορίζονται τα ακόλουθα μεγέθη:

Ροπή περί την αρχή τάξης 𝑟 (= 1, 2, … )

𝜇௫
ᇱ 𝑟 ≔ E 𝑥௥ = න 𝑥௥𝑓௫ 𝑥  d𝑥

ஶ

ିஶ

= න 𝐹௫
ିଵ 𝑢

௥
 d𝑢

ଵ

଴

Κεντρική ροπή τάξης 𝑟 (= 1, 2, … )

𝜇௫(𝑟) ≔ E 𝑥 − 𝜇௫
௥

= න 𝑥 − 𝜇௫
௥

𝑓௫ 𝑥  d𝑥
ஶ

ିஶ

Σημείωση: 𝜇௫
ᇱ 0 = 1 και 𝜇௫

ᇱ 1 =  E 𝑥 = ∫ 𝑥𝑓௫ 𝑥 d𝑥, το οποίο είναι και μέση τιμή της τ.μ. 𝑥, και συμβολίζεται με 𝜇௫. 
Επίσης, 𝜇௫(0) = 1 και 𝜇௫ 1 = 0.

Χρήσιμες μετατροπές

𝜇௑ 𝑟 = E 𝑋 − 𝜇௑
௥ = ෍

𝑟

𝑗
−1 ௥ି௝𝜇௑

ᇱ  𝑗 𝜇௑
௥ି௝

௥

௝ୀ଴

𝜇௑
ᇱ 𝑟 = E 𝑋 ௥ = ෍

𝑟

𝑗
𝜇௑ 𝑗

௥

௝ୀ଴
𝜇௑

௥ି௝
Όπου, ௥

௝
ο διωνυμικός

συντελεστής (binomial coefficient)

Ροπές (τύπου δύναμης) συνεχούς κατανομής – Θεωρητικά μεγέθη

Συνήθως, αναφερόμαστε 
σε αυτές όταν μιλάμε για 

ροπές κατανομής



Ειδικές περιπτώσεις

• Μέση τιμή: 

• Διασπορά (𝑟 = 2):

• Τρίτη κεντρική ροπή:

• Τέταρτη κεντρική ροπή:

Αδιάστατοι συντελεστές 

• Συντελεστής μεταβλητότητας:

• Συντελεστής ασσυμετρίας:

• Συντελεστής κύρτωσης:

𝜇௫ = 𝜇௫
ᇱ 1

𝐶௞ೣ
= E 𝑥 − 𝜇௫ 𝜎௫ൗ

ସ
=

𝜇௫ 4

𝜎௫
ସ

𝐶௦ೣ
= E 𝑥 − 𝜇௫ 𝜎௫ൗ

ଷ
=

𝜇௫ 3

𝜎௫
ଷ

Var 𝑥 = 𝜎௫
ଶ = 𝜇௫ 2 = E 𝑥 − 𝜇௫

ଶ

𝜇௫ 3 = E 𝑥 − 𝜇௫
ଷ

𝜇௫ 4 = E 𝑥 − 𝜇௫
ସ

𝐶௩ೣ
=

𝜎௫

𝜇௫

𝜎௫
ଶ = 𝜇௫

ᇱ 2 − 𝜇௫
ଶ

𝜇௫ 3 = 𝜇௫
ᇱ 3 − 3𝜇௫

ᇱ 3 𝜇௫ + 2 𝜇௫
ଷ

𝜇௫ 4 = 𝜇௫
ᇱ 4 − 4𝜇௫

ᇱ 3 𝜇௫ + 6𝜇௫
ᇱ 2 𝜇௫

ଶ
− 3 𝜇௫

ସ

Ροπές (τύπου δύναμης) συνεχούς κατανομής – Θεωρητικά μεγέθη

• Συντελεστής υπερβάλλουσας κύρτωσης:
𝐶௘௫.௞ೣ

= 𝐶௞ೣ
− 3

Εκτός από τις ροπές 
τύπου δύναμης, 
υπάρχουν και άλλα 
είδη ροπών… 
(βλ. παρακάτω slides)



𝑥̅ =
1

𝑛
෍ 𝑥௜

௡

௜ୀଵ

Μέση τιμή 

𝑠௫
ଶ =

∑ (𝑥௜ − 𝑥̅)ଶ௡
௜ୀଵ

𝑛 − 1

Διασπορά 

𝑠௫

n

𝑛 − 1

Τυπική απόκλιση 

𝐶௩ = (𝑠௫/𝑥̅)(
n

𝑛 − 1
)

Συντελεστής μεταβλητότητας

𝜇௫
(ଷ)

=
∑ (𝑥௜ − 𝑥̅)ଷ௡

௜ୀଵ

𝑛

Μεροληπτική εκτιμήτρια 3ης ροπής

𝐶௦ =
𝑛ଶ ∑ (𝑥௜ − 𝑥̅)ଷ௡

௜ୀଵ

(𝜇௫
(ଶ)

)ଷ/ଶ(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

Συντελεστής ασυμμετρίας

𝜇௫
(ସ)

=
∑ (𝑥௜ − 𝑥̅)ସ௡

௜ୀଵ

𝑛

Μεροληπτική εκτιμήτρια 4ης ροπής

𝐶௞ =
𝑛ଷ ∑ (𝑥௜ − 𝑥̅)ସ௡

௜ୀଵ

𝜇௫
ଶ

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)

Συντελεστής κύρτωσης

Εκτιμήσεις ροπών – Δειγματικά/εμπειρικά μεγέθη



Ροπές Vs σχήμα κατανομής
Επίδραση μέσης τιμής Επίδραση (διακύμανσης) τυπικής απόκλισης

Επίδραση συντελεστή ασυμμετρίας Επίδραση συντελεστή κύρτωσης

μ=1μ=0
σ=2

σ=1

Cs=-0.60
Cs=0.60 Cs=0

Ck=1.8

Ck=3
Ck=4.2



Προσαρμογή κατανομών – εύρεση παραμέτρων

• Μέθοδος των ροπών (π.χ., τύπου δύναμης ή L-ροπών)
Εύρεση των παραμέτρων 𝜽 μέσω της εξίσωσης των εμπειρικών ροπών με τις αντίστοιχες θεωρητικές.

• Μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας
Εύρεση των παραμέτρων 𝜽 μέσω της μεγιστοποίησης της (λογαριθμικής συνήθως) συνάρτησης πιθανοφάνειας. 

• … και πολλές ακόμα, βασισμένες στην ελαχιστοποίηση/βελτιστοποίηση κάποιου 
μέτρου/κριτηρίου επίδοσης (Goodness of Fit).

Πρόβλημα: Επιλογή συνάρτησης κατανομής 𝐹௑ 𝑥|𝜽 και εύρεση παραμέτρων 𝜽 με 
βάση εμπειρικά δεδομένα/δείγμα 𝒙 = 𝑥ଵ, … . , 𝑥௡ .

Ένα απλό πρόβλημα βελτιστοποίησης? ΌΧΙ, δεδομένου ότι απαιτεί:
 Καλή γνώση των ιδιοτήτων (και συμπεριφοράς) της μεταβλητής υπό μελέτη,
 Καλή γνώση των συναρτήσεων κατανομών, και 
 Καλή γνώση των μεθόδων προσαρμογής.



Μέθοδοι εκτίμησης παραμέτρων κατανομής

Σημείωση 1: Για αρκετές περιπτώσεις κατανομών είναι διαθέσιμες αναλυτικές σχέσεις.
Σημείωση 2: Ανεξάρτητα από τη μέθοδο εκτίμησης, πάντα καταλήγουμε σε 𝑚
εξισώσεις (𝑟 =  1, … , 𝑚) με αγνώστους τις m παραμέτρους 𝜃ଵ,…, 𝜃௠.
Σημείωση 3: Για την προσαρμογή κατανομών με τη μέθοδο κλασσικών ή L-moments στο 
περιβάλλον προγραμματισμού της γλώσσας R, βλ. πακέτα fitdistrplus και lmom αντίστοιχα.
Σημείωση 4: Η γλώσσα προγραμματισμού R συνοδεύεται από πολλά πακέτα/βιβλιοθήκες με 
πληθώρα κατανομών (π.χ., actuar, lmomco, anySim κ.α.).

Μέθοδος των ροπών (κλασσικών ή L-moments)

𝜃෠ = arg min
𝜽

෍ 𝑚௜ 𝜽 − 𝑚ෝ௜ 𝑥ଵ, … , 𝑥௡
ଶ

௠

௜ୀଵ

Βασική ιδέα: Δεδομένων των δειγματικών ροπών 𝑚ෝ௥ (𝛼ො௥, 𝛽መ௥ ή 𝜆መ௥) να βρεθούν οι παράμετροι (𝜽 =

𝜃ଵ, … , 𝜃௠ ) της κατανομής 𝐹௑ 𝑥|𝜽 που αποδίδουν ταυτόσημες θεωρητικές ροπές.



Το λογισμικό Υδρογνώμων – Εργαλείο επεξεργασίας υδρολογικών 
χρονοσειρών

• Θεωρητική τεκμηρίωση για το 
λογισμικό Υδρογνώμων (έκδοση 4)

https://www.itia.ntua.gr/el/docinfo/928/

• Υδρογνώμων έκδοση 4 - Οδηγός 
χρήστη

https://www.itia.ntua.gr/el/docinfo/934/

• Διαθέσιμο από εδώ:
https://hydrognomon.openmeteo.org/ 

Ακολουθεί demonstration…



Επιπλέον υλικό
Πιθανοτικά σταθμισμένες ροπές (Probability 

Weighted Moments - PWMs) συνεχούς κατανομής 
(Greenwood et al. 1979)



Πιθανοτικά σταθμισμένες ροπές (Probability Weighted Moments -
PWMs) συνεχούς κατανομής (Greenwood et al. 1979)

Έστω τ.μ. 𝛸 με πεπερασμένη πρώτη ροπή, συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (PDF) 𝑓எ και συνάρτηση 
κατανομής (CDF) 𝐹எ. 

𝑀௑ 𝑝, 𝑟, 𝑠 = න 𝐹௑
ିଵ 𝑢

௣
𝑢௥ 1 − 𝑢 ௦d𝑢

ଵ

଴

𝛼 𝑠 = 𝑀௑ 1,0, 𝑠 = න 𝐹௑
ିଵ 𝑢 1 − 𝑢 ௦d𝑢

ଵ

଴

𝛽 𝑟 = 𝑀௑ 1, 𝑟, 0 = න 𝐹௑
ିଵ 𝑢 𝑢௥d𝑢

ଵ

଴

𝛼 𝑠 = ෍ −1 ௜
𝑠

𝑖
𝛽 𝑖

௦

௜ୀ଴
𝛽 𝑟 = ෍ −1 ௜

𝑟

𝑖
𝛼 𝑖

௥

௜ୀ଴

Πιθανοτικά σταθμισμένες ροπές (Probability Weighted Moments – PWMs):

PWMs τύπου 𝜶 και 𝜷 (τάξης 𝑠 ή 𝑟 (= 0, 1,2, … )

Μετασχηματισμοί μεταξύ PWMs τύπου 𝛼 και 𝛽 



𝜆௥ାଵ = ෍ 𝑝௥,௠
∗

௥

௠ୀ଴
𝛽 𝑚 = −1 ௥ ෍ 𝑝௥,௠

∗
௥

௠ୀ଴
𝛼 𝑚

𝑝௥,௠
∗ = −1 ௥ି௠

𝑟

𝑚

𝑟 + 𝑚

𝑚

𝜆ଵ = 𝛼 0 = 𝛽 0

𝜆ଶ = 𝛼 0 − 𝛼 1 = 2𝛽௑ 1 − 𝛽௑ 0

𝜆ଷ = 𝛼 0 − 6𝛼 1 + 6𝛼 2 = 6𝛽 2 − 6𝛽 1 + 𝛽 0

𝜆ସ = 𝛼 0 − 12𝛼 1 + 30𝛼 2 − 20𝛼 2 = 20𝛽 3 − 30𝛽 2 + 12𝛽(1) − 𝛽 0

 𝜏ଶ= 𝜆ଶ 𝜆ଵ⁄   
𝜏ଷ = 𝜆ଷ 𝜆ଶ⁄
𝜏ସ = 𝜆ସ 𝜆ଶ⁄

PWMs και L ροπές (L-moments) (Hosking, 1990)
Σύνδεση PWMs με L-ροπές (L-Moments) 

Όπου, 

Συγκεκριμένα, για τις 4 πρώτες ροπές ισχύει,

Χαρακτηριστικά αδιάστατα μεγέθη (σημείωση 𝜆ଵ = 𝜇௫)

L- Συντ. Μεταβλητότητας:
L- Συντ. Ασυμμετρίας:
L- Συντ. Κύρτωσης:



𝑎 ෝ ௥ =
1

𝑛
෍ 1 − 𝐹෠௫(௝)

௥
𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝛼 ෝ ଵ
∗ =

1

𝑛
෍

𝑛 − 𝑗

𝑛 − 1
𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

Όπου 𝑛 το μέγεθος 
του δείγματος 
(πλήθος των 
δεδομένων) και 𝑥(௝) 
το δειγμα διατεγμένο 
απο το μικρότερο στο 
μεγαλύτερο, 
ήτοι 𝑥(ଵ) ≤ 𝑥 ଶ ≤

𝑥 ௝ ≤ ⋯ ≤ 𝑥(௡).

Μεροληπτικές εκτιμήσεις (Landwehret al. [1979b) (plotting position estimator):

Αμερόληπτες εκτιμήσεις (Landwehret al. [1979a):

Ειδικές περιπτώσεις

𝛼 ෝ ଴ = 𝛼 ෝ ଴
∗ = 𝑥 =

1

𝑛
෍ 𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝑎 ෝ ௥
∗ =

1

𝑛
෍

𝑛 − 𝑗 𝑛 − 𝑗 − 1 … 𝑛 − 𝑗 − 𝑟 + 1

𝑛 − 1 𝑛 − 2 … (𝑛 − 𝑟) 

௡

௝ୀଵ

𝑥(௝)

𝛼 ෝ ଶ
∗ =

1

𝑛
෍

𝑛 − 𝑗

𝑛 − 1

𝑛 − 𝑗 − 1

𝑛 − 2
𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝛼 ෝ ଷ
∗ =

1

𝑛
෍

𝑛 − 𝑗

𝑛 − 1

𝑛 − 𝑗 − 1

𝑛 − 2

𝑛 − 𝑗 − 2

𝑛 − 3
𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝛼 ෝ ଵ =
1

𝑛
෍ 1 −

𝑗 − 0.35

𝑛
𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝛼 ෝ ଶ =
1

𝑛
෍ 1 −

𝑗 − 0.35

𝑛

ଶ

 𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

𝛼 ෝ ଷ =
1

𝑛
෍ 1 −

𝑗 − 0.35

𝑛

ଷ

 𝑥 ௝

௡

௝ୀଵ

Όπου, 𝐹෠௫(௝) =
௝ି଴.ଷହ

௡

PWMs και L ροπές (L-moments) (Hosking, 1990)

Αμερόληπτες εκτιμήσεις
(Landwehret al. [1979a)

Μεροληπτικές εκτιμήσεις
(plotting position estimator) 
(Landwehret al. [1979b)



θεωρία ακραίων τιμών - Extreme Value Theory (EVT)



θεωρία ακραίων τιμών - Extreme Value Theory (EVT) 

Στόχος: Ανάλυση και μοντελοποίηση (στατιστική ή στοχαστική) προβλημάτων συναφών με 
την εμφάνιση «πολύ́ μεγάλων» ή «πολύ́ μικρών» τιμών σε τυχαία πειράματα (μεταβλητές 
ή διεργασίες). 

Τα ακραία, κυρίως τα μέγιστα, παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, μιας και κατά κανόνα 
πρόκειται για γεγονότα, μικρής πιθανότητας (υπέρβασης) αλλά μεγάλων επιπτώσεων (π.χ., 
βροχοπτώσεις, πλημμύρες, χρηματιστηριακές απώλειες ή ζημιές).

Δύο κύριες προσεγγίσεις: 
A) Μεγίστων παρατηρήσεων ανά μπλοκ (Block Maxima)

Γενικευμένη κατανομή ακραίων τιμών (ΓΑΤ) – Generalized Extreme Value (GEV)
A) Σειρά υπεράνω κατωφλίου (Peak over threshold)

Γενικευμένη κατανομή Pareto – Generalized Pareto Distribution (GPD)



Τεχνικές στατιστικής ανάλυσης ακραίων τιμών

Έστω, 𝑋ଵ, … , 𝑋௠, 𝑚 = 𝑛𝑘, μια αλληλουχία ανεξάρτητων και πανομοιότυπα κατανεμημένων (iid) τ.μ. με κατανομή 𝐹௑. Η 
κατανομή 𝑀௑ 𝑦 των 𝑘 μεγίστων 𝑦௜ = max 𝑋 ௜ିଵ ௡ାଵ, 𝑋 ௜ିଵ ௡ାଶ, . . , 𝑋 ௜ିଵ ௡ା௠ , 𝑖 = 1, … , 𝑘 σε ένα μπλοκ μεγέθους 𝑛
μπορεί να υπολογιστεί επακριβώς από τη σχέση:

𝑀௑ 𝑋 ≤ 𝑦 = 𝑃 𝑋ଵ ≤ 𝑦, … , 𝑋௡ ≤ 𝑦 = ෑ 𝑃 𝑋௜ ≤ 𝑦

௡

௜ୀଵ

= 𝐹௑ 𝑦
௡

Ενώ, η αντίστροφη συνάρτηση κατανομής δίνεται από:

Ανάλυση μεγίστων παρατηρήσεων ανά μπλοκ (Block Maxima – υποσύνολο μεγίστων)

Xt

y1

Time series/ Block Maxima

y2 … yk

𝑦 = 𝐹௑
ିଵ 𝑢ଵ/௡

Κατώφλι

Peak over threshold

Xt

…



Αν και η κατανομή των ακραίων μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά - σπάνια γίνεται κάτι τέτοιο -
συνηθέστερη προσέγγιση είναι χρήση και προσαρμογή της κατανομής Generalized Extreme Value 
(GEV) στα δεδομένων των μεγίστων παρατηρήσεων. 
Η GEV βασίζεται στο (ασυμπτωτικό) θεώρημα των Fisher–Tippett–Gnedenko (𝑛 → ∞𝑀௑ ~ 𝐺𝐸𝑉)

𝐹 ா௏ 𝑥|𝑎, 𝑏, 𝑐 =
exp − 1 +  𝑎

𝑥 −  𝑐

𝑏

ି 
ଵ
௔

, 𝑎 ≠ 0

exp − exp −
𝑥 −  𝑐

𝑏
, 𝑎 = 0

  

𝑎, 𝑐 ∈ 𝑅, 
𝑏 > 0 

Περιλαμβάνει τρείς (3) ασυμπτωτικούς νόμους:
• Fréchet: 𝑎 > 0, 𝑥 ∈ (𝑐 − 𝑏/𝑎, +∞),
• Gumbel: 𝑎 = 0, 𝑥 ∈ (−∞, +∞)
• Reversed Weibull: 𝑎 < 0, 𝑥 ∈ −∞, 𝑐 − 𝑏/𝑎

a = 0.15
a = 0
a = -0.15

Generalized Extreme Value (GEV) 

X

Τεχνικές στατιστικής ανάλυσης ακραίων τιμών
Ανάλυση μεγίστων παρατηρήσεων ανά μπλοκ (Block Maxima – υποσύνολο μεγίστων)

… Συνήθης παραμετροποίηση



Η κατανομή GEV … Ενναλακτική παραμετροποίηση (𝑏 = 𝜆, 𝑎 = 𝜅, 𝜅𝛼𝜄 𝑐 = 𝜆𝜓 - βλ. Κουτσογιάννης, 1999)



Η κατανομή Gumbel (GEV με 𝜅 =  0)

𝑐 = 0.5, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.0, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.5, 𝑏 = 3
𝑐 = 3.0, 𝑏 = 4

Ακραίων τιµών τύπου 1 – µεγίστων (ΑΤ1-Μ) 



Η κατανομή Gumbel (GEV με 𝜅 =  0)

PDF CDF

𝑐 = 0.5, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.0, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.5, 𝑏 = 3
𝑐 = 3.0, 𝑏 = 4

𝑐 = 0.5, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.0, 𝑏 = 2
𝑐 = 1.5, 𝑏 = 3
𝑐 = 3.0, 𝑏 = 4



Η κατανομή Frechet (GEV με 𝜅 ≥  0)

Για 𝜅 >  0 και 
𝜓 =  1 / 𝜅
προκύπτει η ειδική 
περίπτωση της 
κατανοµής
ακραίων τιµών
τύπου 2 –
µεγίστων (ΑΤ2-Μ) 
µε πεδίο ορισµού
το [0, ∞)



L ροπές κατανομής GEV

GEV Frechet Gumbel

ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ



Εκτίμηση παραμέτρων: Μέθοδος τον (κλασσικών) ροπών

Στη θέση των m, σ, Cv και Cs χρησιμοποιούνται τα αντίστοιχα εμπειρικά μεγέθη που προκύπτουν από το 
διαθέσιμο δείγμα.



Εκτίμηση παραμέτρων: Μέθοδος τον (κλασσικών) ροπών

Στη θέση των m, σ, Cv και Cs χρησιμοποιούνται τα αντίστοιχα εμπειρικά μεγέθη που προκύπτουν από το 
διαθέσιμο δείγμα.

Πως προκύπτουν οι σχέσεις αυτές?
Επίλυση των ροπών ως προς τις παραμέτρους
Για παράδειγμα… 

𝑚

𝜆
= 𝜓 + 𝛾 → 𝜓 =

𝑚

𝜆
− 𝛾 𝜆 =

𝜎

1.645
→ 𝜆 = 0.78𝜎



Εκτίμηση παραμέτρων: Μέθοδος τον L-ροπών

Στη θέση των m, λ2, τ2, και τ3 χρησιμοποιούνται τα αντίστοιχα εμπειρικά μεγέθη που προκύπτουν από το 
διαθέσιμο δείγμα.

ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ



Ένα παράδειγμα…

Βάση δεδομένων MOPEX (ΗΠΑ)
439 χρονοσειρές επιφανειακής ημερήσιας βροχόπτωσης και απορροής.
Ανάλυση μεγίστων ετήσιων βροχοπτώσεων και απορροών [Nezi et al., 2020].

Μέγιστη ημερήσια βροχόπτωση (παράμετρος GEV: 𝜿) Μέγιστη ημερήσια απορροή (παράμετρος GEV: 𝜿)

𝜅̅୰ୟ୧୬୤ୟ୪୪ = 0.10 𝜅̅୰୳୬୭୤୤ = 0.12



Περίοδος επαναφοράς & διακινδύνευση
Ως περίοδος επαναφοράς (συνήθως αναφερόμενη σε έτη), 𝑇, μιας 
δεδομένης τιμής 𝑥 της τ.μ. 𝑋 ορίζεται ο μέσος αριθμός χρονικών 
διαστημάτων που μεσολαβεί μεταξύ δυο διαδοχικών εμφανίσεων 
της τ.μ. με μέγεθος μεγαλύτερο ή ίσο της τιμής 𝑥.

a = 0.15
a = 0
a = -0.15

a = 0.15
a = 0
a = -0.15

Generalized Extreme Value (GEV) 

𝛵 =
1

1 − 𝐹௑ 𝑥

Στην περίπτωση ετήσιων μέγιστων :

𝐹௑ 𝑥 = 1 −
1

𝛵



Περίοδος επαναφοράς & διακινδύνευση

Πιθανότητα ΜΗ υπέρβασης,
u=1-p

Πιθανότητα υπέρβασης,
p=1/Τ

Περίοδος επαναφοράς, 
Τ=1/p

0.81/5 = 0.25
0.91/10 = 0.110

0.951/20 = 0.0520
0.981/50 = 0.0250
0.991/100 = 0.01100

0.9991/1000 = 0.0011000

𝛵 =
1

𝑃(𝑋 > 𝑥)
=

1

1 − 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥
=

1

𝑝
=

1

1 − 𝑢



Περίοδος επαναφοράς Vs Τεχνικά έργα
Ανάλογα το είδος του έργου επιλέγεται η περίοδος επαναφοράς



Περίοδος επαναφοράς: Βροχόπτωση Vs Πλημμύρα

Προσοχή! 
Συνήθως είναι διαθέσιμα δεδομένα βροχόπτωσης και όχι απορροής 
• Η περίοδος επαναφοράς αφορά τη βροχόπτωση
• Η περίοδος επαναφοράς της πλημμύρας δε ταυτίζεται με αυτή της βροχόπτωσης!
• Η εγκατάσταση ενός βροχομετρικού δικτύου είναι οικονομικότερη σε σχέση με το 

υδρομετρικό.
• Σπάνια υπάρχουν επαρκείς μετρήσεις απορροής για τη στατιστική ανάλυση της 

πλημμύρας.



Παράδειγμα

Ερωτήματα
Α) Να βρεθούν οι εμπειρικές περίοδοι επαναφοράς των δεδομένων.
Β) Να προσαρμοστεί η κατανομή Gumbel (ΑΤ1-Μ) με βάση την μέθοδο των (κλασσικών) 
ροπών.
Γ) Να υπολογιστεί η μέγιστη παροχή που αντιστοιχεί σε 𝛵 = 50, 100, 1000  έτη.



Όμβριες καμπύλες ή Intensity – Duration – Frequency (IDF) Curves

Koutsoyiannis D (2020) Stochastics of Hydroclimatic Extremes – A Cool Look 
at Risk, Edition 0. National Technical University of Athens, Athens, Greece

Μοντέλα (συνήθως αναλυτικής μορφής) τα 
οποία εκφράζουν την πιθανοτική συμπεριφορά 
των ακραίων, λαμβάνοντας υπόψιν τους:
- Την ένταση της βροχόπτωσης, 𝑖(𝑑, 𝑇) (mm/h).
- Την διάρκεια του γεγονότος, 𝑑 (hours) - βλ. 

κλίμακα συνάθροισης.
- Την περίοδο επαναφοράς, 𝛵 (έτη).

𝑖(𝑑, 𝑇) =
𝑎 𝑇

𝑏 𝑑

Γενική μορφή 

Όπου: 𝑖 η ένταση βροχής διάρκειας 𝑑 για περίοδο 
επαναφοράς 𝑇, και 𝑎(𝑇) και 𝑏(𝑑) κατάλληλες συναρτήσεις 
της περιόδου επαναφοράς και της διάρκειας, αντίστοιχα.

𝑖(𝑑, 𝑇) =
𝜆′ − ln 1 −

1
𝑇

ି఑

+ 𝜓′

1 + 𝑑/𝜃 ఎ

Παράδειγμα (Koutsoyiannis et al., 1998) 
χρήση της GEV για το 𝛼(𝛵) και εμπειρικής σχέσης για το 𝑏(𝑑) 

Όπου (βλ. πίνακα σελ. 7):
𝜆ᇱ = 𝜆/𝜅 και 𝜓ᇱ = 𝜅𝜓 − 1
𝜃 > 0 και 0 < 𝜂 < 1



Όμβριες καμπύλες στην Ελλάδα (1ος κύκλος)

• Όμβριες καμπύλες (5 παραμέτρων) με βάση την ΓΑΤ

• Δίνονται παράμετροι για σταθμούς σε όλη την Ελλάδα

• Πληροφορίες: https://floods.ypeka.gr/sdkp-lap/omvries-1round/

𝑖 𝑑, 𝑇 =
𝜆 𝑇఑ − 𝜓

1 +
𝑑
𝜃

ఎ

𝑇:  έτη, 𝑑:  ώρες και 𝑖: mm/h

https://floods.ypeka.gr/wp-content/uploads/2023/10/IDF_Report_V4.pdf
https://floods.ypeka.gr/wp-content/uploads/2023/10/GR_StationsIDF_FD.xlsx
https://floods.ypeka.gr/wp-content/uploads/2023/10/GR_StationsIDF_FD.zip 

Προσοχή: πλέον έχουν αναρτηθεί (και είναι 
σε ισχύη) οι νέες (2ος κύκλος, 2023) για την 
Ελλάδα.

Βασική έκφραση:



Όμβριες καμπύλες στην Ελλάδα (2ος κύκλος)
• Όμβριες καμπύλες (5 παραμέτρων) με βάση την ΓΑΤ
• Δίνονται παράμετροι για σταθμούς σε όλη την Ελλάδα
• Πληροφορίες: https://floods.ypeka.gr/sdkp-lap/omvries-

2round/
• Δείτε και: https://www.itia.ntua.gr/el/docinfo/2273/

𝑖 𝑑, 𝑇 = λ∗

𝛵
𝛽∗

క

− 1

1 +
𝑑
𝛼

ఎ∗

𝑇:  έτη, 𝑑:  ώρες και 𝑖: mm/h

Βασική έκφραση:

με ενιαίες παραμέτρους 𝛼 = 0.18 h και 𝜉 =  0.18 για το σύνολο της χώρας, ΚΑΙ γεωγραφικά 
μεταβαλλόμενές παραμέτρους 𝜆∗, 𝛽∗ και 𝜂∗

https://itsoukal.shinyapps.io/IDFs_GR/ 



Όμβριες καμπύλες στην Ελλάδα: Παράδειγμα

𝑖 𝑑, 𝑇 =
𝜆 𝑇఑ − 𝜓

1 +
𝑑
𝜃

ఎ , 𝑇:  έτη, 𝑑:  ώρες

Βασική έκφραση:

Δείτε κάτι αντίστοιχο για της ΗΠΑ:
https://hdsc.nws.noaa.gov/pfds/
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